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Predgovor

Ove lekcije predstavljaju celokupni materijal jednosemestralnog kursa “Kvantna
teorija polja I”, prvog od tri kursa iz kvantne teorije polja na poslediplomskim
studijama u grupi za elementarne ¢estice i gravitaciju Instituta za fiziku u Beogradu.
Predavanja se u ovom obliku drze od 1995. godine.

Prva polovina knjige daje uvod u osnove operatorskog formalizma kvantne
teorije polja. Krajnji cilj ovog dela je izvodjenje Feynmanovih pravila za Greenove
funkcije i S-matricne elemente. Drugi deo knjige se bavi primenom dobijenog
formalizma na rac¢unanje osnovnih procesa u kvantnoj elektrodinamici (QED). U
toku ovoga se, do na dijagrame sa jednom petljom, prezentuje renormalizacija
kvantne elektrodinamike.

Kvantna teorija polja se razvila radi opisa elementarnih cestica, medjutim,
razvijeni formalizam ima znatno Siru oblast primene. Zbog toga je na samom
kraju ove knjige dato i nekoliko osnovnih primena kvantne teorije polja u fizici
kondenzovanog stanja.

Prezentovani materijal je u celini dostupan postdiplomcima fizike, kao i stu-
dentima Cetvrte godine dodiplomskih studija.



Lekcija 1

Kanonicka kvantizacija

Elementarne ¢estice su objekti koji moraju biti opisani teorijama koje su istovre-
meno kvantne i relativisticke. Najpoznatija relacija u specijalnoj teoriji rela-
tivnosti, £ = mc?, nam govori da moZemo menjati energiju za masu. Koristeéi
ovo, zajedno sa kvantnomehani¢kom relacijom neodredjenosti AEAt 2 #, dola-
zimo do zakljucka da u relativistickoj kvantnoj teoriji broj Cestica nije odrzana
veli¢ina.

Kvantna mehanika je standardno data nad Hilbertovim prostorom fiksnog
broja ¢estica. Ovo dobro radi u nerelativistickoj teoriji gde je broj ¢estica oc¢uvan.
Postoji, medjutim, ekvivalentna formulacija kvantne mehanike identi¢nih cestica,
tzv. druga kvantizacija, u okviru koje je lako menjati broj Cestica. Centralni
objekti u ovom formalizmu su polja. Podsetimo se zato na formalizam druge

kvantizacije.

1.1 Druga kvantizacija

Posmatrajmo nerelativisticku kvantnu mehaniku n identi¢nih cestica ¢ija je di-
namika data Hamiltonijanom

L S L -
H = Z <2pa2 + V(l)(xa)> + Z VO(Z,,7) . (1.1)
a a#b

Kvantizacija se vrsi tako §to nameéemo kanonicke komutacione relacije!

EN AR (1.2)

@h,2l) = [phpll=0. (1.3)
Nag dalji posao je da resavamo svojstvenu jednac¢inu Hi = E nad prostorom
simetriénih (bozoni) ili antisimetriénih (fermioni) talasnih funkcija (%1, Zo, ..., Zp).

Ova S, simetrija bitno komplikuje stvari. Pogledajmo zato gornji problem iz
jednog drugog ugla.

'0d sada ¢emo, jednostavnosti radi, raditi u tzv. BoZijim jedinicama u kojima je ~ = ¢ = 1.
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k)

Umesto da radimo u prostoru H™ posmatraéemo iri prostor ], H® i u
njemu uvesti operator kreacije ¢estice (u tacki &)
ol (2)|Z1, Zoy . . Tpe1) = VN |T, 81, Ty Tnet) (1.4)

Analogno sa standardnim tretmanom harmonijskog oscilatora, kreacioni operator
u potpunosti odredjujemo slede¢im komutacionim (odnosno antikomutacionim)
relacijama

s = 8@ (L5)
s = la'@.al@)]s = 0.

Iz ovoga se vidi da a(Z) smanjuje broj ¢estica. To je tzv. anihilacioni operator.
Vakuumsko stanje | 0) je odredeno relacijom a(z)| 0) = 0 i predstavlja bazis u H(©).

Bazis u H(!) ¢ine sva stanja oblika |Z) = af(Z)| 0). U opstem slu¢aju, bazis u H™

je dat sa |Z1,%2,...,T,) = ﬁaT(fl)aT(fg) ---al(£,)]0). Primetimo da algebra

a-ova automatski vodi racuna o S, simetriji. Lako je proveriti da je gornji bazis
ortonormiran, kao i da anihilacioni operator deluje kao

= " I = s o~ "
a(Z)| 2, Zay ..., Ty) = ﬁ E 0% — T\ T, Doy o Bp) (1.7)
i=1

Kapica nad #; znaci da je ta Gestica izostavljena. Operator a!(Z)a(Z) je gustina
Gestica, dok je N = [dial(¥)a(¥) operator ukupnog broja cestica. On zado-
voljava N|¥1,Zo, ..., &) = n|¥1, T, ..., &y). Jednostavnom primenom bazi¢nih
komutatora (ili antikomutatora) se lako moze izvesti

(1, &2y ] Y V() =
= (0o, ..., El /de(l)(f) o (7)a(7) . (1.8)
Na slican nacin mozemo pokazati da vazi
<fla an cee ,fn| Z V(Z)(fa, fb) =
a,b
= (T1, T2, Tl / di dja ((al(@) VP (&, 9) a(@)a(y) ,  (1.9)
kao i
(T1, T2 z, !Z 1172 =
) PRI ad () - 2 a

1
_ <a§’1,a‘;’2,...,fn\/d3?2VaT-Va. (1.10)
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Na osnovu gornjih relacija vidimo da je Hamiltonijan druge kvantizacije dat
sa

H= /df (; Va' - Va + v(f)aT(f)a(f)) +
+ / dz dij o’ (§)a’ (Z) v(Z, ) a(Z)a(7) . (1.11)

Projekcija ovog operatora na H(™ je nas pocetni Hamiltonijan (1.1) uz zamenu

vz = o@) + (1) (1.12)
vz g = (@7 . (1.13)

Kao sto smo videli, osnovni objekti u drugoj kvantizaciji su polja. Iz ovog
razloga se ovaj formalizam ¢eSce zove kvantna teorija polja. U teoriji polja najcesée
imamo posla sa lokalnim interakcijama kao npr. v(Z,9) = A6(Z — ¢). U ovom
slucaju imamo VM (Z) = v(&) 4+ A6(0). Nismo ni poceli a veé¢ smo se sreli sa prvom
beskona¢noséu! Ova beskonaénost, medjutim, nije opasna. Odbacivanje ¢lana
Ad(0) prosto odgovara redefiniciji nule energije, tj. energije vakuuma. Mi samo
merimo razlike energija®. Kasnije éemo sresti opasnije primere beskonaénosti.

Primetimo da smo do sada imali posla sa modelom u kome je broj cestica
otuvan, tj. u kome [H, N] = 0. Ovo je jednostavno posledica toga sto je Hamil-
tonijan sa kojim smo radili sa¢injen od jednakog broja kreacionih i anihilacionih
operatora. Sada mozemo lako izaé¢i van okvira standardne kvantne mehanike i
uvesti interakcione ¢lanove, kao §to je a'aa, koji eksplicitno menjaju broj ¢estica.
Kao sto vidimo, druga kvantizacija (odnosno kvantna teorija polja) je prirodni
okvir za opis relatvistickih kvantnih teorija?.

1.2 Dejstvo

U Heisenbergovoj slici operatori nose svu vremensku zavisnost. Jednacine kretanja
za a(Z,t) i al(Z,t) glase

a = i[H,a (1.14)
af = i[Hal. (1.15)

Podsetimo se kako smo dosli do ovih jednacina. Prvo smo krenuli od n-Cestiéne
klasi¢ne teorije sa Hamiltonijanom H. Zatim smo tu teoriju kvantovali na stan-
dardan nacin. Na kraju smo presli u formalizam druge kvantizacje, odredivsi
drugo kvantovan Hamiltonijan H i odgovarajuce jednacine kretanja. Centralni
dinamicki objekti su sada operatori polja. Kao §to smo videli, formalizam druge

2Sem u gravitaciji, gde je i sama vakuumska energija (kosmoloska konstanta) merljiva.
38 druge strane, kvantna teorija polja je izuzetno korisna i u sluéaju nerelativistickih teorija
sa velikim brojem identi¢nih Cestica.
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kvantizacije radi i kad broj cestica nije ocuvan. Medjutim, ovakav naéin izvo-
djenja jednacina druge kvantizacije podrazumeva postojojanje odgovarajuce prvo
kvantizovane teorija, a ova postoji samo ako se broj ¢estica ne menja. Srecom,
postoji i drugi, jednostavniji, na¢in da dodjemo do jednacina (1.15). Pogledajmo
ovo na primeru bozonskih polja. Podjimo od klasi¢nih polja a(Z,t) i a*(Z,t) koji
zadovoljavaju Poissonove zagrade

{a(@,t),a(g, 1)} = -6(Z—7) (1.16)
{a(Z,t),a(y,t)} = {a*(&,t),a"(g,t)} = 0. (1.17)

Posmatrajmo sad dejstvo I = [ dtL gde je
L—/df;(a*a—a*a) ~H. (1.18)

Lako se moze pokazati da jednacine kretanja koje slede iz ovog dejstva, nakon
kvantizacije

a — a (1.19)

*

at — a (1.20)
3y - =01 (1.21)

1

daju drugo kvantizovane jednacine kretanja (1.15). Istovremeno, Poissonove relacije
(1.17) daju bazi¢ne komutatore druge kvantizacije (1.6).

Kao sto smo obecali, izveli smo jednacine druge kvantizacije bez pozivanja
na prvo kvantizovani formalizam. No kako dolazimo do klasi¢nog Hamiltonijana
polja H? Mnogo je jednostavnije ovo izvodjenje okrenuti naglavacke i poéi od
dejstva. Dejstvo je invarijanta, te ga je u principu, mnogo lakse konstruisati od
Hamiltonijana. Ovo ¢emo uraditi u slede¢em odeljku.

1.3 Lagranzijan

U lokalnoj teoriji polja Lagranzijan je prostorni integral Lagrangeove gustine L,
dok je dejstvo integral ove gustine po prostorvremenu

/d:cﬁ : (1.22)

Od sad ¢emo L zvati Lagranzijanom. Kao i uvek, Lagranzijan zavisi od osnovnih
dinamickih varijabli (polja) i njihovih vremenskih izvoda. Od sad éemo polja
generickog modelae oznacavati sa ¢(x). U relativistickoj teoriji moramo imati
L = L(¢,0,¢). Variranjem dejstva dobijamo

oL oL
o1= [ar (G550 g 40u0) =
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- [ (5 ‘8“(a<gf¢>>)5¢+

—i—/dm@u <a(?)j¢) 5¢> . (1.23)

Poslednji integral se koriséenjem Stokesove teoreme svodi na povrsinski integral

oL
dS, ——— 909, (1.24
1% 56,9 )
gde se integracijia vrsi po povrsini u beskonacnosti. Klasi¢ne jednacine kretanja
se dobijaju iz stacionarnosti dejstva pod varijacijama koje iS¢ezavaju na granici.
Dakle, jednacine kretanja glase

oL oL
5% (a0,) = e

Sve §to nam ostaje je da konstruiSemo Lagranzijan za neki model. Pozabavimo
se prvo jednostavnim modelima. Iz (1.25) vidimo da su jednacine kretanja linearne
u slucaju da su Lagranzijani kvadrati¢ni po poljima. Kao §to smo videli, ovakvi
modeli su trivijalno resivi i zovu se slobodne teorije polja. U sledece tri lekcije
¢emo se baviti ovakvim modelima.

Za realno skalarno polje mase m najopstiji relativisticki invarijantni Lagranzijan
glasi

_1 2_1 2 42
L= 00— 5mie". (1.26)

myo je neka masena skala, ne nuzno m. Na nivou klasi¢ne teorije zaista imamo
m = myp, no (u opStem slu¢aju) to nece vaziti i nakon kvantizacije. mg se zove
gola masa. Predjimo sada na Hamiltonov foralizam. Impuls konjugovan polju ¢
glasi
oL
m= — =
o

tako da za Hamiltonijan naSeg modela dobijamo

b, (1.27)

H:w¢—£:%w2+%<v¢)2+%mg¢2. (1.28)

Ovo je u stvari gustina Hamiltonijana, a Hamiltonijan je H = [ dZH. Iz gornjeg
izraza vidimo da moramo imati m3 > 0, u suprotnom energija ne bila ograni¢ena
odozdo.
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Dokazite relacije (1.8-1.10) koje povezuju formalizme prve i druge kvanti-
zacije.

Nadjite klasi¢ne jednacine kretanja koje slede iz (1.18). Kvantizujte ih i
pokazite da su istovetne sa jednac¢inama druge kvantizacije.

Ponovite dokaz iz prethodnog zadatka za slucaj fermiona. Sada morate
uzeti da klasi¢na polja a i ¢* antikomutiraju, tj. a(Z)a(y)* = —a(y)*a(Z),
a(X)a(y) = —a(y)a(Z) i a*(Z)a*(y) = —a™(y)a*(Z). Ovakvi objekti se zovu
polja nad Grassmannovim brojevima.

U Bozijim jedinicama se sve veli¢ine mogu izraziti preko mase. Pokazite da
vazi [L] = [T] = [M]~!. Koristeé¢i ovo nadjite jedinice za skalarno polje ¢ i
pokazite da je mg zaista maseni parametar.



Lekcija 2

Slobodna teorija: skalarno polje

U prethodnoj lekciji smo izveli Lagranzijan za realno slobodno sklarno polje

_1 2_1 2 2
L= (00— 5mid*. (2.1)

Cilj danasnje lekcije je da izvrsimo kanonicku kvantizaciju ove teorije u d-dimenzijonom

prostorvremenu’

2.1 Kvantizacija

Kao $to smo videli, polju ¢(x) je konjugovan impuls

o .

Hamiltonijan je zato
. (1 o 1 9 1 9 9
H= [ diH= [ d 3 +§(V¢) +§m0¢ : (2.3)
Kanonicka kvantizacija se uspostavlja promovisanjem ¢ i m u operatore koji zado-
voljavaju
[¢(t,T),0(t,7)] =[x, T),7(t,7)] = 0. (2.5)
Heisenbergove jedanéine kretanja® sada glase

i¢p = [pH=ir (2.6)
it = [mH]=—i (mj¢—V?¢) .

_ pd-1,d-1

!Skalarni proizvod je dat sa « -y = 2%y° — & - 7 = 2%9° — 2ty — 22y% — . .. y
2Primetimo da radimo u Heisenbergovoj slici. U ovoj slici operatori zavise kako od prostora
tako i od vremena $to bitno olaksava rad u slucaju relativistickih teorija.

7
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Samo polje ¢ dakle zadovoljava qﬁ = —mip + V?¢, §to se moze napisati na mani-
festno kovarijantan nacin kao

(0 +mg)o=0. (2.8)

Ovo je Klein-Gordonova jednacina®. Klein-Gordonova jednacina je linearna, te je
reSavamo primenom Fourier transforma. Pogodno je da Fourier transform izvrsimo
po prostornim koordinatama. Tako dobijamo

ot T) = / @;l)i_leiﬁ%,m | (2.9)

a modovi qz; zadovoljavaju
(07 + E;?) o(t, 1) =0, (2.10)

gde je Ey = \/m% + p 2. Dakle, skalarno polje je ekvivalentno beskonacnom skup
nezavisnih harmonijskih oscilatora — po jedan za svaki mod p. Opste resenje
jednacine (2.10) se moze napisati kao

- 1 A ,

3(t, ©) = (aﬁe—zEﬁt +bT_ﬁeZEﬁt) , (2.11)

V2E;

dako da dobijamo
dp 1 ( EAinE | ot iBsip
— . tbpt+ip-a b_‘zp—l-zp:p):
QS(.T) /(27_‘_)011 \/ﬁﬁ ap€ + —p6
dp 1 : ,
[ L (aper b 212

Cn /2,

U zadnjem koraku smo uveli p° = Ej. Uslov realnosti klasicnog polja ¢, nakon
kvantizacije daje ¢(z) = ¢f(x). Na jeziku modova odavde sledi ay = by. Na kraju
imamo

dﬁ 1 —ip-x ip-x

p(z) = /(%)d_l\/ﬁﬁ (aﬁe P +%T7€p ) (2.13)
: di E- . .

m(z) = ¢(z)= —z’/(%;z,l - (aﬁe‘”"f —a;emm> . (214)

Sa druge strane, lako se pokazuje da modovi zadovoljavaju komutacione relacije

lag,al] = (2m)* 55— ) (2.15)
(g ag) = laf,al] = 0. (2.16)

Ovi komutatori, zajedno sa (2.14), impliciraju kanonicke komutacione relacije
(2.5).

30vo je istog oblika kao i klasi¢na jednacina kretanja koja sledi iz Lagranzijana (2.1).
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Izrazen preko modova, Hamiltonijan je jednak
dp T L .

Drugi deo ovog izraza predstavlja energiju vakuuma. Rec¢ je o beskona¢nom ko-
mutirajuéem ¢lanu — zbir konaénih energija osnovnog stanja beskona¢nog broja
oscilatora. Kao $to smo videli u prethodnoj lekciji, nas ¢e interesovati samo razlike
energetskih nivoa. Iz ovog razloga ovaj ¢lan odbacuje. Smisao operatora modova
se vidi iz njihovi komutatora sa Hamiltonijanom

H,al] = Egal (2.18)
[H,a~] = —Eﬁaﬁ. (219)

Odavde se vidi da az prevodi energetska eigenstanja u druga sa nizom energijom.
Vakuum, stanje najnize energije, je odredjen sa az|0) = 0. Celokupni prostor
stanja slobodnog skalarnog polja se sad dobija, na standardan nacin, primenom
operatora a;; na vakuum |0).

2.2 Feynmanov propagator

Dejstvo svake slobodne teorije polja je kvadrati¢na forma oblika

1 -1
I = ) Z¢i Az’j bj - (2:20)
1,J
Centralni objekt u kvantnoj teoriji polja je invezna matrica od one koja definise

gornju kvadrati¢nu formu, dakle A;;. Ovo je propagator odgovarajuce teorije.
Kao sto smo videli, u slucaju scalarnog polja imamo

1
=3 /dac ((06)* — mip?) . (2.21)
Parcijalnom integracijom se ovo svodi na gornji oblik?. U ovom slucaju indeksi
postaju i — (2%, z',..., 2% 1) ij — (3% y,...,yT 1), dok Z” — [dxdy. Ma-

trica kvadrati¢ne forme je sad
Az, y) = —(0*+md)é(z —1) . (2.22)
Dakle, propagator slobodne scalarne teorije polja je dat sa

—(P+md) A (z,y) =0z —y) . (2.23)

4Prilikom ovoga smo odbacili jedan povrsinski integral. To Gesto Ginimo u kvantnoj teoriji
polja, a razlog je zato §to posmatrani integrandi generalno dovoljno brzo opadaju u beskonac¢nosti.
Izuzeci ovom pravilu su neke teorije u d = 2 i d = 3 dimenzije prostorvremena gde povrsinski
¢lanovi mogu dati bitne doprinose.
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Translaciona invarijantnost nam daje A(z,y) = A(z —vy), te Fourier transformom
dobijamo

_ ) = dk 1 —ik-(z—y)
ANz —y) = / @) W —md 1 e e . (2.24)
U gornjem izrazu ¢ je podesno izabrani regularizacioni parametar. Na kraju rac¢una
uzimamo limes ¢ — 0+. Bez regularizacionog parametra gornji integral je singu-
laran posto integrand ima polove na konturi integracije. Postoji beskonaé¢no mnogo
(neekvivalentnih) nacina da se regularise gornji singularni integral. Ispostavlja se
da je upravo e preskripcija ona koja nam treba u kvantnoj teoriji polja. Izraz
(2.24) definise tzv. Feynmanov propagator.

Feynmanov propagator se u opstem sluc¢aju ne moze izraziti preko elementarnih
funkcija. Obi¢no je upravo oblik (2.24) najpogodniji za rad. Ipak, bi¢e korisno da
u gornjem izrazu odradimo integraciju po kY. Dakle, imamo

db . [dKO ekt
A — IR-T - 2.2
(@) / (2m)d-1 ¢ / 2 k02 _ E2 4 e’ (2:25)

gde je E = /m3+ k2 energija relativisticke éestice mase mg. Integral po k°
se jednostavno rac¢una metodom konturnih integrala. Integrand ima jednostruke
polove u kY = +F F ie. Vidimo da ic ¢lan dize poleove sa konture integracije.
Videéemo da upravo ovakav na¢in pomeranja polova (ili ekvivalentno deformacije
konture integracije) daje propagatoru ispravne osobine kauzalnosti.

Za t > 0 konturu zatvaramo u donjoj k° poluravni, a integral po k° postaje

s _% dz e—izt _ i e—iEt (2 26)
Jo 2m22—FE?244 2 E '

Minus dolazi od toga $to konturu prolazimo u negativnhom smeru.

N

Slika 2.1: Konture integracije

Na slican nacin za t < 0 biramo konturu Cy. U ovom slu¢aju doprinos dolazi
od drugog pola, i dobijamo

dz e—izt i eiEt
o[ & __te 2.97
/C+27Tz2—E2+i5 2 (2.27)
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Na osnovu ovoga vidimo da se Feynmanov propagator moze napisati u obliku
Ax) =00) AT (z) +0(—t) A~ (2) , (2.28)
gde smo uveli pomoéne funkcije

dk 1 i
+ _ iEt+ik-&
AN (l’) = /(27r)d_1 ﬁ €:F . (2.29)

Vidimo da je A Lorentz invariantan, kopleksan, kao i to da signale propagira kako
u budu¢nost, tako i u proslost. Primetimo da nas i u klasi¢noj teoriji interesuju
propagatori. Oni nam tu sluze da bi nasli reSenja za jednacine kretanja u pri-

sustvu spoljnih polja, dakle linearnih nehomogenih jednacina kretanja. U slucaju
skalarnog polja u spoljnom polju J(z) imamo

(&% +md)o(z) = J(x) . (2.30)
Klasi¢ni propagator zadovoljava
(0 + m))Glw,y) = 6z —y) . (2.31)

Fourier transform od G je opet singularan integral. Ovog puta, kao $to znamo iz
elektrodinamike, integral regulariSemo tako da dobijemo tzv. retardovani propa-
gator. Retardovani propagator je Lorentz invarijant, realan, i signale propagira
samo u buduénost. Nema misterije u tome zasto klasi¢na teorija koristi retardovan,
a kvantna Feynmanov propagator. Oni se prosto koriste za razli¢ite poslove. Na
primer, u klasi¢noj teoriji propagator sluzi da bi resili nehomogene jednacine po re-
alnim poljima. Iz tog razloga asocirani propagator mora biti realan. Kao $to ¢emo
videti, u kvantnoj teoriji polja je propagator samo jedna (kompleksna) amplituda.

2.3 Simetrije u teoriji polja

U ovom odeljku ¢emo se malo odmoriti od slobodnih teorija polja. Cilj nam je da
ispitamo osnovne konsekvence kontinualnih simetrija dejstva neke opste klasi¢ne
teorije polja. Razmotrimo infinitezimalne transformacije

r — o=x+0z (2.32)
d(x) — ¢(af) = d(x) + ip(x) . (2.33)
Pored totalne varijacije d¢(x) = ¢'(2') — ¢(x) korisno je uvesti i pojam form

varijacije dpp(x) = ¢'(z) — ¢(x). Ove dve varijacije stoje u jednostavnoj vezi
dp(x) = dop(x) + dzH0u¢(x). Pozabavimo se prvo racunanjem Jacobiana gornje
koordinatne transformacije. Jednostavan racun daje

ox'H

oxY

J = ’ = |68 + 0,62 = 1+ D0z . (2.34)
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Dejstvo se pod gornjim transformacijama menja u
I—-1= /d:c/ L'(z') = /dxjﬁ/(a:/) =
_ / da (1 + 0,60 (L) + 0L(x)) =
4 / da (5L + £ 9,52") . (2.35)

Dakle
5T = / do (5L + £ 9,52") . (2.36)
Iz cinjenice da je Lagranzijan oblika £ = L(¢,0,¢), sledi da mu je form varijacija

6oL = 8¢> L 500 + 8 508u¢7 §to daje

ol = /dw (gg do¢ + (6£¢) 000, ¢ + 0210, L+ L0 595“) . (2.37)
u

Koris¢enjem klasi¢nij jednacina kretanja, kao i ¢injenice da su varijacije dg i 9,
nezavisne (tj. da komutiraju) dobijamo

oI = /da: O ( (8f¢) dop + 5:U“£> : (2.38)

Nage transformacije nam daju dx i d¢ kao funkcije skupa nezavisnih parametara
w?®. Iskazana preko ovih varijacija, promena dejstva je jednaka

5[—/(1:1:8 ( )(5¢ oz ”8y¢)+5a;”£> . (2.39)

Ako transformacije koje razmatramo predstavljaju simetriju klasi¢ne teorije onda
imamo 01 = 0. Kao posledicu toga dobijamo

gl =0, (2.40)
gde smo uveli struje

sz’ IL 6

i f=T" — : 241
Ja Y 0wt 9(0u0) dwt (241)
Ove struje su date preko kanonickog tenzora energije-impulsa
oL
", = ———=0,0 — L} . 2.42
90.9) 242

Za svaki parametar simetrije smo dobili po jednu o¢uvanu struju, tj. struju nulte
divergencije.
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Sledeéi korak je da definiSemo odgovarajuca naelektrisanja preko
Qaz/dﬂf, (2.43)
Odavde sledi
90Qa = / dV doj,” = - / di 0,5, = — 7{ dS-j,=0. (2.44)

U zadnjem koraku smo opet pretpostavili da polja dovoljno brzo opadaju u besko-
nacnosti da bi napisani povrsinski integral bio nula. Pod ovom pretpostavkom,
svakoj o¢uvanoj struji (dakle svakoj kontinualnoj simetriji dejstva) je pridruzeno
jedno o¢uvano naelektrisanje, tj konstanta kretanja.

Simetrije sa dx = 0 se zovu unutrasnje. U ovom slu¢aju o¢uvane struje ne
zavise od T* i imamo

L oL 959
o= T 5(0,0) dwe

(2.45)

Sve relativisticke teorije su invarijantne na dve prostornovremenske simetrije
(simetrije za koje dx # 0) — na prostornovremenske translacije i Lorentz rotacije.
Za translacije imamo dz* = a* i ¢ = 0. Asocirana oCuvana struja je upravo
tenzor energije-impulsa. O¢uvana naelektrisanja su komponente vektora energije-
impulsa

P, = / dzT°, . (2.46)
Pod Lorentzovim rotacijama imamo

- 2t = AP o (2.47)

¢(z) — ¢'(a") = D(A)g(z) , (2.48)

gde je D(A) data reprezentacija Lorentzove grupe koja deluje na komponente polja
¢. Za infinitezimalne transformacije dobijamo

A, = B4 wh, (2.49)
D) = 1- %w‘“’EW , (2.50)
gde su w"’ = —w"! parametri, a 3, odgovarajuci generatori®. Dakle,
ozt = wz, (2.51)
0p = —%w““E#V¢ ) (2.52)

®Transformacija koordinata data u (2.49) se moze napisati i kao  — (1 — £ w*“€,, )z, gde je
Ly =1 (2p0y — T 0L).
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odakle sledi
oL oL 1

T ox¥ — 0p =T" w,,x’ + — Y pw,, =
Y (0u9) ’ (0u9) 2 g
1 oL
== | Tzl —THFPZY 41 re vp - 2.53
2( x x —Ha(aud)) ¢>wp (2.53)
Ocuvana struja je tenzor ugaonog momenta
MHVP = gV THP — xPTH — oc 3PP ¢ (2.54)
9(0,9)
Dok su odgovarajuc¢a naelektrisanja komponente ugaonog momenta
Jup = /dfMO vp - (2.55)
Primetite da se ugaoni momenat sastoji iz dva dela — iz orbitalnog ugaonog
momenta
Lyy= /df(myTS —z,TY) (2.56)
i spinskog ugaonog momenta
oL
Sup=-2i | d¥ ——X% . 2.57
=2 [ 08 P (250



ZADACI

2.1 Izracunajte bezmaseni skalarni propagator u d = 2 dimenzije prostorvremena

2.2

2.3

2.4

2.5

2.6

2.7

u zatvorenom obliku.

Ponovite gornji racun za slucaj bezmasenog skalarnog propagatora u d = 4
dimenzije.

Operator vremenskog uredjenja proizvoda dva bozonska polja je definisan sa

To(x)p(y) = 0(z° — y°)p(x)p(y) + 0(y° — %) (y)B(x) -

Koristeéi razvoj slobodnog skalarnog polja po modovima, dat u (2.13), pokazite
da je vakuumska ocekivana vrednost (0| T'¢(x)¢(y)|0) jednaka i A (z — y).

Dokazite identitet iz prethodnog zadatka na drugi nac¢in — ovog puta
pokazite da leva i desna strana zadovoljavaju istu jednacinu kretanja, kao i
iste grani¢ne uslove.

Izracunajte komutator [¢(x), ¢(y)] slobodne skalarne teorije polja i pokazite
da je jednak nuli kad z—y lezi van svetlosnog konusa, tj. kada je (z—y)? < 0.
Da li je Feynmanov propagator nula van svetlosnog konusa?

Slobodno kompleksno skalarno polje ima Lagranzijan
L£=10¢" = mg|o|* .

Lako se vidi da je jedno kompleksno skalarno polje ekvivalentno paru realnih
polja. Gornji model ima unutrasnju simetriju ¢ — e ¢. Konstruisite odgo-
varajuCe naelektrisanje ). Predjite sad na kvantnu teoriju i pokazite da je
i operator () vremenski nezavisan, tj. da data simetrija vazi i na kvantnom
nivou.

Izvedite Lorentzovu algebru — podjite od generatora ¢, (datih u petoj fus-
noti) i izracunajte [¢,,,¢,s]. Pokazite da generatori J,, slobodnog skalarnog
polja zadovoljavaju istu ovu algebru.

2.8 Konstruisite tenzor ugaonog momenta za fotone. U ovom slu¢aju Lagranzijan

je L=—1FME,,, gdeje F,, = 0,A, — 0,A,.
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Lekcija 3

Slobodna teorija: spinorsko
polje

Cilj danasnje lekcije je da zasnujemo slobodnu teoriju polja Cestice spina pola.
U slucaju scalarnog polja smo izuzetno lako dosli do odgovarajuceg Lagranzijana
odnosno jednacina kretanja. Ovog puta ¢emo imati nesto tezi zadatak. Iz tog
razloga vredi pogledati Lagranzijan bezmasenog skalarnog polja u d = 1. Imali
smo

L=—500%0=—1(576)5. (3.)

Druga jednakost sledi posle primene dve parcijalne integracije. Iz gornjeg izraza
vidimo da klasi¢na polja komutiraju. Ovo ima smisla. Na kvantnom nivou imamo
[6(t), 7(t)] = ih. Klasi¢na teorija se dobija formalnim limesom & — 0. Dakle, u
klasi¢noj teoriji bozona svi objekti komutiraju.

Pogledajmo sad fermione. U ovom slu¢aju umesto komutatora imamo antiko-
mutatore. Klasi¢no fermionsko polje 1 treba dakle da bude opisano objektima
koji antikomutiraju. Ovakvi objekti se zovu Grassmannovi brojevi. Lagranzijan
za 1 ne moze biti isti kao za slobodno skalarno polje jer bi tad imali

¢8t2¢ = (@21/’)1/’ =—1 at2¢ =0. (3-2)

Prva jedankost sledi posle dve parcijalne integracije, druga sledi iz antikomuti-
ranja. Ocigledno je da kineticki operator mora biti neparnog stepena po izvodima.
Najjednostavniji kandidat bi bio £ = 1) 041, pa bi i asocirana jednacina kretanja
bila prvog reda. Udaljimo se sada od ovog trivijalnog modela. Predjimo na teoriju
u d dimenzija sa m # 0. Takodje, za pocetak se ne¢emo ograni¢avati na realna
polja.

17
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3.1 Diracova jednacina

Posmatrajmo opstu Lorentz invarijantnu, homogenu, linearnu diferencijalnu jedna¢inu
prvog reda. Ona se moze napisati kao

(i9"0) — mo) =0 . (3.3)

Ovo je Diracova jednacina. Kao i pre, mg je gola masa. Da bi gornja klasi¢na
jednacina kretanja opisivala Cestice mase mg iz nje mora da sledi Klein-Gordonova
jednacina (9% + m%)@b = 0, odnosno njen Fourier transform p? = m?. Da bi ovo
dobili zahteva¢emo da vazi

(199, + mo) (179, — mo) = (& + m) . (3.4)
Odavde dobijamo da koeficijenti v* zadovoljavaju

{2 =29", (3.5)

gde je mu = diag(l,—1,—1,...,—1) metrika prostorvremena. Matrica n* je
inverzna od metrike. Antikomutatori (3.5) definisu tzv. Cliffordovu algebru.
Ocigledno je da v* ne mogu biti brojevi, ve¢ matrice. Moze se pokazati da nam
ud=2n1id=2n+ 1 dimenzija trebaju matrice koje su (bar) 2" x 2". Odavde
sledi da polje ¢ ima 2™ komponenti.

Pozabavimo se sada Lorentzovim transformacijama. Pod njima imamo

AR g (3.6)
O — (AH",0, (3.7)
P(x) — Dip(Mp(A'z), (3.8)

gde je Dy/o (A) odgovarajuéa reprezentacija Lorentzove algebre na prostoru kom-
ponenti od ¥. Na osnovu gornjih transformacija imamo

(070 — mo)ip(x) —
= (i7" (A7), —mo)Dl/Q(AW(A*lﬂJ):

= Dy 2(A) Dy ja(A) iy (A1)",0, — mo) Dy ja(A)p(A™ ) =
= Dy 5(A) (i (D1/2(A)71’Y“D1/2(A)) —mg) p(Az) . (3.9)
Lorentz kovarijantnost implicira da desna strana mora biti jednaka
Dy /o(A)(i7"8), = mo) (A~ z) . (3.10)

Odavde sledi
Dy yo(A) "Dy jp(A) = A" (3.11)

Uslov (3.11) nam omogucava da odredimo reprezentaciju Dy /5(A), dakle da odred-
imo spin od ¥. Kao i uvek, prelazimo na infinitezimalne transformacije (2.49),
(2.50). Stavljajuéi ovo u jednac¢inu (3.11) dobijamo

[y, 5% = i (313 — 845%) s - (3.12)
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Generator X* se sastoji od gama matrica. Imajuéi u vidu identitet
[A, BC| ={A,B}C — B{A,C} , (3.13)
postaje ocigledno da je X kvadrati¢no po ~. Lako dobijamo da vazi

1

=
4

[y, (3.14)
Moze se pokazati da su sve reprezentacije Cliffordove algebre unitarno ekvi-
valentne. Konkretan izbor gama matrica je stvar konvencije. Mi ¢emo od sada

raditi sa gama matricama koje zadovoljavaju 40T = A9, 4t = —~7,

3.2 Fermi bilineari

Skoro smo spremni da se vratimo dejstvu. Pre toga treba samo da pogledamo
kako se transformisu razni bilineari od . Prvo nam je potrebno da konstruiSemo
bilinearnu invarijantu — ona ¢e igrati ulogu masenog Clana u dejstvu. Kao Sto
smo videli, imamo

¢ = Dyp(M)p(A ') (3.15)
W1 = WI (AT 2)Dy p(A)T . (3.16)

Odavde dobijamo
P — w(Aflx)Dlm(A)TD1/2(A)¢(A713?) ; (3.17)

medjutim, Dl/z(A)TDl/Q(A) # 1 (reprezentacija nije unitarna — vidi zadatak
3.3), tako da gornji bilinear nije invarijantan. Lako se moze pokazati da se polje
¥ = 1940 transformise kao

¥ — (A 2) Dy ()7 (3.18)

Odavde sledi da je ynp Lorentzova invarijanta. Jednako lako mozemo pokazati
da se bilinear 1y*1 transformise kao vektor. Sad vidimo i da je na$ trazeni
Lagranzijan

L=9p@d—mo) . (3.19)

Ovde smo uveli standardnu notaciju A = y*A,,.

3.3 Resavanje Diracove jednacine

U ovom odeljku éemo se pozabavti resavanjem Diracove jednacine (3.3). Sve ide
kao i kod Klein-Gordonove jednacine, ovde polje samo imamo vise komponentil.

!Jednagcina kretanja je linearna, te se pri njenom redsanju ne sreéemo sa Grassmannovskom
prirodom spinornog polja.
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Lako se vidi da je (za p° > 0) resenje oblika 1) = u(p)e~ %, gde u(p) zadovoljava
algebarsku (matri¢nu) jednac¢inu

(p—mo)u(p) =0 . (3:20)
Nije tesko pokazati da ova jednac¢ina ima dva linearno nezavisna resenja u®(p),
s = 1,2 (koji ¢e odgovarati spinu s = 1/2 odnosno s = —1/2). Na isti nacin, za
p° < 0 je resenje oblika 1) = v(p)e~* a v(p) je resenje od

(P —mo)u(p) =0 (3.21)

Kao i pre, i sad imamo dva nezavisna resenja v*(p). Primetimo da su u(p) i v(p)
spinori ba$ kao i . Opste reSenje Diracove jednacine je linearna kombinacija
gornjih, dakle,

P(r) = /(2:)]3_1 TlEﬁ zS: (a%us(p)e‘””'aC + b;TUS(p)eip':”) (3.22)
n dﬁ 1 S~—S —ipxT s s ipT
dz) = /szsj(bﬁv (e 7" + a5 T ()P . (3.28)

Kanonicki antikomutator je sada

{¢a(ta f)v wg(ta 37)} = 6(1_: - g)(sab > (3'24)

gde indeksi « i 8 prebrojavaju komponente spinora. Odavde sledi da je algebra
modova data sa

{ag,al. T} = {05,021} = 65— )0™ . (3.25)
Vakuum je sada opisan stanjem kje zadovoljava a3| 0) = b3|0) = 0, dok za Hamil-
tonijan dobijamo

H = /%dl By (ag o+ b3 o5 (3.26)

U gornjem izrazu smo, kao i u sluéaju skalarnog polja odbacili beskona¢ni komu-
tirajuéi ¢lan, tj. napravili redefiniciju vakuumske energije.

3.4 Propagator

Videli smo da propagator skalarnog polja zadovoljava

—(*+md) A (z) =6(z) . (3.27)
Feynmanov propagator je jednozna¢no odredjen regularizacijom m3 — mg — ie.

Na sli¢na nacin, propagator spinorskog polja zadovoljava

(i@ —mo)S(z) = 6(z) . (3.28)

Primetimo da je sada S matrica u spinornom prostoru. Lako se moze pokazati da
je Feynmanov propagator za spinornu ¢esticu

S(x) = (i @d+mo) A () . (3.29)
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3.5 Majorana fermioni

Diracov fermion u spoljnom elektromagnetnom polju je opisan Lagranzijanom

L=vid—egA —mo)h =P(i @ —mo) — eoAuj" (3.30)

gde je j, = 1/717#1/1. Ovo se dobija iz Diracovog Lagranzijana standardnom preskrip-
cijom p, — p* — egA,, odnosno 9, — 10, — egA,, gde je A* = (¢, A) elektro-
magnetni potencijal, a eg (golo) naelektrisanje. Lako se vidi da je d,j" = 0, sto

je direktna posledica invarijantnosti teorije na fazne rotacije

v — ety (3.31)
v = ey (3.32)

Odgovarajuca jednacina kretanja glasi

(i@ —eA —mo)p=0. (3.33)

Kao §t smo videli, ova jednacina opisuje Cesticu gole mase my i golog naelektrisanja
€0.

Razmotrimo sada operaciju konjugacije naelektrisanja. Pod ovom operacijom
1 — ¢, gde ¥° opisuje polje iste mase ali suprotnog naelektrisanja od 1. Imamo
dakle,

(i@ +eofd —mo)y®=0. (3.34)

Cilj nam je da konstruisemo polje ¥°. Da bismo ovo uradili pogledajmo prvo
jedanéinu za konjugovano polje ¢. Iz Lagranzijana (3.30) dobijamo

D(—i P—eA —mg)=0. (3.35)

Strelica na @, nam govori da u gornjem izrazu izvod deluje na levo. Transpono-
vanjem jednacine (3.35) dobijamo

(=" 110, + e0dy) —mo) YT =0 (3.36)

Moze se pokazati da u Cliffordovoj algebri postoji matrica C koja zadovoljava
C~* TC~1 = —4. Koristeéi ovo dobijamo

(i@ +eod —mo)CYT =0, (3.37)

dakle, polje konjugovanog naelektrisanja je dato sa
¢ =yt . (3.38)

Iz ovog razloga se C' zove matrica konjugacije naelektrisanja. Iz osobine CTC =1
sledi da je (¢°)° = .
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Sada smo u poziciji da govorimo i o realnim, odnosno Majorana fermionima,
dakle o nenaelektrisanim fermionima. Ovi fermioni zadovoljavaju Majorana uslov

P =° . (3.39)
Lagranzijan za slobodne Majorana fermione glasi
1 -
= S 69— mo)w (3.40)

Normalizacion factor 1/2 je uobi¢ajen kad imamo posla sa realnim poljima. Ako
u gornjem Lagranzijanu iskoristimo Majorana uslov, a zatim izvrsimo parcijalnu
integraciju i na kraju iskoristimo definiciju (3.38) dobijamo

L= L~ mo) = 5P~ mo)y =
= 306 FHmoy =29 Fom)FT . (3a)

Kad bi komponente od 1 bili brojevi onda bi imali £ = —£ = 0. Medjutim, kao
§to znamo, komponente spinora su Grassmannovi brojevi. U ovom slucaju kod
transponovanja imamo dodatni znak minus. Na primer

(oo () == (2) e =—tan (2) . @

Dodatni znak minus mas spasava. Sada vidimo da Lagranzijan za Majorana
fermione implicira da su polja Grassmannovska.
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ZADACI

3.1 Izvedite komutacionu relaciju (3.12) i pokazite da je (3.14) njeno resenje.
3.2 Pokazite da generatori ¥ dati u (3.14) zadovoljavaju Lorentzovu algebru.

3.3 Pokazite da su generatori rotacija Hermitski, a da generatori bustova to
nisu. Dakle, reprezentacija D;/5(A) nije unitarna. Lorentzova grupa nije
kompaktna, tako da nema kona¢no dimenzionalnih unitarnih reprezentacija.
Ovo nije problem u kvantnoj teoriji polja. Sa druge strane, bio bi nerazresivi
problem w-ovi bili talasne funkcije jednocestiéne teorije.

3.4 Schrédingerova jednacina za nerelativisticku slobodnu Cesticu je asocirana
sa oC¢uvanom strujom verovatnoée. KonstruisSite ovu struju. Na slican nacin,
Diracova jednacina za posledicu ima jednu o¢uvanu struju. Konstruisite ovu
struju i pokazite da ona ne odgovara verovatnoéi. Cemu ona odgovara, tj.
Sta je otuvano?

3.5 Pokazite da se pod Lorentzovim transformacijama polje ¢ transformise kao
u jednacini (3.18), odnosno kao konjugovani spinor.

3.6 Diracovo dejstvo dato u (3.19) nije Hermitsko. Pokazite da se ovo jednostavno
resava dodavanjem ¢lana koji je totalna divergencija (te ne menja jednacine
kretanja).

3.7 Pokazite da se u d = 2n dimenzija sve 2" x 2" matrice mogu napisati kao
linearne kombinacije od antisimetri¢nih proizvoda gama matrica

,-YM

Wiyt = 5 (=)
,Y[u,yvfyp}

7[Ml,yuz .. ,,yﬂd] )

1 je bazis u prostoru I'g, v* u prostoru Gammay, itd. Nadjite dimenazije
prostora I'; i pokazite da prostor I' = I'g + I'y + ... + I'y ima 22" dimenzija.

3.8 Pokazite kako se transformise opsti fermionsi bilinear 1/T'9).

3.9 Prostor I'; i I'y_; su medjusobno dualni. Konstruisite eksplicitno preslika-
vanje iz I'; u I'y_; i pokazite da je re¢ o dualnosti, tj. da mu je kvadrat
jednak jedinici.



3.10 U parnom broju dimenzija je zgodno definisati matricu v = C' %! ... 441

gde je C neka konstanta. Pokazite da vazi {v,7"} = 0i~! = 4. Odredite
C tako da vazi 42 = 1. U d = 4 imamo v = —iy°y'4293. Ovaj objekat se

Cesto obelezava sa 5, mada je re¢ o loSoj notaciji.

3.11 Pokazite da je u d = 4 prostor I' razapet bazisom
1
Ay
S
Yy
5.

Pokazzite da su odgovarajuéi bilineari (redom) skalar, vektor, tenzor, pseu-
dovektor (ili aksialni vektor) i pseudoskalar.

3.12 Izracunajte divergencije struja j* = 1yt i i = yHy1p. Kada su ove
struje ocuvane? Pokazite da je j* struja koja odgovara simetriji na fazne
rotacije ¢ — e™ 1. Cemu odgovara aksijalna struja gL

3.13 U nasem “izvodjenju” dejstva za slobodne fermione smo dosli do zakljucka
da kineticki operator mora biti prvog reda po izvodima. Za bozone je on
bio drugog reda. No dali ba§ mora tako da bude? Pokusajte da konstruisete
dejstvo za skalarno polje koje je prvog reda a ekvivalentno standardnom de-
jstvu. Pored polja ¢ mozete uvesti i dodatna pomocéna polja. Ekvivalenciju
pokazite na nivou jednacina kretanja.

3.14 Izvedite kanonicku relaciju (3.24). U prvom trenutku nemojte gledati da li
je Tfec o komutatotu ili antikomutatoru, ve¢ prosto podjite od odgovarajuéih
Poissonovih zagrada. U sledeé¢em delu zadatka kvatizujte teoriju polazeéi od

[Wa(t, @), 03 (t,9)] = 8(Z — 7)o -

Nadjite Hamiltonijan i objasnite zasto ovakva kvantizacija nije dobra.

3.15 Dokazite da vaze sledece relacije kompletnosti (tzv. spinske sume)

Y wp)wt(p) = p+mo
Y v )vip) = p—mo .

3.16 U slobodnoj skalarnoj teoriji smo imali i A (z —y) = (0] T'¢(x)d(y)| 0). Na
slican nacin, u slobodnoj spinornoj teoriji imamo iSyg(x—y) = (0| T ()Y s(y)| 0).
Kako je definisano vremensko uredjenje proizvoda dva spinorna polja?

3.17 KonstruiSite jednu reprezentaciju gama matrica u d = 3 dimenzije. Nadjite
matricu C' i pomoc¢u nje raspiSite Lagranzijan bezmasenih Majorana spinora
po komponentama.



Lekcija 4

Slobodna teorija: vektorsko
polje

Nas danas$nji zadatak je da konstruiSemo slobodnu teoriju vektorskog polja A,,.
Prirodni kandidat za Lagranzijan je

1 2 1 2 12
L= =3 0uA) + 5 miAL (4.1)

Prostorne komponente polja dolaze sa istim znakom kao Sto je bio slucaj kod
skalarnog polja. Nasuprot njima, vremenska komponenta Ag dolazi sa suprotnim
znakom. Zbog ovoga njen doprinos energiji dolaziti sa pogresnim znakom, te
energija gornjeg modela nije ograni¢ena odozdo. Mogli bi sada da pokuSamo da
modifikujemo gornji Lagranzijan dodavanjem drugih, manifestno kovarijantnih,
bilinearnih ¢lanova, sve u cilju dobijanja smisaone teorije. Sre¢om mi ve¢ znamo
jednu ispravnu teoriju, doduse bezmasenog, vektorskog polja — elektrodinamiku.

4.1 Elektrodinamika

U kovarijantnoj notaciji Maxwellove jednacine glase

o FM = j" (4.2)
o) = 0,
gde je F'*¥ = —F"F tenzor jaCine elektromagnetnog polja. U drugoj jednacini se

indeksi unutar obi¢ne zagrade simetrizuju. Posledica ove jednacine je da se jaina
polja moze izraziti preko potencijala A, kao

F = 0,4, — 0,4, . (4.4)

Potencijal jednozna¢no odredjuje jac¢inu polja. Obrnut sluc¢aj, medjutim, ne vazi
posto je jacina polja je invarijantna na gejdz (gauge) simetriju

Ay — A= A+ 0w . (4.5)
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Polja A, i AL su gejdz ekvivalentna, tj. pripadaju istoj gejdz orbiti. Sva polja duz
jedne gejdz orbite imaju istu ja¢inu polja. Primetimo da antisimetri¢nost jacine
polja implicira da struja j# mora biti o¢uvana, tj. struja asocirana sa izvorom
polja mora biti ocuvana.

Raspisane preko potencijala A, Maxwellove jednacine glase

D*AF — M9 - A) = jH . (4.6)
Ove jednacine seledi iz Lagranzijana
1

L= _ZFWFW — JuAl (4.7)

gde je jaCina polja izrazena preko potencijala kao u (4.4). Drugi deo gornjeg
Lagranzijana predstavlja interakciju fotona sa spoljnim izvorima. Slobodni fotoni
su dakle opisani sa

1

E:4

Fu P =~ (@A) + 5 (0 A (4.8)

1

2
Za razliku od bezmasene verzije dejstva (4.1), ovo dejstvo daje energiju koja jeste
ograni¢ena odozdo. Pored toga, gornje dejstvo je invarijantno u odnosu na gejdz
transformacije (4.5).

4.2 Fiksiranje gejdza

Dva polja koja leze na istoj gejdz orbiti odgovaraju istom fizickom stanju. Iz ovog
razloga je gejdz teoriji moguée nametnuti dodatne uslove (tzv. gejdz uslove) koji
jednozna¢no biraju predstavnika iz svake gejdz orbite. Najpoznatiji je Lorentzov
uslov

0-A=0. (4.9)

Lako se moze pokazati da je ovo zaista dobar gejdz uslov. Pored toga, Lorentzov
uslov ima dodatnu pogodnost §to je manifestno kovarijantan'. Sa gejdz simetrijom
i gejdz uslovima smo se sreli i u klasi¢noj elekrtodinamici. Tamo, medjutim, oni
igraju sasvim usputnu ulogu. U narednom odeljku ¢emo videti da to nije slucaj i
u kvantnoj teoriji.

Na prvi pogled bi se reklo da su dejstva (4.1) i (4.8) ekvivalentna, posto su
im Lagranzijani isti u slucaju Lorentzovog gejdz uslova. Ipak, rece je o sasvim
razli¢itim teorijama. To se odmah vidi iz odgovarajuc¢ih energija. Stvar je u
tome Sto Lagranzijani sluze za dobijanje jednacina kretanja. Jednacine kretanja
se dobijaju diferenciranjem. Prvo se, dakle, vrsi diferenciranje, pa se tek onda
fiksira gejdz.

'Fizika ne zavisi od izbora gejdza. Nekovarijantni gejdz uslov daje teoriju koja nije mani-
festno kovarijantna. Ipak, i u ovakvom gedzu, krajnji rezultati svih fizicki merljivih veli¢ina su i
dalje kovarijantni. Medjutim, ra¢un je ¢esto bitno jednostavniji u kovarijantnom gejdzu kada je
kovarijantnost eksplicitna u svakom koraku.
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4.3 Kvantizacija slobodne elektrodinamike

Predjimo sada na kanonicku kvantizaciju slobodne teorije polja fotona. Da bi ovo
uradili moramo preé¢i u Hamiltonov formalizam. Prvi korak je da nadjemo impulse
konjugovane fotonskom polju A*. Iz dejstva (4.8) dobijamo

oL 0 ©w=0
/,L:i: .
™54, Vae S0 (410

Sledeéi korak je da sve vremenske izvode (brzine) izrazimo preko koordinata A*
i impulsa 7#. Nazalost ovo nije mogucée uraditi. Iz gornjeg izraza vidimo da je
70 = 0, dakle, imamo d brzina a samo d — 1 impulsa. Vidimo da u slucaju dejstva
(4.8) standardni algoritam za prelazak na Hamiltonovu dinamiku ne radi?.
Sa druge strane, kvantizacija bezmasene verzije dejstva (4.1) ide trivijalno.
Impulsi su sada
= A" | (4.11)

tako da nemamo nikakvih problema da nadjemo Hamiltonijan H. Kanonicki ko-
mutatori su u ovom slucaju

[Au(ta f)a ﬂ-u(t7 37)] = _UW 6(:f - g) ) (412)
dok Heisenbergove jednacine kretanja daju
DPAF =0 . (4.13)

U ovom slucaju prosto imamo d nezavisnih kopija (bezmasenog) skalarnog polja.
ResSenje gornje jednacine se moze napisati kao

d];; 1 =, —ik- T i k-

Al — / G ) (e +al o) (4.14)
gde je k0 = E; = |E |. Gornji izraz za vektorsko polje je dat preko d polarizacionih
vektora z-:g, ey ,5571, po jedan za svaki stepen slobode. Najjednostavniji izbor
bi bio e = (1,0,...,0), i = (0,1,...,0), itd. Ipak, kao $to ¢emo videti, mnogo
korisniji izbor polarizacionih vektora je da uzmemo ff = (1,0,...,0)iel = (0,&,).

d — 1 jedini¢nih prostornih vektora &, su odredjeni tako da je poslednji od njih
longitudinalan, tj. £€;_1 = k/|k|, dok su ostali vektori transverzalni, dakle imamo
k-&.(k)=0zar=1,2,...,d— 2. Ovakvi polarizacioni vektori zadovoljavaju

)63#(%) = _Cr(srs (415)
E) = -, (4.16)

2Dirac je izveo generalizovanu preskripciju za uspostavljanje Hamiltonovog formalizma za
ovakve teorije, no mi se neéemo time baviti u okviru ovih lekcija. Primetimo samo da uzrok
problema lezi u gejdz simetriji fotonske teorije.
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gde smo uveli pogodnu oznaku (p = —1,(, = 1.

Problem sa pogresnim znakom vremenskih komponenti polja je naravno ostao.
Energija i dalje nije ograni¢ena odozdo. Povrh toga prostor stanja nije pozitivno
definitan, dakle, naivna kanonicka kvantizacija daje verovatnoce koje nisu pozi-
tivne. Nalazimo se u neprijatnoj situaciji. Sa jedne strane imamo dejstvo koje
daje ispravnu klasi¢nu teoriju a koje ne znamo da kvantizujemo. Sa druge strane
imamo dejstvo koje znamo da kvantizujemo, ali koje ima neizle¢ive probleme kako
na klasiénom tako i na kvantnom nivou. Povrh toga, ta dva dejstva su jednaka za
polja koja zadovoljavaju Lorentzov gejdz uslov.

Ispostavlja se da je to upravo ono §to nas spaSava. Nametnimo zato Lorentzov
uslov na teoriju koju smo upravo kvantovali. Lako je videti da 9 - A = 0 nije
moguce shvatiti kao operatorski identitet, posto bi dosli u koliziju sa kanonickim
komutatorima. Ideja Gupte i Bleulera je bila da se u ukupnom prostoru stanja
definise podprostor fizickih stanja. Fizicka stanja imaju tu osobinu da je u njima
ocekivana vrednost od 3 - A jednaka nuli, dakle

(phys| 9 - A |phys) =0, (4.17)
ili, ekvivalentno tome
0" ALP |phys) =0 . (4.18)

A,(f) je pozitivno frekventni deo od A, dakle onaj deo koji se sastoji od anihi-
lacionih operatora. Koriséenjem resenja (4.14), kao i naseg izbora polarizacionih
vektora, ovo se moze napisati i kao

(ad—l,E — ao,E) |phys) =0 . (4.19)

Jednostavna posledica ovoga je da vazi
(phys| (' _ L Gy 1~ ab zag7) [phys) =
= (phys| ad—l,E (ad_l’E —a, E) |[phys) = 0. (4.20)
Odavde sledi
(phys| H |phys) =

phys|/ T Ex Z a a, |phys) . (4.21)

retrans

Sada vidimo da je Gupta—Bleulerov uslov obezbedio da energija (na podpros-
toru fizickih stanja) zavisi samo od transverzalnih stepeni slobode, te da bude
ograni¢ena odozdo. Na slican nacin i sve ostale fizicke veli¢ine zavise samo od
trasverzalnih fotona. Pored ovog, fizicka stanja imaju pozitivhu normu. Gupta—
Bleulerov metod nam je omogucio da na konzistentan nacin izvrsimo kovarijantnu
kvantizaciju elektrodinamike u Lorentzovom gejdzu.
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Za kraj ovog odeljka spomenimo i to da moderni metodi kovarijantne kvanti-
zacije gejdz teorija problem vremenskih i longitudinalnih fotona reSavaju na sasvim
drugi na¢in. Umesto da izbacuju vremenske i longitudinalne fotone, oni dodaju
nove stepene slobode (tzv. polja duhova). Doprinos duhova je upravo takav da se
krati sa doprinosom vremenskih i longitudinalnih fotona.

4.4 Masivno vektorsko polje

Do sada smo se bavili bezmasenim vektorskim poljem. Novine u kvantizaciji ove
teorije poti¢u od gejdz invarijantnosti (4.5). Teoriji je lako dodati maseni ¢lan,
no time gubimo gejdz invarijantnost®. Teorija masenog vektorskog polja ima La-
granzijan
Ez—lF FW+1m2A2 (4.22)
4 2 0Tk '
Odavde sledi jednacina kretanja

OuFM +miAY =0 . (4.23)

Diferenciranjem gornje jednacine dobijamo uslov konzistentnosti 9, A* = 0. Prime-
timo da ovo nije gejdz uslov, veuslov konzistentnosti. Gornja teorija uopste nije
gejdz invarijantna. Koris¢enjem uslova konzistentnosti dobijamo

(02 4+ m2)AF =0 . (4.24)

3Za sada nam je gejv simertija samo komplikovala zivot. Ipak, ispostavlja se da su upravo
gejdz teorije one koje daju konzistentan opis fundamentalnih interakcija.
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4.5

4.6

4.7

Pokazite da Lagranzijan (4.7) zaista dovodi do jednacine kretanja (4.6).
Pokazite da je 9 - A = 0 dobar gejdz uslov.

Izvedite komutatore operatora modova i pokazite da u asociranom “Hilber-
tovom prostoru” postoje stanja negativne norme.

Pokazite da Lorentzov uslov 0 - A = 0 nije mogudée shvatiti kao operatorski
identitet. On tada ne bi bio uskladjen sa kanonickim komutacionim relaci-
jama.

Nadjite Feynmanov propagator za slobodne fotone u Lorentzovom gejdzu.

Pokazite da Gupta—Bleulerov uslov obezbedjuje da fizicka stanja imaju poz-
itivnu normu.

Dugo se verovalo da masa kvari gejdz invarijantnost. Sre¢om postoji neko-
liko nac¢ina da se iz gejdz teorije dobiju masene Cestice. Standardni model za
ovo koristi spontano narusenje simetrije. Najtezi, ali i naj elegantniji, nac¢in
da ovo uradimo je preko anomalija. Pored ovog, u nekim dimenzijama pros-
torvremena je moguce dejstvu dodati “topoloske ¢lanove” koji fotonima daju
masu. Najjednostavniji na¢in da uvedemo masu je dodavanjem pomoc¢nog
skalarnog polja f — tzv. Stuckelbergovog polja. Pokusajte da konstruisete
gejdz invarijantni Lagranzijan £(A,, f) koji opisuje maseno vektorsko polje.
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Interakcije

Do sada smo se bavili slobodnim teorijama polja. Vreme je da predjemo na tret-
man teorija sa interakcijama. Pogledajmo tri primera interagujuéih teorija. Prvi
model je tzv. ¢* teorija data Lagranzijanom

Lo 1 oo9 Aoy
L=5(0¢)" = 5med” — 7 ¢ (5.1)

Konstanta A9 predstavlja (golu) interakciju skalarnog polja sa samim sobom.
Drugi primer koji ¢emo razmatrati je kvantna elektrodimaka. Ova teorija je
opisana sa

1

L= —mo)p = 7 (Fu)” = eotn" A, =
=GP — o)~ § (Fu)? (52)

Prva dva dela ovog Lagranzijana opisuju slobodno spinorsko, odnosno vektorsko
polje. Interakcija izmedju elektrona i fotona je data kao proizvod vektorske struje
YyH1) i fotonskog polja A*. Jacina interakcije je odredjena (golim) naelektrisanjem
eg. Iz drugog reda gornje jednacine vidimo da se kvantna elektrodinamika dobija iz
slobodne teorije elektrona i fotona primenom minimalne supstitucije. Treéi primer
interagujuce teorije koji ¢emo razmotriti je tzv. Yukawa teorija data sa

L= 39— mo) + 3 (96)° — 3 mig? — goihp (53

Kao i u prethodnom primeru, i u Yukawa teoriji je interakcija kubnog tipa. Jacina
interakcije je odredjena golom konstantnom interakcije gg.

U svim primerima koje smo naveli interakcija je lokalna, odnosno data preko
proizvoda polja u istoj tacki. U sadasnjem trenutku razvoja kvantne teorije polja
se ¢ini da je skup lokalnih teorija polja dovoljno bogat da opiSe sve fundamen-
talne interakcije. Pored toga, gornji primeri su takvi da u interakcijama (dakle u
¢lanovima koji se sastoje od proizvoda tri ili vise polja) ne figurisu izvodi. Postoje
veoma vazni modeli kod kojih interakcije sadrze izvode (npr. kvantna hromodi-
namika) no oni donekle usloznjavaju formalizam, te ih mi neéemo razmatrati u
ovim lekcijama.
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5.1 Renormalizabilnost

Lokalne kvantne teorije polja generalno boluju od UV beskonaénosti, tj. beskona-
¢nosti koje se o¢ituju na velikim energijama odnosno malim rastojanjima. Regu-
larizacija ovih beskonaé¢nosti se postize uvodjenjem nekog parametra A dimenzija
mase ¢ija je svrha da odsece efekte na energetskim skalama veéim od A. U ovako
regularisanoj teoriji sve vreme baratamo sa konacnim veli¢inama. Na samom kraju
ra¢una uzimamo limes A — oo.

Posmatrajmo sada neku genericku teoriju. Neka f(gg) oznacava amplitudu
za proces koji nas interesuje. Radi jednostavnosti posmatramo model koji je dat
preko samo jedne konstante interakcije go dimenzije [go] = M K Uvodjenjem re-
gulatora A nasa amplituda postaje f(go/AX). Ovo direktno sledi iz dimenzione
analize posto amplitude, pa time i verovatnoc¢e, moraju biti bezdimenzione. Za-
mislimo da smo f ra¢unali kao Taylorov razvoj po gg. U tom slu¢aju vidimo da
za K < 0 limes A — oo dovodi do toga da amplituda f divergira! Na osnovu ovog
jednostavnog argumenta vidimo da su sve teorije opisane konstantom interakcije
¢ije su dimenzije masa na negativni stepen bolesne. Za ovakve teorije kazemo da
nisu renormalizabilne. Jedine teorije koje treba da nas interesuju prilikom opisa
fundamentalnih interakcija imaju ili K = 0, dakle bezdimenzione konstante inter-
akcije, ili K < 0. Prve su renormalizabilne, a druge super renormalizabilne teorije.
Ovim pitanjem ¢emo se detaljnije baviti u kasnijim lekcijama, sada samo zelimo
da iskoristimo gornji kriterijum u cilju ogranicavanja broja kandidata za zdrave
interagujuce kvantne teorije polja.

Skalarno (a i svako drugo tenzorsko) polje u d dimenzija prostorvremena ima
dimenzije [¢] = M (@-2)/2 " Odavde sledi da su dimenzije konstante interakcije ¢*
teorije [A\o] = M*~?. Dakle, ¢* teorija je nerenormalizabilna za d > 4, renormali-
zabilna za d = 4, a super renormalizabilna za d < 4. Spinorno polje ima dimenzije
[)] = M(@=D/2 Odavde vidmo da konstanta interakcije kvantne elektrodinamike
ima dimenzije [eg] = M“~9/2, Kao i u prethodnom slu¢aju d = 4 daje renor-
malizabilnu teoriju. Elektrodinamika u vis§im dimenzijama je nerenormalizabilna
teorija. Isto vazi i za Yukawa model. Iz ovih primera vidimo da zahtev renormal-
izabilnosti bitno ograni¢ava moguce modele. Npr. jedine interagujuce skalarne
teorije u d = 4 dimenzije su ¢® i ¢* modeli. Ni jedna ¢isto spinorna teorija nije
moguca u d = 4, dok je jedina dozvoljena interakcija skalarnog i spinornog polja
Yukawinog oblika.

Sto je veéi broj dimenzija to je uslov renormalizabilnosti restriktivniji. Ovo
je jedan od osnovnih razloga zaSto smo mogli da konstruiSsemo standardni model
elementarnih cestica.

U nizim dimenzijama je znatno lakse zadovoljiti zahtev renormalizabilnosti.
Na primer, u d = 2 dimenzije postoje renormalizabilni ¢isto spinorski modeli.
Jedan takav je i poznati masivni Thirringov model

L= 019~ mo)p — 5 g0 ("0 (54)
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Sa druge strane, u ovom broju dimenzija su bozonska polja bezdimenziona, tako
da su sve njihove interakcije dozvoljene. Ovo nam omogucéava da imamo modele
sa nepolinomijalnim interakcijama. Primer ovoga je sinus—Gordonov model

o
P

Ovde je [ag] = M?, dok je [3] = 1, tako da je model super renormalizabilan®.

L= % 06)2 — 22 (cos Bp— 1) . (5.5)

5.2 Interakciona slika

U kvantnoj mehanici se naj¢eSée radi u tzv. Schrédingerovoj slici u kojoj se
celokupna vremenska zavisnost nalazi u stanjima. U kvantnoj teoriji polja je, me-
djutim, korisno da imamo manifestnu Loretnz invarijantnost. Ovo podrazumeva
da vreme i prostor ulaze u formalizam na ravnopravan nacin. Iz ovog razloga je
najpodesnija Heisenbergova slika. Stanja su sada vremenski nezavisna, dok oper-
atori (polja) zavise od vremena ¢ (kao i od polozaja Z). Veza izmedju dve slike je

data sa
OH(t) — eiH(tfto)OsefiH(tfto) ’ (56)

gde je tg neko referentno vreme.
Zelimo da nadjemo nacin da ra¢unamo n-Cesticne Greenove funkcije

G(x1,...,xn) = (QT d(x1) - P(xn)| Q) (5.7)

gde je | Q) vakuum interagujuée teorije?, dok je ¢(z) polje u Heisenbergovoj slici.

U ostatku ove lekcije éemo se baviti ¢ modelom. Generalizacija dobijenih
rezultata na opsti model Ce biti o¢igledna. Takodje, jednostavnosti radi, posma-
tracemo samo dvocesticnu Greenovu funkciju.

Za razliku od slobodne teorije polja, ovog puta nije mogué direktan pristup
u kome bi prvo resili jednac¢inu kretanja za polje ¢(x), a potom to iskoristili za
racunanje Greenovih funkcija. Razlog za ovo je jednostavan — interagujuce teorije
polja su opisane nelinearnim jednac¢inama kretanja koje neznamo da resimo. Ono
§to znamo da resimo su jednacine slobodne teorije. Iz ovog razloga je izuzetno
korisna tzv. interakciona slika

Ol(t) _ eiHo(tfto)OsefiHo(tfto) , (58)

u kojoj polja ¢1(x) zadovoljavaju slobodne jednacine kretanja. Odavde sledi

dp 1 —ip-x ipxT
¢I(x):/(27{'){;1\/27E’ﬁ <aﬁ€ p +a;’€p ) . (59)

! Jedan od velikih kurioziteta kvantne teorije polja je i ¢injenica da su sinus-Gordonov i masivni
Thirringov model ekvivalentni. Ovakva veza izmedju jedne bozonske i fermionske teorije se zove
bozonizacija. Bozonizacija je mogucéa samo u d = 2 dimenzije.

2Simbol | 0) ée oznacavati vakuum slobodne teorije.
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Veza izmedju Heisenbergove i interakcione slike je data sa

O (t) = UT(t,t0)0'U (¢, to) , (5.10)

iHg (tft(]) ef’L’ H(tft())

gde evolucioni operator U = e zadovoljava jednacinu kretanja

2
ot

gde je U(to,to) = 1. U slucaju ¢* teorije H;(t) = [di 3} ¢%(z). Kada bi Hy(t)
komutirao sa Hy(t') za sve ¢ i t’ onda bi evolumom operator bio

Ult,to) = Hi(OU (L, 1) | (5.11)

.Rt
—1 to dtHI(t) .

Ut to) = e (5.12)

Ovo, medjutim, nije slucaj. Ipak, reSenje nije tesko nac¢i. Lako se vidi da u opStem

slucéaju (5.11) ima resenje

Ut to) = 1+ (—i) /t dt Hy(t:)+

to

t t1
(—i)Q/ dtl dtg HI(tl)HI(t2)+
to

to

t t1 to
— )3/ dtq / dts / dts Hl(tl)HI(tQ)HI(tg) + ... (513)
to to to

U gornjem izrazu operatori stoje u vremenskom uredjenju. Vazno pojednostavlje-
nje dolazi kad primetimo da je

t1
/dtl/ dts H (1) H 1 () = /dtl/dtQT (Hi(t)H(t)) . (5.14)
to to to to

Ova jednakost se direktno ocitava sa slike 5.1.

t,

1%
Slika 5.1: Oblast integracije

1z istog razloga je moguca formalna zamena

t th—1 1 t t
/dtl.--/ dtnel/dtl--./dtnT, (5.15)
to to n: to to
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odakle dobijamo
t
Ul(t,to) =1+ (=i) [ dti Hi(t1)+

to

(_‘)2 % /tt dtq dtQT(HI(tl)HI(tg)) +...=

:T@”%WHW§. (5.16)

Poslednja linija je samo kompaktan zapis gornjeg beskona¢nog reda.
Sada nam preostaje da nadjemo izraz za vakuumsko stanje |2). U tom cilju
pogledajmo identitet

eI 0) = 3" e BT ) (n]0) =

= e PTIONQ|0) + ) e T n)(n] 0) (5.17)
n#0

gde su |n) energetska eigenstanja interagujuce teorije, dok su F, odgovarajuce
energije. Uzmimo sada limes velikih vrednosti parametra 71'. Preciznije receno,
uzmimo 7' — oo(1 — ie€), gde je € neki novi regularizacioni parametar koji ¢e na
kraju i¢i u nulu. Ovako izabrani limes ubija sve ¢lanove u gornjem razvoju sem
prvog koji odgovara doprinosu vakuuma. Dakle

Q) = lim (e POEDQ10) 7 U ko, ~1)]0) =
- li Ulto, —T)|0) . 5.18
T*)Og&rll,ze)A (07 )’ > ( )

Na sli¢can nacin dobijamo i

@ = m (e BT 0] )7 OU(T 1) 0 =

= lim  B(0|U(T,t) . 5.19
podm (OIU(T, to) (5.19)

Sad mozemo da predjemo na racunanje dvocesticne Greenove funkcije. Za
2% > 9% > ¢y dobijamo

QT o(x)(y)| Q) = (Qf p(x)(y)| ) =
— T_}(E)I(Ill_ie) AB (0| U(T, to)UT (2%, to)p1(2)U (22, to) -
U0, t0)d1(y)U (40, 1)U (to, —T)] 0) =
= lim )AB O U(T,2%)p1(2)U (2°,y")p1(y)U (y°, =T)| 0) =

T—oo(1—ie

= dm o AB (O[T (U6 U 0 0)or(n)U G, ~T)) [ 0)



Pod operacijom vremenskog uredjenja sve komutira, tako da gornji izraz postaje

lim AB (0| T (¢1(2)¢1(y)U(T, =T)) [ 0) =

T—oo(1—ic)

= lim AB <0\T(¢I<m>¢1<y>e@'R—TT“’HI“’>)\O>. (5.20)

T—oo(1—i€)

Na slican nac¢in dobijamo i

; R ! !
L= (@)= Tm A (0]T (e Zpad Hy(t 10} (5.21)

Na kraju

R
T (i@l ) o)
(AT ()ey)l 2) = Taclér(lll—k) 0| T (e—i T dt'HI(t’)) 0) (5.22)
Mi smo gornju relaciju izveli za slucaj kad je 2 > y°. Lako se moze videti da
analogno izvodjenje za 2% < 3° daje isti rezultat. Ocigledno je da se ista vrsta
relacije dobija i za n-Cesticne Greenove funkcije.

Relacija (5.22) i njene n-Cesti¢ne generalizacije predstavljaju osnovne formule
u kvantnoj teoriji polja. Leva strana, vakuumska ocekivana vrednost interagujuce
teorije (Heisenbergova slika), je prikazana na desnoj strani preko vakuumskih
ocekivanih vrednosti slobodne teorije polja (interakciona slika)®. Gornja veza ko-
relatora interagujuce teorije sa korelatorima njoj pridruzene slobodne teorije je
ujedno i razlog zasto smo do sada toliko vremena posvetili slobodnim teorijama
polja.

Na desnoj strani je sve dato preko veli¢ina koje su, bar u principu, poz-
nate. Prakti¢ni problem, medjutim, dolazi pri ra¢unanju eksponenta interakcionog
¢lana. Stvari postaju jednostavne samo u sluc¢aju da je interakcioni ¢lan mali.
Tada gornji eksponent mozemo racunati perturbativno, dakle razvojem u stepeni
red po A\g. U sledecoj lekciji éemo razviti aparat za jednostavnu primenu pertur-
bativnog racuna.

3Polja u interakcionoj slici zadovoljavaju slobodne jednagine kretanja, dok |0) predstavlja
vakuum slobodne teorije.
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Feynmanova pravila

Svako slobodno polje se moze razdvojiti na pozitivno i negativno frekventni deo

$(z) = ¢ () + ¢ (2), (6.1)

gde je pozitivno frekventni deo ¢ (z) sac¢injen od anihilacionih operatora, dok se
negativno frekventni deo ¢~ (x) sastoji od kreacionih operatora. Ovakvo razdva-
janje nije moguce u slucaju interagujucih polja.

U slede¢em odeljku ¢emo iskoristiti gornje razdvajanje da uvedemo pojam
normalnog uredjenja polja i izvedemo Wickove identitete.

6.1 Wickovi identiteti

Posmatrajmo za pocetak bozonska polja. Normalno uredjenje definiSemo tako da
vazi

No(z) = ¢"(x)+ ¢ (x) = o(x) (6.2)
N (¢(x)p(y)) = ¢ (x)d"(y) + ¢~ (2)o™ (y) + 20~ (x)9" (y) =
= ¢(x)o(y) — [o7 (x), 0~ (v)] - (6.3)

Dakle, normalno uredjenje menja obi¢ni proizvod tako §to negativno frekventne
delove stavlja levo od pozitivno frekventnih. Komutator u gornjem izrazu je broj,
tako da vazi

[67(2), ¢~ ()] = (0l[¢™ (), 6~ (W)]|0) =
= (0l¢™ (2)¢™ ()|0) = (0l (x)(y)[0) - (6.4)

Ovim smo izveli osnovni Wickov identitet koji glasi

N (¢p(x)p(y)) = d(x)d(y) — (0lo(2)o(y)]0) - (6.5)

37
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Slican Wickov identitet povezuje normalno i vremensko uredjenje proizvoda dva
poljal. Naime,

N (¢(x)o(y)) = T (¢(x)d(y)) — (O T (6(x)¢(y)) |0) - (6.6)

Ovo se takodje lako dokazuje.

T (¢(z)9(y)) — (O] T (¢(z)$(y)) [0) =
= 0(2" — %) (¢(2)p(y) — (0l¢(x)(y)|0)) +

+0(y" — 2°) (6(y)d(z) — (0lp(y)p(2)[0)) =
= 0(z° — y°)N (¢(x)p(y)) + 0(y° — 2°)N (d(y)o(x)) =
= N (¢(x)9(y)) -

U poslednjem koraku smo koristili o¢iglednu ¢injenicu da polja komutiraju pod
znakom normalnog uredjenja. Ve¢ smo se sreli sa ovom osobinom kod vremenskog
uredjenja.

Na isti na¢in bi mogli da nadjemo odgovarajué¢e Wickove identitete za proizvode
tri, Cetiri i viSe polja. Postoji, medjutim, i jednostavniji na¢in da dodjemo do svih
ovih rezultata. Pre nego $to po¢nemo podsetimo se na nasu pojednostavljenu no-
taciju u kojoj polje oznac¢avamo sa ¢;, a indeks 7 u sebi nosi t, £ kao i sve diskretne
indekse. U ovoj notaciji J;¢; oznac¢ava odgovarajué¢u sumu po svim diskretnim in-
deksima i integracije po t i . U celoj ovoj lekciji ¢e J; biti brojevi.

Normalno uredjenje eksponenta slobodnih polja zadovoljava

Nedi®s — ity oJidi (6.7)

Koris¢enjem poznatog identiteta ede? = eATBel/2AB] koje vazi kad [A, B] ko-
mutira sa A i B, dobijamo

Nedidi  —  olidip—1/2Jile7 65105 _
eJi¢z‘e—1/2Jz‘<0|¢i¢j\0>Jg‘ ) (6.8)
Primetimo da se normalno uredjenje eksponenta slobodnih polja svodi samo na

mnozenje sa odgovarajuéim brojem. Zamenom J; — iJ; gornji identitet mozemo
prepisati i u nesto korisnijem obliku kao

eiti — o—1/2Ji(0|¢i¢5]0)J; Nroitidi (6.9)

Kao i ranije, slican Wickov identitet povezuje T' i N uredjenja, naime

Te“z‘d’i _ 6—1/2Ji<0|T¢i¢j\0>Jj NeiJi¢i ] (6.10)

!Ovakvi identiteti su od posebnog zancaja u kvantnoj teoriji polja. U prethodnoj lekciji smo
videli da su Greenove funkcije date preko vakuumskih ocekivanih vrednosti vremenski uredjenih
proizvoda slobodnih polja. S druge strane, vakuumske ocekivane vrednosti normalnih proizvoda
polja su izuzetno jednostavne za racunanje. Tu vidimo i korist Wickovih identiteta koji povezuju
T i N uredjenja.
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U kvantnoj teoriji polja nas najvise interesuju vakuumske ocekivane vrednosti vre-
menski uredjenih proizvoda slobodnih polja. Centralnu ulogu igra tzv. slobodni
generisuéi funkcional Zg[J] = (0| Te!i%|0). n-ti izvod po J od ovog objekta (u
J = 0) generise vakuumsku oc¢ekivanu vrednost vremenski uredjenog proizvoda od
n slobodnih polja. Koriséenjem gornjeg Wickovog identiteta dobijamo

Zo[J] = (0| Tei%i|0) = e~ ¥/2ibris s (6.11)

Ovim smo u jednom koraku resili sve Greenove funkcije jedne slobodne teorije
polja. Sve one su, dakle, date preko odgovarajuceg Feynmanovog propagatora.
Kao i u slobodnoj teoriji, centralni objekt u interagujucoj teoriji je opet odgo-
varajuéi generisuéi funkcional, ovog puta Z[J] = (Q| Te?i%1|Q). U ovom slucaju,
medjutim, ne vaze Wickovi identiteti.
Koriséenjem rezultata iz prethodne lekcije dobijamo (za slucaj skalarnoh polja)

Z[J] = (9| TeiRR dz J(@)¢(2) | () =
<0’T6i de(m)qSDI(x)e—z' dxHI‘O> B
<%|T6—i d:EH1|0>
(0| Te~" d=Hi=Jo1)|0)
<0|T€7i dxH1|0>

(6.12)

Slicne formule vaze i za Cestice sa nenultim spinom. Vidimo, dakle, da J-ovi
igraju ulogu spoljnih polja?. Jednu kvantnu teoriju polja znamo ako znamo sve
njene Greenove funkcije, ili, ekvivalentno, ako znamo njen generi§ué¢i funkcional.
Kvantna teorija polja je dakle odredjena ako poznajemo amplitudu prelaska iz
vakuuma u vakuum u prisustvu opsteg spoljnog polja.

6.2 Wickovi identiteti za fermione

Vreme je da se pozabavimogermionima. Da bi sve teklo kao i kod bozona potreban
nam je analogon izraza e! @ 7@é)  Analogon komutirajuceg izvora J je par
antikomutirajuéih izvora (Grassmanovi brojevi) 77 i n — jedan za polje ¥, a drugi
za 7). Analogon Wickovog identitea (6.10) je sada

R -
Tt dz (A@)p(@)+d(@)n(@)
R R 7
_ e—i dady 7j(z) Sr(z—y)n(y) Nei dz (ﬁ(x)w(:r:)—l-w(x)n(x)) . (613)

Ovo se razlikuje od Bose formule za faktor 1/2 u eksponentu, no ova razlika je
trivijalna. Ako napiSemo analogon od (6.10) za kompleksno bozonsko polje faktor
1/2 opet nece biti prisutan.

2Drugi uobi¢ajeni naziv za spoljna polja su izvori.



Generisudi funkcional za slobodne fermione sledi iz prethodnog Wickovog iden-
titeta i glasi

R _
Zolp.n] = (0]e (@) o) =
et drdyi(z)Sr(a—y)n(y) (6.14)

Kao i kod bozona, Feynmanov propagator odredjuje sve Greenove funkcije slo-
bodne teorije.

6.3 Feynmanovi dijagrami
Peskin i Schroeder, str. 91-99. (izvodjenje Feynmanovih pravila)
ZADACI

6.1 Dokazite Wickove identite (6.10) i (6.13).

6.2 Koriséenjem identiteta (6.13) izvedite izraze za T uredjenje svih proizvoda
od dva slobodna Fermi polja.

6.3 Izracunajte T (Vo (1)Vay (2)Vas (23) Ve, (T4))-



Lekcija 7

S-matrica

Do sada smo videli da su Greenove funkcije osnovni objekti koji nas interesuju
u jednoj kvantnoj teoriji polja. U prethodnoj lekciji smo izveli Feynmanova pra-
vila za rac¢unanje opste Greenove funkcije. Same Greenove funkcije, medjutim,
nisu direktno opservabilne veli¢ine nego pomo¢ni objekti iz kojih dobijamo fizicke
veli¢ine, npr. amplitude za razna rasejanja. Veza izmedju Greenovih funkcija i
ovih amplituda je upravo predmet danasnje lekcije. Kao i nekoliko puta do sada,
jednostavnosti radi, radi¢emo sa skalarnim teorijama polja. Krajnji rezultati ¢e
se lako generalisati na opsti slucaj.
Slobodno skalarno polje je dato sa

o(z) = /(2:)]3_1 \/1Ei]; (aﬁe_ip'm +a;eip"‘) . (7.1)

Zelimo sada da invertujemo ovo, tj. da izrazimo ag preko ¢(x). Ovo se lako moze

uraditi preko inverznog Fourier transforma. Lakse je, medjutim, da uoc¢imo da je
gornji izraz prosto suma nezavisnih harmonijskih oscilatora

q(t) = ! (ae™ ™! + afet) (7.2)

V2w
p(t)=q¢ = —i\/g(aei“’t —afe™ty . (7.3)

Odavde dobijamo poznati izraz

a = e (@q(tH\/%p(t)):

i iwt o
- 1, 7.4
V2w e 9:q(t) (7.4)

gde smo uveli sledeéu pogodnu notaciju u 5 v = udv — (OQu)v. Sada je ocigledno
da za skalarno polje dobijamo

i > ipx o
aﬁ:\/TEﬁ/dxep do o(z) . (7.5)
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7.1 Asimptotika

Videli smo da se pri radu sa interagujué¢im teorijama polja koriste Heisenbergova
i interakciona slika. Veza izmedju njih je bila data sa

¢(a) = Ul (t,t0)p1(x)U(t, to) , (7.6)

gde je to neko referentno vreme. Svaki izbor referentnog vremena nam daje drugo
polje ¢1, odnosno drugu interakcionu sliku. Dva izbora referentnog vremena su
od posebnog znacaja. Sa ¢, ¢emo oznaciti polje u interakcionoj slici u kojoj je
to = —oo. Na slican nacin, ¢yt je polje u interakcionoj slici za koju je referentno
vreme ty = +00. Polja ¢in i ¢out su oba slobodna, ali odgovaraju razlicitim
interakcionim slikama.

U nasem dosadasnjem radu sa interakcionom slikom rezultati nisu zavisili od
izbora tg, tako da u svim dosadasnjim formulama mozemo umesto ¢1 da piSemo
ili ¢in ili ¢out-

Iz (7.6) bismo ocekivali da za t — —oo polje ¢(x) tezi ¢in(z), dok za t — +o00
polje tezi ¢ou. Videtemo veé u sledeéem poglavlju da ovaj zakljuc¢ak ne stoji,
odnosno da u ovim limesima U nije unitarni operator. Umesto ovoga ¢emo dobiti

lim ¢(x) = ZY%¢1

t——o00

lim ¢(z) = 22 ous - (7.7)

t——+o0

Gornji limesi svakako ne mogu vaziti kao operatorski iskazi, jer bi (za Z # 1)
naruSavali kanoni¢ke komutacione relacije. Kao sto ¢emo videti, oni vaze samo
unutar matriénih elemenata. No koju ulogu igra broj Z7 Grubi odgovor na ovo
je da ¢in u sebi sadrzi samo jednocesti¢na stanja, dok polje ¢ pored ovih u sebi
nosi i viSeCesticna stanja. Z dakle sluzi da obezbedi razliku u normalizaciji.

7.2 Kallen—Lehmanova reprezentacija

Za slobodna polja imamo

(Oll¢(x), eW)[0) =i A (w —y;m) =

_ dq 2 _ 2 (p—ia(z—y) _ gig(z—y)
Pogledajmo sada analogon ovoga za interagujuéu teoriju. Tada imamo
(Ql(x), s = (Qb(x)]a)(ald)|) — (x = y) . (7.9)

(e
Iz translacione invarijantnosti sledi da je ¢(x) = eP%¢(0)e~?*, odakle dobijamo

da se gornji izraz moze napisati i kao

> (@16 (0)]a){alé(0)]Q) (7m0 — iralemn)) (7.10)

o
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Da bi ovo preveli u oblik koji viSe podsecéa na sluc¢aj slobodne teorije polja ubaci¢emo
1= [dqd(q— pa). Sledi

@Ulota). I = [ o) (7 —erev) )
gde smo uveli gustinu
p(a) = 2m)* "6 (g — pa) [0|6(0) ) * . (7.12)

Ovu gustinu je naravno uzasno tesko izra¢unati. Medjutim, neke njene osobine se
odmah vide, naime, p(q) je pozitivna, Loretnz invarijantna gustina koja je razlicita
od nule samo u tackama koje odgovaraju masama viSecesti¢nih ekscitacija. Ove
mase su date sa p2 = m2. Dakle, ova gustina se moze napisati i kao

pla) = /0 a0 (m' )5 (% — m'?) | (7.13)

gde je o neka pozitivna funkcija. Na kraju, Kéllen-Lehmanova reprezentacija za
vakuumsku ocekivanu vrednost komutatora glasi

(QUl(z), (u)]|) = i /0 a0 (m'?) A (z —y ) =
:z’ZA(:c—y;m)+i/oodm/2a(m/2)A(fL’—y;m'), (7.14)

2
my

gde je m masa Cestice, a m; visecesti¢ni prag!.
Uzimanjem vremenskog izvoda gornje relacije, pa zatim limesa y° — z°, dobi-
jamo

1= Z+/ dm/? o(m'?) . (7.15)
m{

Iz pozitivnosti ¢ sledi da imamo Z > 0. Pored toga, iz gornjeg izraza vidimo da
vazi i Z < 1. Dakle,
0<Z<1. (7.16)

Teorija sa Z = 1 nema viSecesti¢nih ekscitacija, dakle re¢ je o slobodnoj teoriji.

Primetimo da pomoéna funkcija A(z — y;m) tezi nuli kada |2° — 3°| — oo.
Pored toga, Sto je vete m to ona brze tezi nuli. Kao posledica ovoga, Kallen—
Lehmanova reprezentacija nam daje da su za veliko |#° —y°| doprinosi visecesti¢nih
ekscitacija subdominantni. Takodje, iz Kéllen-Lehmanove reprezentacije (7.14)
dobijamo asimptotske relacije (7.7). Ujedno, sada postaje jasno zasto asimptotski
uslovi ne vaze kao operatorski iskazi.

1Ovo prosto znaci da u sistem treba dodati energiju veéu od m; da bi se kreirale nove Cestice.
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Na analogan nacin se moze izvesti i Kallen—Lehmanova reprezentacija za prop-
agator

(QTo(x)¢(W)|) =iZ Ap (z —y;m)+
+i/ 2dm’Za(m’Q) Np(x—y;m). (7.17)

U gornjem izrazu figurisu sti Z i o. Slitno kao i pre, za velika vremena propa-
gacije, puni propagator interagujuée teorije je (do na normalizaciju Z) jednak
Feynmanovom propagatoru, dakle propagatoru odgovarajuée slobodne teorije?.

7.3 LSZ redukcija

1z relacija

Sout(r) = Ul(t,+00)$(x) U'(t, +00) (7.18)
¢in(x) = U(t7 _OO) ¢($) UT(tv _OO) ’ (7'19)

sledi da su ‘in’ i ‘out’ stanja povezana tzv. S-matricom S = U(+o0, —o0) koja
evoluira sistem iz beskona¢ne proslosti u beskona¢nu buduénost. Imamo dakle,

¢out = ST¢inS > (7.20)

ili, $to je ekvivalentno,
S|out) = |in) . (7.21)

U ovom odeljku ¢emo se pozabaviti amplitudom prelaska za rasejanje u kome u
beskonaénoj proslosti imamo ¢ jednocesti¢nih stanja sa impulsima ¢, . .., @, dok
se u beskonacnoj buduénosti nalazi n jednocesti¢nih stanja impulsa pi,..., .
Ova amplituda je data sa

(P, Pnout|qy, ..o Gesin) = (P, ., P3| SG1, .-, G in) (7.22)

Sto je samo jedan element S-matrice. Vidimo da S-matrica u sebi sadrzi kom-
pletnu informaciju o amplitudama rasejanja. Cilj ovog odeljka ¢e biti da izvedemo
tzv. LSZ redukcione formule (Lehman—Symanzik-Zimmermann) koje povezuju
S-matri¢ne amplitude sa Greenovim funkcijama.

Pre nego $to se pozabavimo redukcionim formulama bi¢e nam potrebno da
izvedemo relaciju izmedju ‘in’ i ‘out’ kreacionih operatora. Polja u interakcionioj
slici su slobodna, te kori¢enjem relacije (7.5) dobijamo

to_ 0
ﬁ,in_ /2Eﬁ

2Primetimo da je masa m koja figurie u gornjim izrazima fizicka masa Gestice, a ne gola masa
mo.

a

/ A7 e 9o pin(z) . (7.23)
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Ovo ne zavisi od ¢ (vidi zadatak 7.2) te mozemo da stavimo t = —oo i da iskoristimo
asimptotske relacije (7.7), nakon ¢ega desna strana postaje

lim 71/ / dZe P 59 ¢(z) . (7.24)

1
A /QEI;' t——o0

Na slican nac¢in mozemo izraziti i a;[), out- Oduzimanjem ova dva izraza dobijamo
cr7—1/2 t=+o00
‘i‘. _ t _ iz /d_’ —ip~xH _
ap,ln a’p ,out \/TEﬁ ze 80 ¢($> —
iZ_1/2 . “—
_ e (7 5y 0(0)) =
J2E; / zdy (€ do ()
i 7—1/2 4 4
- ! /dm@o (e™P*0y¢p(x) + iEze P ¢) =
V2E;
i 7—1/2 .
— ! /dxe”"x(ag + 5%+ m?)o(x) =
V2E;
1 .
= 7712 / dr———=e"P%(9% + m?)p(z) . (7.25)
\/2E5

U poslednjem koraku smo izvrsili parcijalne integracije po prostoru. Primetimo
da je ¢(z) polje interagujuée teorije, te da je (0% + m?)p(x) # 0. Vidi se da je
upravo interakcija ono $to ¢ini da se ‘in’ i ‘out’ operatori razlikuju.

Sad smo spremni da se pozabavimo redukcionim formulama. Kreéemo od
opSteg S-matri¢nog elementa

(P1y -y Pnyout|q, ..., qp;in) =

— /2E; <ﬁ1,...,ﬁn;ouﬂajﬁm|c72,...,(7[;in> . (7.26)

Sledeéi korak je da iskoristimo relaciju (7.25). Prvi ¢lan, kreacioni operator ‘out’
stanja, deluje trivijalno na levu stranu dajuéi ¢lanove proporcionalne sa 6 (¢— pj).
Ovi ¢lanovi nas nece interesovati. Oni su predstavljeni nepovezanim dijagramima,
dakle, re¢ je o amplitudama za dva nezavisna dogadjaja. Samo povezani dijagrami
daju netrivijalan doprinos rasejanju?. Posle prvog koraka redukcije smo dobili da
je gornji S-matri¢ni element

nepovezani + iZ /2 / dr e T (5% + m?)

<ﬁl7aﬁnaOUt‘¢(x)’§2v76.75a1n> . (727)

3Doprinos nepovezanog dijagrama se dobija mnozenjem amplituda za povezane paréié¢e od ko-
jih se sastoji. Iz ovog razloga je dovoljno da poznajemo samo amplitude koje dolaze od povezanih
dijagrama.



Nastavljamo dalje sa redukcijom. Ajdemo sada, na primer, da izbacimo jednu od
Cestica iz krajnjeg stanja. U ovom slucaju pisemo
<ﬁ17"'7ﬁn;out|¢(x)|(j’2""7@;in>:

= \/2E5 (P2, - .., Pn ;out|ag, in ¢(2)|q2, ..., q;in) . (7.28)

Sada je opet potrebno da zamenimo ap, out za az in. Pre toga je, medjutim,
potrebno da ovi ‘in’ operatori deluju direktno na ‘in’ stanje. Da bi ovo postigli
pisa¢emo ¢(x) = T'¢(z). Desna strana prethodnog izraza postaje

\/ 2Eﬁl <ﬁ27 AR 7]771 7OUt|T (aﬁl,in ¢($)) ’q_‘27 ce 7q_‘f 7 ln> * (729)

Primetimo da T uredjenje automatski gura ‘in’ polja na desno, a ‘out’ polja na
levo, bas kao §to i treba. Sad smo slobodni da opet koristimo relaciju (7.25). Posle
dva koraka redukcije na§ S-matri¢ni element je postao

nepovezani + (iZ~/?)? / dady e 0Ty (3; +m?) (02 +m?)
(P2, - Pn s out| To(x)d(y)|g2, - - Gesin) - (7.30)
Krajnji rezultat se dobija posle n + ¢ koraka redukcije i glasi
(P1y -y Dn;out|q, ..., G ;in) = nepovezani +
+ (iz7 Y2t / dxy - - daedyy - - - dyy,
e 111 — . —1qe-Te+ip1-Y1+ P Yn
2 2 2 2\( 92 2 2 2
0y, +m?) - (8, + m”)(0;, + m?) -+ (9, +m7)
QT (1) - d(ze)p(yn) - - d(yn)[2) - (7.31)

Ovo je ¢uvena LSZ formula. Sustina LSZ formule je krajnje jednostavna. Setimo
se da se na spoljnim nogama Greenovih funkcija nalaze Feynmanovi propagatori
koji zadovoljavaju

—(@P+mH Ap(x—y)=6(x—y). (7.32)

LSZ formula nam sad govori da se S-matri¢ni element dobija iz odgovarajucée
Greenove funkcije zamenom eksternih propagatora za —iZ —1/2¢=10iwi y glucaju
ulaznih stanja, odnosno, —iZ~1/2e®i ¥ u slucaju izlaznih stanja. Ovo pravilo
nam omogucava da na jednostavan nacin, iz Feynmanovih pravila za Greenove
funkcije, odredimo Feynmanova pravila za S-matri¢ne elemente.

(Peskin i Schroeder, str. 100-125)

ZADACI
7.1 Izvedite relaciju (7.5) koris¢enjem inverznog Fourier transforma.
7.2 Pokazite da operator ay dat u (7.5) ne zavisi od vremena.

7.3 Izvedite Kallen—-Lehmanovu reprezentaciju za propagator.



Lekcija 8

QED: elementarni procesi

Od ove lekcije ¢emo poceti sa primenom dobijenih rezultata iz operatorskog for-
malizma kvantne teorije polja na rac¢unanje procesa rasejanja u kvantnoj elek-
trodinamici. Prvi proces koji éemo razmatrati je ete™ — puTp~, dakle, anihi-
lacija elektrona (e™) i pozitrona (e™) i stvaranje miona (p~) i njegove anti-cestice
(uT). Feynmanova pravila za kvantnu elektrodinamiku su prikazana na slici 8.1.
Mi ¢emo racunati S-matri¢ne amplitude, te ovome treba pridodati i pravila za

Slika 8.1: Feynmanova pravila: Feynmanovi propagatori za e, 1 i v (levo); inter-
akcije eey 1 puy (desno). Oba interakciona verteksa su data sa —iegy*.

spoljne nogice. Amplituda koja nas interesuje ima beskona¢no mnogo doprinosa.
Tri jednostavnije parcijalne amplitude su date na slici 8.2. Cilj sledece cetiri lek-
cije je da nauc¢imo da rac¢unamo ove izraze. Medjutim, i pre nego $to krenemo
mozemo lako da vidimo da levi dijagram daje dominantni doprinos. Razlog je
jednostavan — levi dijagram je sastavljen od dva verteksa, te je proporcionalan
konstanti fine strukture a = e?/41 ~ 1/137!. Preostala dva dijagrama sa slike
su sacinjeni od Cetiri verteksa, odnosno proporcionalni su sa a? < «a. Vidimo
da je kvantna elektrodinamika opisana malom konstantom interakcije, §to nam
omogugucava perturbativno ra¢unanje njenih procesa.

LU konstanti fine strukture stoji kvadrat fizickog, a ne golog, naelektrisanja. Videéemo kasnije
da je ep proporcionalno sa e, ali i da je konstanta proporcionalnosti singularna. Ovim ¢emo se
baviti u zadnjim lekcijama kad budemo razmatrali renormalizaciju.

47
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Slika 8.2: Tri dijagrama koji doprinose procesu ete™ — pu™p~. Vreme tece odozdo
na gore.

8.1 Elementarni procesi

Ova i sledeca lekcija ¢e se baviti elementarnim procesima kvantne elektrodinamike.
Elementarni procesi su oni kod kojih je dominantan doprinos dat amplitudom u
kojoj nema zatvorenih petlji. Kao §to smo videli, eTe™ — p*pu~ je jedan takav
proces. Primer drugacijeg procesa je rasejanje fotona vy — ~7. Dominantna
amplituda za ovaj proces je prikazana na slici 8.3. Kao §to vidimo, ovaj dijagram

Slika 8.3: Dominantni doprinos za rasejanje fotona.

u sebi veé sadrzi jednu zatvorenu petlju?.
Vratimo se sad dominantnoj S-matriénoj amplitudi za e™e™ — p* ™ prikazanoj
na slici 8.4. Na osnovu Feynmanovih pravila ova amplituda je jednaka

/

M= ) i) () ) e () =

= D (@) (3 R ) s1)

2Foton-foton rasejanje do sada nije direktno vidjeno. Medjutim, amplituda za ovo rasejanje
brzo raste sa porastom energije. U skoroj buduénosti treba ocekivati novu generaciju lasera
pomocu kojih bi se ovaj efekat mogao testirati.
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Slika 8.4: Dominantni dijagram za proces ete™ — utpu™.

Pravilo za spajanje je veoma jednostavno: treba krenuti od kraja fermionske linije
iic¢i ka pocetku. Da bi izracunali asociranu verovatnoé¢u moramo kvadrirati moduo
gornje amplitude. Koristeci

(0y'u)* = (07"u)" = (v )l =
= uly0909# 170 = ayto (8.2)
dobijamo

/

2:§ =8 (N S (NS v, s (oY .
MP =25 (07 0 e ) ) ()

/

(@ Ry )" (K yw (k) ) (8.3)

Za dalji rad sa ovom verovatnotom potrebno je iskoristiti konkretne izraze za
spinore u i v. Mi ovo neéemo raditi, ve¢ ¢emo posmatrati slucaj u kome su
nam samo poznati ulazni i izlazni impulsi, ali ne i spinovi. Ovo je najcesée i
slu¢aj u eksperimentima. Verovatnoca za ovaj proces se dobija od prethodnog
usrednjavanjem po ulaznim spinovima s, s’ i sumom po izlaznim spinovima r,r’.
Ukupna verovatnoca je sad

1 1
|M|3srednjeno = 5 Z 5 Z Z |M(873/ - T, 1"/)’2 =
s

s’ rr!
63 —s" (N, S —s v,.s (.1
T (v ()"’ (p)u’(p)y"v* (p ))'
s,s’

> (ar(k)w’(k’)w’(k')%uf(k)) . (84)

r,r!

Ovaj izraz se moze dalje pojednostaviti koriséenjem spinskih suma (vidi zadatak
3.15)

Y wP@(p) = p+mo (8.5)
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S v wrm) = p-mo. (5.6)

Eksplicitnim pisanjem spinornih indeksa, prva polovina gornje verovatnoce se moze
sad napisati kao

> (5 0 ) (012503 () =

=05 (04595, Do + M08, )7508 (P) =
Sl

= Yh3(V3y Do + M005y)755(V5aPs — M0dsa) =
tr (Y (p+mo)y” (F —mo)) =
= tr ((f — mo)y" (P +mo)y”) - (8.7)

Ako na sliéni nac¢in sredimo i drugi deo verovatnoée dobijamo

64
|M|1215rednjeno = T;l tr ((ﬁl - mo),}/ﬂ(]ﬁ_}_ mo),yu) :
St ((F+ Moy (K — Mo)w) (8.8)

gde je my gola masa elektrona a My gola masa miona. Kao $to vidimo, u sluc¢aju
ove spinski usrednjene verovatnode, spinske sume su nam omogucile da se resimo
u i v spinora. Sada je verovatnoca data isklju¢ivo preko tragova gama matrica.
Sre¢om, tragovi gama matrica se mogu rac¢unati direktno iz Cliffordove algebre,
dakle bez znanja konkretne reprezentacije te algebre. Ovo ¢e nam bitno olaksati
dalji rad u elektrodinamici.

8.2 Tragovi gama matrica

Identiteti sa gama matricama zavise od dimenzija prostorvremena. U ovom odeljku
¢emo raditi u d = 4 dimenzije. Najjednostavniji identitet je onaj koji uopste ne
sadrzi gama matrice, dakle

tr1=4. (8.9)

U parnom smo broju dimenzija, te postoji hermitska matrica v koja antikomutira

sa svim y* i ¢iji je kvadrat jedinica. Koriséenjem ovoga, kao i cikli¢nosti traga,
dobijamo

tr y# = tr yyyH = tr Yty = —tr AHyy = —tr 4 =0. (8.10)

Na slican nacin se pokazuje da je trag neparnog broja gama matrica nula. Trag
dve gama matrice sledi direktno iz Cliffordove algebre, cikli¢nosti i (8.9).

tr YY" = tr (20" —YyH) =8t — tr 4H" (8.11)
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odakle sledi
tr yHAY = 4nt” . (8.12)

Uradimo jo§ trag od cetiri gama matrice. Prvo koristimo Cliffordovu algebru da
prvu gama matricu pomerimo skroz na desnu stranu. Dobijamo

tr Py =t (20707 =47 =
= 2"t yPy7 =t (20709707 = 4"y =
= 20"t Py = 20t o7 4 e (20100700 =P =
= 2t Py = 20 e Ty 20 tr Ty —

—tr APy . (8.13)
Sada preostaje da iskoristimo cikli¢nost kao i (8.12), odakle sledi
tr 'y Py = AT = 0 ) (8.14)

U kasnijim lekcijama ¢e nam trebati i tragovi u kojima se pored v* nalazi i y. Ovi
identiteti se takodje veoma lako izvode. Evo prvih nekoliko netrivijalnih identiteta
ovog tipa

=0 (8.15)
Aty = 0 (8.16)
tr Yy Ty = —4ighP7 (8.17)

U kasnijem radu ¢emo koristiti i sledece identitete vezane za kontrakcije dva Levi—
Civita simbola

P aw = —(0L0800 — 67000 +...) (8.18)
P 0 = —2(6205 — 0867 (8.19)
ety pr = —607 (8.20)
eMPle o = =24, (8.21)

U prvom identitetu se sumira po svim permutacijama. Parne dolaze sa pozitivnim
a neparne sa negativnim znakom. Jos jedan skup korisnih identiteta se bavi kon-
trakcijama gamma matrica. Lako je pokazati da vazi

Yy, =4 (8.22)
VY = —29" (8.23)
VA A = A" (8.24)
VA AP A T = =297 (8:25)

Na kraju, radi kompletnosti, pokazimo da je pod tragom moguée obrnuti redosled
gama matrica, odnosno
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Za dokaz ovoga treba da se podsetimo da matrica konjugacije naboja zadovoljava
Cy*C = —4* T 1 C? = 1. Koristeé¢i ove osobine, zajedno sa ciklicnoséu traga,
dobijamo

tr (,-Y,U',}/V,-Yp .. ) = tr ( .. fyp T,YVT,YMT) = (827)
= (=)"tr (-+-CPCCHCCAHC) = (=)"tr (---9""*) . (8.28)

gde je n broj gama matrica. Ovim smo dokazali na$ identitet za parno n. Sa
druge strane, za neparno n su tragovi nula te identitet opet vazi.

Vreme je da se vratimo fizici. Koriséenjem gornjih identiteta mozemo pojed-
nostaviti nas izraz za verovatnocu |M|ﬁsrednjen0. Jednostavan racun nam daje da
je ova verovatnoca jednaka

64
o tr (8 = mo)y" (P +mo)y”) - tr ((F+ Mo)vu(F — Mo)y) =

4q*
e, 2
= gt Peprtr 7YY i tr 9y -
. (k’f’k:A tr (YpYu Ay — Mg tr ’m%) =
4
4e

— qT (p;pT(noynTV _ na"rn,uu + T,Uz/n,m‘) _ m[Z)T,,uz/) .
- (k’” KM Mpuow = AT + M) — M(?n,w) =

4
€
B q40 '*p" —p - p™ + 1P — mgn) -
: (k,;kzx — k- knuw + k;k‘# - Mgnw) =

4
_ 8¢

=4 (p-kp K +p-Kp k+Mp-p+mik K +2miMZ) .(8.29)

8.3 Mandelstamove varijable

Pri razmatranju kinematike sudara dve cCestice pogodno je koristiti tzv. Mandel-
stamove varijable

s=(p+1)2 = (k+ k) (8.30)
t=(k—p)? =K —p) (8.31)
w= (K —p)? = (k—p). (8.32)

Impulsi p, p/, k i k' su prikazani na slici 8.5. Mandelstamove varijable su kine-
maticke invarijante ovoga sudara. Pored njih postoje i invarijante vezane za same
Cestice, tj. mase tih cestica. Lako je pokazati da je zbir Mandelstamovih varijabli
jednak zbiru kvadrata masa svih ulaznih i izlaznih Cestica.
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PN /e

a NP
Slika 8.5: Opsti sudar sa dve ulazne i dve izlazne Cestice.

Za sudar u kome su ulazne Cestice mase mg a izlazne mase My imamo

2 2
+ Ms —t
kop=k.p="0T 077 .
p p 5 (8.33)
2 4 M2 -
k/-p:k-p/:—m0+20 u (834)
‘,_5—2m8
pop=—0" (8.35)
—2M?
k:-k’:sTO. (8.36)

U sistemu centra mase ovaj sudar izgleda kao na slici 8.6. Jednostavnosti radi

Slika 8.6: Sudar u sistemu centra mase.

posmatra¢emo slucaj visokoenergetskog sudara u kome mozemo zanemariti mase

cestica. Tada imamo
p = (\/p* +m§,p2) = (E, E%) (
p = (\/p?+md,—p2) ~ (E,—E2) (8.38)
k= (\/k*+ MZ,kn) ~ (E, Eq) (
K = (k2 + M3, ~ki) ~ (E,~En) . (
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Odavde dobijamo

s=(p+p)*=(2E,0)> =4FE* = F2, (8.41)
t=(k—p)?=(0,E(h—2))?=—2E*(1 - cosb) (8.42)
u= (k' —p)? = (0,—E(n + 2))*> = —2E%*(1 + cos#) . (8.43)

Izrazena preko Mandelstamovih varijabli, verovatnoc¢a koju smo racunali je
jednaka

8¢ ((mi+M—0%—t\*> [(mi+M-0>—u\’
’M|1215rednjeno - 40<( 0 2 > +< 0 > +

q 2
s — 2m3 s —2M}
+ M2 <20> +md (20> + 2m3M§> . (8.44)

Kvadriranjem, koris¢enjem ¢injenice da je ¢> = (p+p')%2 = s, kao i veze s+t +u =
2m3 + 2M¢Z, dobijamo

2 863 t\? u\? 2 2 Loy 2,2
|M|usrednjeno = ST 5 + (5) + (mO + MO)S - 5 (mO + MO) : (845)

U limesu visokih energija ovo postaje

2
|M‘?1srednjen0 ~ 8720 (t2 + U2) = 63(1 + COSQ 9) : (846)

Kao $to vidimo, u ovom limesu verovatnoéa ne zavisi od energije E.

8.4 Simetrija ukrstanja

Posmatrajmo Greenove funkcije za dva procesa prikazana na slici 8.7. Feynmanova

Slika 8.7: Jedna Greenova funkcija daje opis ova dva fizicki razli¢ita procesa.

pravila za Greenove funkcije ne prave razliku izmedju ulaznih i izlaznih nogica, te

su amplitude za gornja dva, fizicki razli¢ita procesa, jednake. Levi dijagram opisuje

proces ete” — ptpu~, a desni e"ut — e~ pT. Mada su odgovarajuée Greenove
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funkcije jednake, odatle ne sledi i jednakost asociranih S-matri¢nih elemenata. Pri
prelasku na S-matri¢ne amplitude u ova dva slu¢aja lepimo razlic¢ite spoljne noge
na istu amputiranu Greenovu funkciju.

Ipak, S-matri¢ne amplitude se “se¢aju” da su nastale od iste Greenove funkcije.
Ova simetrija na ukrStanje je prikazana na slici 8.8. Simetrija ukrStanja nam

2

\p
¢

Slika 8.8: Simetrija ukrstanja kvadrata S-matri¢nih elemenata.

omogucava da zamenimo ulaznu nogicu (impuls p, ¢estica ¢) za izlaznu nogicu
(impuls —p, anti-cestica ¢). Ovu simetriju uzimamo bez dokaza, mada ona skoro
direktno sledi iz redukcionih formula.

Primenimo simetriju ukrstanja na dva procesa data na slici 8.7. Veza se dobija
u dva koraka sto je pokazano na slici 8.9. Kao rezultata ovoga, verovatnocéa za

K k'
XA 2

Slika 8.9: Primena simetrije ukrstanja.

+

proces ete” — ptp~ direktno daje i verovatnoéu za e put — e put.



ZADACI
8.1 Pokazite da je trag neparnog broja gama matrica jedank nuli.
8.2 Dokazite identitete (8.17) vezane za tragove sa 7y matricom.
8.3 Dokazite identitete date u (8.21).
8.4 Dokazite identitete kontrakcija gama matrica (8.25).
8.5 Dokazite sve identitete sa gama matricama koji su dati u ovoj lekciji ali u
d = 2 dimenzije prostorvremena.
4

8.6 Pokazite da Mandelstamove varijable zadovoljavaju s +t4+u = ) ., m?,
gde indeks ¢ prebrojava sve ulazne i izlazne Cestice.

8.7 Razmotrite rasejanje e"e~ — e~ e~ i nacrtajte dominantni dijagram za ovaj
proces.

8.8 Razmotrite proces ete™ — eTe™ i nacrtajte dominantni dijagram.

8.9 Izracunajte |M’121$rednjeno za proces e T — e~ uT. Uporedite rezultat sa

verovatnoc¢om koju smo rac¢unali na predavanju i pokazite na tom primeru da
zaista vazi simetrija ukrstanja. Pokazite da je veza izmedju Mandelstamovih
varijabli za ova dva procesa data sa

s —t
t— s

uUu—"u.



Lekcija 9

QED: elementarni procesi
(nastavak)

U danasnjoj lekciji nastavljamo razmatranje elementarnih procesa u kvantnoj
elektrodinamici. Racuna¢emo dominantne dijagrame za Comptonovo rasejanje
prikazane na slici 9.1. Kao i u prethodnoj lekciji, i ovde ¢emo na kraju ra¢unati
verovatnocu koja je usrednjena po spinovima i polarizacijama. Da bi smo ovo

Slika 9.1: Dominantni dijagrami za Comptonovo rasejanje.

racunali prvo moramo da se pozabavimo usrednjavanjem po polarizacijama fo-
tona, Sto ¢e biti predmet sledeéeg odeljka.

9.1 Wardov identitet

Posmatrajmo opsti dijagram sa spoljnom fotonskom nogom. Ovakav dijagram je
predstavljen na slici 9.2. Usrednjena verovatnoca koja dolazi od ovakvog dijagrama
je proporcionalna sa

> en(k)eur (k) MM (k)M (k)" . (9.1)

r=1,2

o7
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Slika 9.2: S-matri¢ni dijagram sa spoljnom fotonskom nogom.

Za foton koji propagira duz z-ose imamo k* = (k,0,0,k), odakle sledi e} =
(0,1,0,0) i e = (0,0,1,0), tako da gornja suma postaje
M (R) 2+ [MP(R) (9:2)

Posmatrajmo sad M* (k) malo detaljnije. Na osnovu Feynmanovih pravila o¢igledno
vazi identitet prikazan na slici 9.3. U elektrodinamici je interakcija data sa

\

¢

K

Slika 9.3: Zavisnost opSteg dijagrama od spoljne fotonske noge.

[ dzegj" Ay, gde je j* = Pyr1p. Odavde sledi

M (k) = / d &7 (10 (2)]i) | (9.3)

gde pocetna i krajnja stanja sadrze svu zavisnost osim one od izdvojene fotonske
linije.

U klasi¢noj teoriji imamo 9,j* = 0. Ova Noetherina struja odgovara (lokalnoj)
U(1) simetriji — ocuvanju naelektrisanja. Mi ¢emo od sada pretpostaviti, bez
dokaza, da je ova simetrija oCuvana i na kvantnom nivou, dakle da nije anomalna.
Direktna posledica ovoga je operatorski identitet 9,j* = 0, odnosno, svaka am-
plituda u kvantnoj elektrodinamici (sa bar jednom spoljnom fotonskom nogom)
zadovoljava tzv. Wardov identitet

ky MP(k) =0 . (9.4)
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Za foton koji se kreée duz z-ose ovo daje
MO(k) = M3(k) , (9.5)

sto zajedno sa (9.1) i (9.2) daje

> en(k)eur (k) MM (k)M (k)" =

r=1,2
= —|MO(R) PP + (MU (E)? + | MP(R)[P + [MP(R) P =
= _nuuMu(k)MV(k)* : (9'6)

Odavde sledi da (unutar dijagrama) mozemo da izvr§imo zamenu

Z €Zr(k7)5ur(k) — Ny - (97)

r=1,2

Primetimo da ovo nije jednakost, ve¢ da vazi samo unutar dijagrama, i to kao
direktna posledica Wardovog identiteta, odnosno gejdz simetrije. Izraz (9.7) nam
omogucava da na jednostavan nacin usrednjavamo po polarizacijama.

9.2 Comptonovo rasejanje

U ovom odeljku ¢emo se pozabaviti racunanjem dominantnog doprinosa Comptonovom
rasejanju datom na slici 9.1. Primenom Feynmanovih pravila odgovarajuca S-
matri¢na amplituda je jednaka

M= () i) (R
i~ ¥ +mo)

(p—K)? —myg

(—iepy” )us(p) Eur(k)gzr/ +

+ iy (p)(—ie0y”) (—ieoy")us(p) evr(k)ep, - (9:8)

Ovaj izraz se moze pojednostaviti koriséenjem (p £ k)2 —m3 =m3+2p-k—md =
+2p - k, kao i ¢injenice da p + mg jednostavno deluje na v”u. Naime

B +mo)y'u = (3"pu+mo)yu= (20" ="y )puu+ moy"u =
= 2p"u—~"(p —mp)u = 2p"u . (9.9)

Odavde dobijamo
M= —Z'e(Q)f,ZT/(k/)gur(k)ﬂﬁ (p/)A/WUS(p> ’ (910>
gde smo uveli oznaku

am _ B A 2P R - 29
2p - k 2p - k!

(9.11)
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Za prelazak na odgovarajuéu verovatnoéu koristimo

(uA*u)* = (uT’yoA“”u)T = uf Am Hou =
= a°A" T4y = aB* (9.12)

gde imamo

A0 l/k + 2,yl,LpI/ T ,Yl/,.yo,y,uk/ _ 271/p,u T
B — A0 YV Y Re 0 0 o 0 _
! ( 2p -k T 2p - K K
VM 2t MY = 29!
2p - k 2p - k!

(9.13)

Izraz za verovatnoéu Comptonovog rasejanja zahteva koriséenje eksplicitnih
formula za spinore u i v, kao i za polarizacije €,,. Mi ovo ne¢emo racunati. Kao i
u prethodnoj lekciji, posmatrac¢emo samo verovatnoéu za proces koji je usrednjen
po spinu. Koriséenjem (9.7) tada dobijamo

2 _ 661 * / — / 7%
|M|usrednjeno - Z Z ‘Sur’(k )EVT(k)US’ (p )A us(p) ’

r,r! s,s’

“Ug (p)Bpous’ (p/)gp r’(k/)szr(k) =

= - Zﬂs/ oz(p,)AHggus ﬁ(p)ﬂs 'y(p)B;w ~5Us! 6(p/) =
5,8

o
o

tr (A (5 -+ mo) By (§ +mo)) =

*‘k‘omu; =~ ‘c(;b.u

tr ((p' +mo) A" (h+ mo)Buw) - (9.14)

Ubacivanjem eksplicitnih izraza za A*” i B*” dobijamo

4
9 ey I II + III IV
. o= + + 9.15
‘M‘usrednjeno 16 <(p . k)Q (p . k)(p . k./) (p i k/)2 ) ( )

gde smo uveli sledece tragove

I = tr(f +mo)(Y"ky" + 29"p") (P + mo)
IL = tr (f +mo)(V"Fy" +29"p")(p+ mo)
I = tr (f +mo)(VFA" —29"p")(h +mo
IV = tr (¢ +mo)(Y"F" —2¢"p") (P +mo

Ako se setimo da je M = M + My onda vidimo da trag I dolazi od |M|?, trag II
od My M3, trag III od M3 Mas, a trag IV od |M;]?. Odavde sledi da je IT = IIT*.
Iz gornjih izraza vidimo da su ovi tragovi realni, pa sledi I = III. Sa druge strane,
simetrijom ukrstanja dobijamo I <+ IV pod uslovom da izvr§imo zamenu k < —k’.
Dovoljno je dakle izracunati tragove I i II.

Yoy + 27.p0) (9.16)
Nk = 20pu)  (9.17)
(Vhkyu +2vup0)  (9.18)
(Vv = 29pp) - (9:19)

— — = =
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Predjimo sad na eksplicitno ra¢unanje traga I. Iz (9.16) dobijamo

I o=t (0" Fy k) + 207 tr (P Pk +
+2py tr (P ey By + dmi tr (PM ) +
+mgtr (Y By k) + 2mEp” tr (Y k) +
+ 2mipy, tr (YEY y,) + Amitr (v,) (9.20)
Pri raspisivanju gornjeg izraza treba samo voditi racuna o sabircima sa¢injenih od
parnog broja gama matrica. Kao $to znamo, tragovi neparnih ¢lanova su nula.

Celokupni izraz I je sveden na osam tragova koji se jednostavno rac¢unaju
primenom gama matri¢nih identiteta koje smo ranije izveli. Na primer,

tr (P By prkre) = 0 PETPET 6T (Vo Yoy e e ) =
= 20/ PEDMET tr (7, oY) = A0 PECPAET tr (7700 Ys) =
= 16p,pkgp>\k7—(npan)\'r = NoANlor + 77,07'770)\) = 32(]) : k) (p/ : k) . (921)

U gornjem slucaju smo pored ciklicnosti traga, dva puta primenili kontrakcioni
identitet v*y v, = —27,, kao i izrza za trag Cetiri gama matrice. Na slican nacin

20" tr (Py"prokv) = 200 P07 kMt (o Yo an) =
= —4p"p' Pk tr (v, Ye) = —16mi(p - k) . (9.22)

Ovde je, na primer, koriS¢en kontrakcioni identitet v*v,v,v\7u = —27\7Yo. Pre-
ostali tragov se takodje jednostavno rac¢unaju, i dobijamo

2p, tr (P ) = —16mg (v - k) (9.23)

Am tr (P pya) = —32mi(p - p') (9:24)

m tr (Y fy) = 0 (9.25)

2mgp” tr (Y k) = 2mipy tr (v Fy ") = 32mg(k-p) - (9.26)

4mg tr (Yy.) = 64my . (9.27)
Na kraju, izraz za I postaje

I=16(4mg — 2m3(p-p) +4mi(p- k) —2m3(® - k) +2(p - k)(p - k)) . (9.28)

Prethodni izraz se moze napisati na mnogo pregledniji nacin koris¢enjem Man-
delstamovih varijabli. U ovom slu¢aju imamo

s=p+k) =mi+2p -k (9.29)
t=( —p)*=2m5—2p (9-30)
u=(k—p)2=md—-2k-p, (9.31)

kao i s+t + u = 2m3. Na osnovu ovoga dobijamo

I=16 <2mé +ma(s —md) — % (s —md)(u— m%)) . (9.32)



Simetrija ukrstanja nam daje I <= IV uz zamenu k < —k’, tj. s < u. Dakle,

IV =16 (2m3 +md(u —md) — % (s —md)(u— mg)) : (9.33)

Na isti nacin se rac¢una i preostali trag za koji dobijamo
IT = III = —8 (4mg + mg(s — m3) + m(u —mf)) . (9.34)
Na samom kraju, usrednjena verovatnoca za Comptonovo rasejanje glasi

M :€3<2m3+2m3(p-k>+2<p-k><p-k:’>_
usrednjena (p k)2
4mé + 2mg(p k) — 2mg(p‘ k")
- (p-k)(p-¥)
L 2mi = 2mi(p - K) + 2(p - k)(p - k’)) _

(p- k)2
s

me (L),
TO\pk pK

)
ZADACI

9.1 Dokazite da vazi 3.° v—0 Epr(k)evr(k) = =1y, tako da Wardov identitet prosto
izbacuje vremenske i longitudinalne fotone iz (9.7).

_l’_

9.2 Pokazite da amplituda prikazana na slici 9.1 zadovoljava Wardov identitet.

9.3 Izracunajte trag II i pokazite da je on zaista dat formulom (9.34).

9.4 Koristedi verovatnocu (9.35) izracunajte diferencijalni popre¢ni presek di‘)’be

za, Comptonovo rasejanje (Klein—Nishinova formula) u laboratorijskom ref-
erentnom sistem. U ovom referentnom sistemu upadi elektron miruje, a 6
oznacava ugao izmedju pravca upadnog i rasejanog fotona.

9.5 Koristite simetriju ukrstanja da povezete Comptonovo rasejanje sa elektron-

pozitron anihilacijom e~et — 2. Za ovaj proces izracunajte diferencijalni
poprecni presek d(flgse u sistemu centra mase. U ovom slucaju 0 je ugao
izmedju upadnog elektrona i jednog od kreiranih fotona. Kako se ponasa

ovaj popre¢ni presek u limesu visokih energija?

9.6 PokaZite da e”et — ~ nije kinematicki dozvoljen proces.



Lekcija 10

QED: radijacione popravke

Veé smo videli da je u skupu svih Greenovih funkcija (ili S-matriénih ampli-
tuda) dovoljno poznavati samo one koje su date povezanim dijagramima. Podskup
povezanih dijagrama je dovoljno bogat da iz njega (mnozenjem) slede sve ampli-
tude. Dvocesti¢na povezana Greenova funkcija se jo§ zove puni propagator. Puni
propagator za fotone je prikazan na slici 10.1. Danas ¢emo se sresti sa jedanput

_a,

W

Slika 10.1: Puni fotonski propagator.

ireducibilnim (1PI) dijagramima. Ovi dijagrami predstavljaju jo§ uzi podskup
svih dijagrama. Dvocesti¢ni 1PI dijagram za fotone, tzv. vakuumska polarizacija,
je prikazan na slici 10.2. 1PI dijagram je onaj deo odgovarajuce povezane ampli-

Ve = 11

91 \Y
Slika 10.2: Polarizacija vakuuma.

tude koji se setenjem jedne unutrasnje linije ne raspada na dva dela. Pored toga,
1PI dijagrami se definiu bez spoljnih noga. Patrljci na 1PI dijagramima samo
oznacCavaju mesta na koje se naknadno kace odgovarajuce spoljne noge.

63
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10.1 Puni fotonski propagator

Tenzorska struktura vakuumske polarizacije nam daje da je II*” oblika
" (q) = 0" A(¢®) + ¢"¢"B(¢*) (10.1)

gde su A i B dve skalarne funkcije. Sa druge strane, Wardov identite g, II"” = 0
daje

" (q) = (¢*n"" — ¢"¢")T(¢?) , (10.2)
tako da je polarizacija vakuuma, u stvari, odredjena samo jednom skalarnom
funkcijom II(¢?). Korisno je uvesti transverzalni i longitudinalni projektor

qq”
PT'uV = 77“1/ — ? (103)
v q"q”
P = 2 (10.4)

Lako je pokazati da us P/* 1 P""” idempotentni, ortogonalni i da vazi P/ +
P " = ntv. Polarizacija vakuuma se sad moze napisati i kao

" (q) = P ¢*11(q?) . (10.5)

Moguée je pokazati da je funkcija IT(¢?) regularna u tacki ¢? = 0.
Puni fotonski propagator se moze lako izraziti preko polarizacije vakuuma.
Ova veza je prikazana na slici 10.3. Ova jednakost nam daje da je puni fotonski

e e« o

Slika 10.3: Puni fotonski propagator izrazen preko polarizacije vakuuma.

propagator jednak

—dm§~+<—4Z§)iP{”ﬁfﬂf)(—d%§)—%

q
n Mo\ . 17
+ < 1’?) iP7 ¢*TI(q?) <—2;2> i PR T <_qu2u> +
1 1
L5 N + Z?PT ,LLl/H<q2) + _172PT MVH(q2)2 + =
1 . 1
= —Z?PL v Zq2(1_—1_[(q2))PT e (106)

Na osnovu rezultata iz prethodne lekcije, prilicno je jednostavno ubediti se da
P, deluje trivijalno unutar S-matriénih amplituda. Kao posledica ovoga, pri
racunanju S-matricnih amplituda mozemo za puni fotonski propagator koristiti
jednostavniji izraz .

— i

¢ (1-T(g2) 1o
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Kvadrat fizicke mase m? jedne Gestice se ocitava iz pola odgovarajuéeg punog
propagatora. Kod slobodnih cestica pol je u m%, te su fizicka i gola masa jednake.
U slucaju opste teorije polja pol punog propagatora se viSe ne poklapa sa polom
slobodnog propagatora. Drugim rec¢ima, pod dejstvom interakcija, fizicka masa
viSe nije jednaka goloj masi. Izuzetak ovom pravilu su upravo fotoni. Kao Sto
vidimo iz (10.7), ¢injenica da je II(¢?) regularno u ¢*> = 0 dovodi do toga da pol
punog fotonskog propagatora ostaje u ¢> = 0. Fizicka masa fotona je dakle nula.
“Krivac” za ovo su Wardovi identiteti, odnosno gejdz invarijantnost.

U blizini pola puni fotonski propagator postaje

— UMy ~ Zs — UM
¢* (1 —11(¢?)) q>

(10.8)

gde smo uveli oznaku Zs = Puni fotonski propagator dolazi u dija-

1
1-TI(¢%) "
gramima kao Sto je

Odavde vidimo da se propagatoru moze dati kanonicka normalizacija ako u
svaki od verteksa apsorbujemo po jedan v/Z3. Na ovaj naé¢in smo definisali fizicko
naelektrisanje

€ =€ Zg . (10.9)

10.2 Polarizacija vakuuma do na jednu petlju
Dominantni dijagram za polarizaciju vakuuma je prikazan na slici 10.4. Za razliku

od procesa koje smo do sada razmatrali, ovaj dijagram ima u sebi jednu zatvorenu
petlju. U ovoj aproksimaciji imamo

Slika 10.4: Dominantni doprinos polarizacije vakuuma.

I (g) = —(—ieo)z/ (;:)4 tr <,Yu% _imofyl/% K ;_ mo) -
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B dk F+mo , K+g+mo \
a —e%/ (2m)4 b (fwk? —mgfy (k+q)? —m%) -
dk 1
B _e%/ (2m)* (k2 = mg)((k + ¢q)* — mg) tr (Y*(k +mo)y" (K + 4 +mo)) =

= —462/ di K'(k+q)" + K (k+ )" =0 (k- (k+q) — m})
0 (27‘(‘)4 (kQ _ mg)((k} + q)2 — m%) .

(10.10)

Na prvi pogled, gornji integral deluje prilicno komplikovano. U sledeé¢em odeljku
¢emo izloziti Feynmanov metod za dovodjenje ovog integrala u jednostavniji oblik.
10.3 Feynmanovi parametri

Krenimo od sledeceg jednostavnog identiteta

1 1 1 1 1
R ~ [ dwdys(rty—1)— (1011
AB /0 A+ (1—2)B) /0 vdyd(zt+y =D e - (101

Drugi korak je ocigledan, a prvi se dokazuje smenom z = A + (1 — x)B. Nesto
opstiji identitet, koji se takodje jednostavno dokazuje, glasi

1 1

I'(n)
(a;lAl +x9A9 + ...+ ann)" '

(10.12)

Najopstija formula koja nam treba se dobija iz ove uzastopnim diferenciranjem.
Ako gornju difernciramo m; — 1 puta po A, ms — 1 puta po As, itd. posle
sredjivanja dobijamo

1
ATAE

1
Am":/ dridxe - -dx, 0 (r1+ 22+ ... + x5 — 1)
AT 0

g gme—l C(mi+...+my)

. 10.13
($1A1 +x9A9 + ...+ .I'nAn)m1+"'+m” F(m1> . F(mn) ( )

Primetimo da gornji identiteti vaze ¢ak i kad m;-ovi nisu celobrojni.
U problemu koji nas interesuje Feynmanovi parametri nam omogucuju da
napisemo

1 = /ldaz ! -
(k2 —mg) (k+9)? =mg) — Jo  (1—a2)(k2 —m2) +a((k+q?—m3)*

/1 1
0 (k% — m3 + 2zk - ¢ + x¢?)?

1 1
= /deM, (10.14)
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gde smo uveli £ = k +xzq i A = m3 — z(1 — x)¢>

polarizaciju vakuuma postaje

iIlI" (q 460/ dm/ )2-

(200" + 22 (x — 1)q q" — (€2 +z(z —1)¢® — m2) n') . (10.15)

Koristeéi ovo, amplituda za

Pri izvodjenju gornje formule smo ve¢ koristili ¢injenicu da iz sferne simetrije sledi

e
/(27?)4 @—ap =0 (10.16)

Integral (10.15) je UV divergentan. U sledeé¢em odeljku ¢emo izloziti regular-
izacionu perskripciju za ovakve integrale koja ¢uva Wardove identitete, tj. gejdz
invarijantnost.

10.4 Dimenziona regularizacija

Primetimo da integral (10.15) nije divergentan u nizim dimenzijama. Osnovna
ideja 't Hooftovog metoda dimenzione regularizacije je zato da se gornji integral
racuna za opSte d. Dobijeni rezultat se zatim interpretira da vazi i za necelobrojne
vrednosti d. Na samom kraju vr$imo analiticko produzenje d — 4.

U d dimenzija integral (10.15) glasi

d
iI1" (¢ 460/ dx/ dﬁ ! INES

(200" + 22 (x — 1)q q’ (EQ +z(z—1)¢® — m2) ) =

diy 2
— —4 2 ARV
80/0 d“"( / @nd (@—ap "

+ BW/ ggd G _1A)2> , (10.17)

gde smo uveli
AR = (—1 + 2) nH (10.18)
B" = 2z(x —1)¢"q" + 0" (m§ — x(z — 1)q°) . (10.19)

Pri izvodjenju ovoga smo opet iskoristili sfernu simetriju (ovog puta u d dimenzija)
i stavili

d wpv Ny d 2
/(de ;e g e (10.20)

om)d (2= A2~ d ) (2m)d (12— A)?
Standardni na¢in da se urade preostali integrali je da se prvo izvsi Wick rotacija
iz prostora Minkowskog u Euklidski prostor. Impulsi se Wick rotiraju tako Sto
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vremenske komponente stoje u vezi KOE = —i/Y, dok prostorne komponente ostaju
iste!. Odavde sledi d*p = —id%, kao i 6123 = —/(2, tako da dobijamo
d 2 d 2
/ o £ —z‘/ dle - % (10.21)
(2m)d (02 — A —ig)? (2m)d (¢4 + A)?
die 1 die 1
/ = / b . (10.22)
(2m)d (2 — A — ig)? (2m)d (62 + A)?

Primetimo da smo u Minkowski izrazima opet eksplicitno pisali i ¢lan. Kao §to
znamo, upravo taj ¢lan i dozvoljava da vrsimo Wick rotaciju. U slede¢em odeljku
¢emo dati generalnu preskripciju za reSavanje ovakvih Euklidskih integrala.

10.5 Integralne formule

U ovom odeljku ¢emo se pozabaviti izvodjenjem integrala koji se javljaju pri di-
menzionojo regularizaciji kvantnih teorija polja. Neka je /g vektor u d dimen-
zionom Euklidskom prostoru. Posmatrajmo integral

deg 1 a9y [ pd—1
- A - 10.2

Kao s§to vidimo, integrand zavisi samo od radijalne koordinate. Integrali po
uglovima daju povrsinu d-dimenzione sfere jedini¢nog radijusa. Ovaj ugaoni inte-
gral mozemo jednostavno izracunati pomocu sledeceg trika

d
(Vr)t = (/ dre” 12> /ddﬁee2
/ dQy / derd=te™" = / dy / de? ()1t =

T(d/2) / dQy . (10.24)

A0y 2
/ (2m)d ~ (4m)d20(d/2) (10.25)

Pogledajmo sad radijalni integral

00 gd—l 1 ) (£2)d/2—1

—

D]
Odavde sledi

Smena promenljivih
A

—_— 10.
PrA’ (10.27)

xTr =

1Setimo se da se Wick rotacija koordinata ostvaruje preko % = iz°. Na ovaj nacin dobijamo
(z-pe=z-p.
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nam daje
9 11—z
2 = A (10.28)
x
A
ar = fﬁdx, (10.29)

tako da gornji radijalni integral postaje

1 d/2A/1 A—df2—1/1 _ ~dj2—1 _ L ap—al(A—d/2)I'(d/2)
2A ; dx x (1—2) = 2A T(4) . (10.30)

Odavde sledi da je nas pocetni integral jednak

| _

Ova formula ¢e nam posluziti kao definicija integracije za arbitrarno d € C.
Kao $to znamo, Eulerova gama funkcija I'(z) ima izolovane polove u tackama
z=0,-1,-2,-3,.... Odavde vidimo da gornji integral divergira u d = 2A4,2A +
2,2A + 4, ... dimenzija. Na primer, pri racunanju dominantnog doprinosa polar-
izacije vakuuma imali smo A = 2, §to, kao $to smo i videli, divergira u d = 4. Mi
¢emo izvrsiti regularizaciju time Sto ¢emo raditi u d = 4 — € dimenzija. Na samom
kraju ra¢una ¢emo uzeti limes € — 0+4.

Podjimo od naSe osnovne integracione formule (10.31) i izvr$imo skaliranje

0% — V/t . Odavde dobijamo

/ gffd e SR oAttt o

Diferenciranjem ovog izraza po t dobijamo

A 02 d, g —app T(A—=d/2) \4o-a
/ (2m)1 (w%i)/m:‘? 7 (am) mTA)A/z - (10.39)

Ako sad stavimot =11 A+ 1 — A dobijamo

/ (Cgiffd @ j_%A)A — g (4m) =42 I'(A ;(CZ)Q —1) Al+d/2-A (10.34)

Na slican na¢in mozemo izvesti i ostale integralne identitete koji nam budu trebali.

Vreme je da se vratimo naSoj amplitudi za polarizaciju vakuuma. Koristeci
(10.21) i (10.22), kao i integralne identitete (10.31) i (10.34), nas izraz za polar-
izaciju vakuuma postaje

1 _
dM(q) = —deg /0 da < — z‘A‘“’g (47) /2 F(lr(;)l/ 2) pd/2-1 +



70 LEKCIJA 10. QED: RADIJACIONE POPRAVKE

+ Z’B‘uy(47'r)7d/2 F(21_‘_(2()i/2) Ad/22> —

= dieg(4m) "2 / o (n“”u —d/2)T(1 — dj2) A% —
0
- <2$($ —g"q” + 0" (mf — x(x — 1)q2)>r(2 - d/2)Ad/2—2> =

1 J—
= 4ie%(47r)_d/2/ dx <77‘“’F(2d/2) 2x(x — 1)¢* —
0

A2—d/2
—2z(r — 1)q“q”r(z2_j/22)) =
= 8ieg(4m) P02 - d/2) (" ¢* — ¢"q") -
: /01 de x(x — 1)AY?72 (10.35)
Dakle, odavde sledi
I1(¢?) = 8e2(4m) /21 (2 — d/2) /01 dr x(z —1)AY?72 (10.36)

gde je A =m2 — x(x — 1)¢>.
Sada stavljamo d = 4 — €. Za malo € vazi

['(2—-d/2) =T(e/2) =2/e — v+ o(e) , (10.37)

gde je v = 0.5772... tzv. Euler-Mascheronijeva konstanta. Koriste¢i ovo dobi-
jamo
S In A
I(¢°) = (4%)2/0 rzx(l—z)(2/e—InA—~) . (10.38)
Gornji izraz nam omogucava da uspostavimo vezu izmedju golog i fizickog
naelektrisanja. Uzimajuéi u obzir samo divergentni deo od (10.38), formula (10.9)
nam daje

e = L et~ (1+ i)e2 ~(1+ i)GQ (10.39)
1 - (;i) ’ 6mre’ V 6me’ .
e

Primetimo da je gornje izvodjenje perturbativno, tj. racunato kao razvoj u red po
e2. Sve do samog kraja € je konac¢no. Poslednji korak u gornjoj aproksimativnoj
formuli je doSao kao posledica toga da smo sve rac¢unali do na ¢lanove koji su
proporcionalni sa €3. Uzimajuéi u obzir definiciju konstante fine strukture, gornja
relacija se moze napisati i kao

e?—et  2a

N — . 10.40
6(2) 3me ( )
Tek sad smemo da uzmemo ¢ — 0. Odavde vidimo da je razlika izmedju golog
i fizickog naelektrisanja beskonacna. Golo naelektrisanje, medjutim, nije fizicki
merljivo — to nas i spaSava. Golo naelektrisanje se i odredjuje tako da daje pravu
vrednost za fizicko naelektrisanje.



ZADACI

10.1 Pokazite da se, pri racunanju S-matri¢nih amplituda, (10.7) moze uzeti za
puni fotonski propagator teorije.

10.2 Dokazite formule za Feynmanovu parametrizaciju.

10.3 Iskazite puni elektronski propagator

P
—

preko odgovarajuéeg 1PI dijagrama

Izracunajte dominantni doprinos amplitudi X(p). Koristite dimenizionu reg-
ularizaciju. Do na ovaj red, izra¢unajte m — mg. U blizini pola, puni elek-
tronski propagator ima oblik
129
p—m’

Izracunajte Zs.
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Lekcija 11

QED: radijacione popravke
(nastavak)

Kao i u prethodnoj lekciji, i danas ¢emo posmatrati jedan 1PI dijagram. Skup 1PI
dijagrama je dovoljno bogat da generiSe sve Greenove funkcije. Lako je videti da u
elektrodinamici postoji samo jedan dijagram sa tri spoljne noge!. Ovaj dijagram
je pokazan na slici 11.1.

=—ig, Y —ig,d"(p'.p

Slika 11.1: Verteksna funkcija do na jednu petlju.

11.1 Trocesticna verteksna funkcija

Amplituda dI'* pretstavlja prvi netrivijalni doprinos trocesti¢noj verteksnoj funkciji.
Na osnovu Feynmanovih pravila dobijamo

d’k —in ik +mg
6]?\“ / — vp 1 L P A
(r,p) /(27T)d = p2 e 0 )k’2—m%+is
¥+ mo

_r F (_s Py —
P —md el n”)

1 PI dijagrami sa tri ili vie spoljnih nogu se zovu verteksne funkcije.
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, 2/ d'k Vo (1 + mo)y* (iff + mo)y”
(

— 0 2m)¢ ((k — p)2 —i—ze) (k'2 —mi + ie) (k2 —m3 —ig) (1L.1)

I u ovoj lekciji ¢emo korisititi dimenzionu regularizaciju, te iz tog razloga, od samog
pocetka, amplitudu ra¢unamo u opstem broju dimenzija. Pored toga, korisno je da
ovog puta sve vreme vodimo racuna o i€ regularizaciji Feynmanovih propagatora.
Feynmanova parametrizacija primenjena na imenilac gornje podintegralne fun-
kcije daje
1 J—
((k —p)2 +ie) (k2 — mg +ie) (k2 —mi —ie)

1
2
/0 d:cdydzé(x+y+z—1)D3 , (11.2)
gde, koristedi ¢injenicu da je x + y + z = 1, dobijamo
D = a(k®—mp) +y(k'* —mf) + 2(k — p)* + (v +y + 2)ic =
= a(k* —mj) +y((k+q)* = mf) + z(k — p)* +ie =
= (z+y+2)k* = (x+y)m2+y(g* +2k-q) +2(p> — 2k -p) +ic =
= K +2k- (yqg— 2p) + yq* + 2p° — (x + y)mj + i =
= (k+yq+2zp)* — (yg — 2p)° +yq* + 2p° — (¢ + y)mj + ic =
= - Atic. (11.3)
U poslednjem koraku smo uveli sledeée oznake
¢ = k+yqg+zp (11.4)
A = —2yzq-p+(1—2)md. (11.5)

Sa druge strane, brojilac u podintegralnoj funkciji se moze pojednostaviti uz
pomo¢ kontrakcionih identiteta za gama matrice. Izvedimo prvo ove identitete
za opste d.

YAy = 20" =)y = (2 = d)y” . (11.6)

U poslednjem koraku smo prosto iskoristili ¢injenicu da je 7*v, = d. Slededi
identitet se dobija na isti nacin

VY APy = (20" = A A )Py =
=29P4Y — (2 = d)y'yP =AY — (4 — d)y'AyP . (11.7)

Potreban nam je samo joS$ i sledeéi identitet. Za njega dobijamo

VA AN = (20 =AYV T =
= 29"y =4 (4”7 — (4 — d)y"7) =
= =297 + (4 = d)y""7 . (11.8)
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Brojilac sada postaje

Vo ik 7Y + mo)y" (iK™ +mo)y” =

= —k' k"o vy + i mok’ Typvet P +

+ i mok™ Yy ey’ 4+ migynt =

= K7k (<2997 + (4 = d)ye"vr) + imok’7 (40F — (4 — d)7.7") +
+imok (405 — (4 — d)y'y,) +mp(2 — d)y* =

= 2§y F — (4 — YA E + dimo(k + KM —

+ (4= dYimo(Fy" + k) +m5(2 — d)y" . (11.9)

Sada je potrebno da impulse k i k' izrazimo preko £. Imali smo

L=k+yqg—zp (11.10)
K =k+q, (11.11)

odakle sledi
k=l—yqg+z2p=L—yp+(1—2)p=L+ A (11.12)
K=0—(y—1)g+zp=0+(1—y)p—ap=(+B. (11.13)

Nas$ brojilac je sada

20+ AN (E+B) - A=A+ B+ A)+
+4i mo(20F + A* + BF) —

—(A=d)imo (£ +B "+ L+ A)) +mi2—d)* . (11.14)

Pri mnozenju gornjih ¢lanova mozemo odbaciti sve one koji su linearni po ¢, posto
¢e oni dati nulti doprinos posle integracije. Ako ovo uradimo dobijamo

(d=2)A"L+2A4" B — (4 —dp'A +
+4imo(A* + B") — (4 — d)imo(B " +
YA+ mp(2 — d)y* (11.15)

Kao §to znamo, pod integralom éemo moéi da zamenimo £4¢¥ za 1/d £?>n*¥. Ako
ovo uradimo, brojilac efektivno postaje

d—2)?
=2 o (11.16)

gde C' ne zavisi od £. Jednostavan ra¢un daje

C' = 2A'B — (4— d)BA"A +4imo(A" + BY) -
—(4—d)imo(B " +7"A) +m3(2 - d)y” . (11.17)
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Ovaj izraz se dalje moze pojednostaviti. Da bismo to uradili iskoristimo

AV'B = AcB:(T) =
= A;B; (217" —H797) =
= AoBr(2n7HT =207yt +4HyT7) =
= AoBr (207" = 27TM + 201707 — —4T17) =
= a“E —2a-By" +2B*A — BAHA (11.18)
kao i
BA" = By = By (207t —4¥47) =2B" =" B . (11.19)

Na osnovu ovoga dobijamo

Cr = 4APB —4A By +4B"A + (d—6)By"A +
+4imo(A* 4+ B) — (4 — d)imo (2B + " (A — B)) +
+m3 (2 — d)y" . (11.20)

Na kraju, posle svih pojednostavljenja, amplituda (11.1) postaje

1
5Fﬂ(p’,p):/ drdydz 6 (x +y+ 2z —1)-
0

(A2 M/ die 2
( 20— | Gad (B Atiep

ddﬁ 1
+2ie2C* / AHE)?’). (11.21)

Kao sto vidimo, ie preskripcija radi svoj posao, tj. omoguc¢ava nam Wick rotaciju,
odnosno prelazak na Euklidske integrale. Koristeéi integralne formule iz prethodne

lekcije dobijamo
/ d 72 B z/ dg Iz B
(2m)d (02 — A + i€)3 (2m)d (62 + A)?

— Z;(4ﬂ')d/2r(2 — d/2) Ad/272 —

I'(3)
= z’%l(z;w)—d/?r@ —d/2)AY?2 (11.22)

de 1 o fdy 1
/@ﬂNW—A+®“_Z/@ﬂN%+AP

e TB—df2) caes
__1(47_‘_) d/ZWAd/2 3 _

:_;@ﬂwmng_wmAW%s. (11.23)

kao i
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Stavimo sad d = 4 — e. Amplituda koju smo rac¢unali sad postaje

> 1
oTH(p',p) = % / dxdydzé (x +y+ 2 — 1)
(4m)% Jo
(- 20UmPrepa Py onat) . (ay

Koristedi T'(¢/2) = 2/e =y + ..., kao i X9/? = e/2"X =1 £ ¢/2In X + ..., gornji
izraz daje

2 1
! — 60 —1)-
ST (P, p) (4%)2/0 dxdydzd (x +y+ 2 )
(o 2eyem@apmyreoat) . )

Iz gornjeg izraza vidimo da je UV divergentni deo proporcionalan sa +*, te da
se ova divergencija moze apsorbovati u renormalizaciju golog verteksa, odnosno
golog naelektrisanja. Ostatak amplitude je UV konacan. Teorije sa bezmasenim
cesticama, kao §to je elektrodinamika, pate od jedne druge vrste divergencija —
od divergencija koji nastaju pri niskim energijama, tzv. IR divergencija. Mi se
neéemo baviti IR divergencijama?.

Koristeé¢i gornju formulu dobijamo da je za p = p’ = 0 verteksna funkcija
jednaka

2 1
(4?)27“/0 dxdydzd (x +y+ z — 1)-

-<f42721n<(1_2?m%)1iz> : (11.26)

Poslednji ¢lan je IR divergentan. Na samom kraju, kao komenatar, primetimo da
u gornjim izrazima imamo logaritme dimenzionih veli¢ina. Ovaj problem se reSava
na jednostavan nacin. U Feynmanovim pravilima treba zameniti eg — eopu~%/2
gde je p nova, arbitrarna masena skala. Ovakva zamena ¢ini da konstanta in-
terakcije ima ispravne dimenzije i van d = 4, $to nam je potrebno kad koristimo
dimenzionu regularizaciju. Ovakvom zamenom svi logaritmi deluju na bezdimen-
zione veli¢ine. Kao §to vidimo, nas krajnji rezultat sad zavisi od jedne arbitrarne
masene skale. Ovim ¢emo se detaljnije baviti u predmetu Kvantna teorija polja
2 — pri razmatranju renormalizacione grupe. Za sada je dovoljno reéi da skalu
u treba birati tako da odgovara karakteristi¢noj energiji na kojoj se posmatrani
proces dogadja.

STH(0,0) =

2 Amplitude u elektrodinamici su IR divergentne zbog postojanja izrazito niskoenergetskih,
tzv. ‘mekanih’, fotona. Mekani fotoni nisu opservabilni (svaka aparatura ima neku donju granicu
energije koju moze da detektuje). Ispostavlja se da se IR divergentni doprinosi svih dijagrama
sa dodatnim spoljnim mekanim fotonima krate. Elektrodinamika je dakle ne samo UV, ve¢ i IR
konagna.





