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SAZETAK

U ovom radu prezentujemo i analiziramo novu algebarsku aproksimativnu Semu
za racunanje funkcionalnih integrala dobijenu primenom opSteg metoda Gausovog
polovljenja. Uspesnost nove algebarske Seme analiziramo na primeru generiSuceg
funkcionala i srednje vrednosti polja, porede¢i novodobijene izraze sa egzaktnim rezul-
tatima, kao i sa rezultatima dobijenim primenom standardne semiklasi¢ne aproksi-
macije do na jednu petlju.

Klju¢ne reci: Funkcionalni integral, Kvantna teorija, Monte Karlo metod

1. Algebarska formula za funkcionalni integral

Metoda Gausovog polovljenja funkcionalnih integrala koju smo razvili u seriji prethodnih radova
[1-3] daje nacin da se funkcionalni integral nekog pocetnog dejstva diskretizovanog na N podeo-
nih tacaka prepise kao funkcionalni integral novog efektivnog dejstva (dobijenog resavanjem
odredene rekurzivne relacije) diskretizovanog na N/2 podeonih tacaka. Pored toga, u tim
radovima je pokazano da je greska ove metode proporcionalna sa 1/N2. Iteriranjem proce-
dure Gausovog polovljenja se prelazi na sukcesivno sve grublje diskretizacije, a greska celog niza
polovljenja dominantno dolazi od greske poslednjeg (najgrubljeg) koraka. U radovima [1-3] smo
pokazali da se na ovaj naCin ¢ak i za izuzetno male vrednosti N dobija odli¢no slaganje sa
egzaktnom vrednoséu generisuéeg funkcionala. Za tipi¢ni slucaj se dobija da novi algoritam sa
N = 3 (odnosno sa 2 integrala)! daje rezultat iste preciznosti kao i definicioni algoritam [4] sa
100 integrala.

U ovom radu ispitujemo najgrublju aproksimaciju do koje se dolazi primenom Gausovog
polovljenja — aproksimaciju koja polazi od pocetne N = 2° diskretizacije i koja se (u s koraka
iteriranja rekurzije) spusta do N = 1 (dakle do algebarskog izraza u kome nema integracija). Os-
novni razlog za ovo ispitivanje je da se dobije nova algebarska aproksimativna Sema za racunanje
opsteg funkcionalnog integrala i da se odredi preciznost te algebarske Seme.

Kada bi u definicionom algoritmu funkcionalni integral zamenili njegovom najgrubljom dis-
kretizacijom jasno je da ne bismo dobili dobre rezultate. Ovaj pristup je ekvivalentan pristupu
u kome bi ocekivane vrednosti polja aproksimirali sa (¢(t)) = 1/2(q(0) + ¢(T)) = 1/2(q; + q5)-
Na ovaj nac¢in bi se u potpunosti zanemarila dinamika posmatranog modela i sve bi zavisilo
samo od pocetnih uslova g; i qy. Za razliku od definicionog algoritma u N = 1, metod Gausovog
polovljenja sadrzi dinamiku, tj. do N = 1 izraza dolazimo tako $to polazimo od kontinualne

!Broj integracija je za jedan manji od broja podeonih tacaka.



teorije koju (u beskona¢no koraka polovljenja) spustimo do N = 1. Ovo se postize reSavanjem
linearizovane rekurentne relacije i koriséenjem beskonacnog iterata, ¢ime dobijamo funkcije G1?
i VIin (kineticki i potencijalni ¢lan krajnjeg efektivnog dejstva). Kao &to je pokazano u radovima
[1-3], ove funkcije su date sa
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tj. predstavljaju jednostavne funkcije od G i V' (kinetickog i potencijalnog ¢lana pocetne teorije).
U gornjim izrazima je ey = T//N, gde je T ukupno vreme propagacije, a N broj podeonih tacaka
diskretizacije. Generisuéi funkcional je sada dat jednostavnim (algebarskim) izrazom
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2. Analiza algebarske formule

Kvalitet upravo prezentovane nove aproksimacije svakako je bolji od kvaliteta aproksimacije koji
se dobija koriS¢enjem originalne aproksimativne formule. Svi rezultati dobijeni su koriséenjem
numericke Monte Karlo simulacije [3, 5, 6]. Na slici 1 je nova aproksimacija uporedena sa
naivnom N = 1 aproksimacijom, ali i sa egzaktnim rezultatom i sa 1-loop (tj. semiklasiénom)
aproksimacijom. Prikazani rezultati su za anharmonijski oscilator sa pocetnim uslovom ¢; = 0
i kvartiécnim anharmonicitetom g = 1 (levo), odnosno g = 10 (desno). Sa grafika se vidi da je
kvalitet nove algebarske aproksimacije (bar) uporediv sa 1-loop aproksimacijom.
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Slika 1: (levo) Generiduéi funkcional ra¢unat egzaktno, pomoéu 1-loop aproksimacije i pomoéu nove aproksima-
tivne formule (bez integrala). Nova aproksimacija dobro radi zato §to u sebi sadrzi kontinuum limes linearizovanog
Gausovog polovljenja. Poredenja radi, prikazano je i Zny za N = 1, odnosno definiciona formula za funkcionalni
integral bez integrala. Parametri teorije su g = 1, j = 0, T = 1, a broj Monte Karlo koraka je Ny¢ = 107.
(desno) Isti grafici, samo za g = 10.

Algebarska aproksimacija za generiSuci funkcional se moze koristiti i za racunanje Grinovih
funkcija, sto ¢emo ovde prikazati na primeru srednje vrednosti polja. Srednju vrednost ra¢unamo
koris¢enjem formule
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Slika, 2: Ocekivana vrednost {(q(t)) racunata egzaktno, pomoéu 1-loop aproksimacije i nove aproksimativne
formule. Kompletnosti radi, prikazano je i odgovarajuée klasi¢no resenje. Na umanjenom grafiku se vidi detalj
gornje slike. Parametri teorije su g =1, j =0, T = 1, a broj Monte Karlo koraka je Nas¢ = 107.

Na slici 2 je prikazano (¢(t)) za anharmonijski oscilator rac¢unato egzaktno, semiklasi¢no i
pomocu nove algebarske formule za koeficijent anharmoniciteta ¢ = 1. Umanjena slika pokazuje
koliko je nova aproksimacija zapravo bolja od semiklasi¢ne. Slika 3 pokazuje istu situaciju,
ali za deset put veéi anharmonicitet. Nova aproksimacija je i dalje bolja od semiklasi¢ne. U
radu [3] smo jednostavnim analitickim izvodenjem pokazali da je nova aproksimacija bolja od
semiklasi¢ne za g < g., gde je kriti¢cni anharmonicitet g, o« 1/ qJQc. Koeficijent proporcionalnosti u
ovoj relaciji je oko 100, Sto znaci da za slucaj gy = 1, koji je na slici prikazan, nova aproksimacija
daje mnogo bolje rezultate od semiklasi¢ne sve do g ~ 100, dakle veoma duboko u nelinearnom
rezimu teorije.

3. Zakljucak

U ovom radu je prikazana jedna izuzetno jednostavna konsekvenca upravo razvijenog metoda
Gausovog polovljenja funkcionalnih integarala. Prikazana metoda daje algebarsku aproksimaciju
(analiticki dobijenu u zatvorenom obliku) za generisuéi funkcional. Na slican nac¢in se dobi-
jaju i sve Grinove funkcije teorije, pri ¢emu je n-Cesticna Grinova funkcija data kao koli¢nik
dva n-tostruka integrala. Prezentovani metod racuna sve integrale u funkcionalnom integralu
aproksimirajuéi ih Gausovim. Razlika od uobic¢ajene 1-loop aproksimacije je u tome oko cega se
razvija dejstvo [3], kao i u redosledu kojim se ra¢una beskona¢an broj integrala.
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Slika 3: Kao na prethodnom grafiku, ali za g = 10.

Istrazivanja prezentovana u ovom radu uradena su u Laboratoriji za primenu rac¢unara u

nauci Instituta za fiziku u Beogradu. Monte Karlo simulacije su izvrSene na ra¢unarskom klasteru
GROM. Autori zele da se zahvale Ministarstvu za nauku i zastitu zivotne sredine Republike
Srbije na finansiranju ovog istrazivackog rada kroz projekte broj 1486 i 1899.
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