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Apstrakt
Generixu�i funkcional za anharmonijski oscilator izraqunat

je Monte Karlo metodom. Ispitane su razne mogu�nosti generi-
saǌa trajektorija i pokazano je da korelisani gausijan centriran
na oqekivanoj vrednosti poǉa predstavǉa optimalan izbor.

Uvod

Funkcionalni integrali su veoma znaqajni u mnogim oblastima fizike, a
posebno u kvantnoj teoriji poǉa i statistiqkoj fizici gde predstavǉaju
prirodan jezik za formulisaǌe teorije. Osim u retkim sluqajevima, funk-
cionalni integrali mogu egzaktno da se raqunaju samo numeriqki. Svi nu-
meriqki metodi za ǌihovo izraqunavaǌe uvode neku vrstu diskretizacije u
realnom ili inverznom prostoru/prostor–vremenu. Ona se obiqno izvodi u
dva koraka: prvo se funkcionalni integral aproksimira vixestrukim inte-
gralom, a zatim se dobijeni integral raquna standardnom diskretizacijom.
Najekonomiqniji naqin za raqunaǌe ovakvih integrala je Monte Karlo metod
koji, u ovom sluqaju, svodi problem izraqunavaǌa funkcionalnog integrala
na sumiraǌe po konaqnom broju reprezentativnih trajektorija.

Ukoliko nije potrebna vrednost generixu�eg funkcionala ve� su dovoǉne
samo oqekivane vrednosti nekih fiziqkih veliqina, izraqunavaǌe se mo�e
sprovesti efikasnim M(RT)2 algoritmom. Na �alost, izraqunavaǌe samog
generixu�eg funkcionala je znaqajno slo�enije i za rexavaǌe ovog pro-
blema jox nisu razra�eni efikasni algoritmi. U svetlu izuzetnog znaqaja
ovog problema i ǌegovih mnogobrojnih primena zapoqeto je istra�ivaǌe na
konstrukciji opxteg efikasnog algoritma [1]. U ovom radu su prezentovani
rezultati za sluqaj d = 1 + 0 dimenzija.

Formalizam

U d = 1+0 dimenzija kvantna teorija poǉa je ekvivalentna kvantnoj mehanici,
pa smo poǉe obele�avali sa q(t). Razmatrali smo euklidsko dejstvo anhar-
monijskog oscilatora u prisustvu konstantne spoǉaxǌe struje j
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Mo�e se pokazati [2] da je amplituda za prelazak ovog sistema iz staǌa
|q = 0〉 u trenutku t = 0 u staǌe |q = a〉 u trenutku t = T jednaka generixu�em
funkcionalu za dejstvo (1), uz iste graniqne uslove za trajektorije. Koris-
tili smo standardnu Fajnman–Kac diskretizaciju [2] koja se dobija podelom
intervala propagacije (0, T ) na N podintervala du�ina ε = T/N . U sistemu
jedinica u kojem je ~ = 1, ona je data izrazom
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Najva�niji korak pri raqunaǌu opxteg integrala
∫

ddx f(x) Monte Karlo
metodom [3] je izbor funkcije raspodele p u izrazu
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gde je Nmc broj Monte Karlo uzoraka, a xi su taqke razigrane iz p. Kvadrat
grexke ove ocene integrala je dat varijansom
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a funkciju p biramo tako da minimiziramo grexku. U ovom radu je korix�en
vixedimenzionalni gausijan
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}
, (5)

gde je A pozitivno definitna simetriqna matrica, a q̄m su centri gausijana.
Kako integrand u (2) mo�e dobro da se aproksimira izrazom (5), funkcija
f/p je posle optimizacije gausijana skoro konstantna, pa je i grexka mala.

Ispitali smo dva mogu�a izbora za taqke q̄m. Semiklasiqna aproksimaci-
ja sugerixe q̄m = qcl(mε), gde je qcl(t) rexeǌe klasiqne jednaqine kretaǌa.
Kako je u [1] pokazano da je u d = 0 + 0 dimenzija centriraǌe gausijana na
oqekivanu vrednost poǉa boǉe od semiklasiqne aproksimacije, ispitali smo
i izbor q̄m = qq(mε), gde je qq(t) oqekivana vrednost poǉa q u trenutku t.

Najjednostavniji izbor za matricu A je nekorelisani gausijan A = I/σ2,
gde se σ2 bira tako da minimizira grexku. Ako matricu A odaberemo tako da
u funkciji f/p ne ostane nijedan kvadratni qlan (korelisani gausijan), onda
se u raspodeli p nalazi dejstvo slobodne teorije, pa generisane vrednosti qm

odgovaraju dinamici. Tako dobijeni skup trajektorija je reprezentativniji,
pa je i grexka maǌa nego kod nekorelisanog gausijana.



Rezultati

Korix�eǌem nekorelisanog gausijana sa optimizovanom vrednox�u parame-
tra σ2 dobili smo da grexka raste eksponencijalno sa pove�aǌem N . Ovo
ograniqava rad na N . 10 i daje loxe ocene za generixu�i funkcional pri-
likom ekstrapolacije N → ∞. Korix�eǌe korelisanog gausijana je daleko
efikasnije. U tom sluqaju grexka opada sa pove�aǌem N , pa smo bili u
mogu�nosti da radimo sa N ∼ 100.

Algoritam smo verifikovali za g = 0, poxto za slobodnu teoriju imamo
analitiqki rezultat. Dobijene ocene generixu�eg funkcionala ZN za razli-
qite vrednosti N su fitovane na

ZN = Zex +
c1

N
+

c2

N2
, (6)

xto je ilustrovano za a = T = g = 1, j = 1 i j = 10 na slici 1a. Vidimo
da je relativno odstupaǌe ZN od ocene Zex glatka funkcija, xto opravdava
N →∞ ekstrapolaciju. Za g 6= 0 svi rezultati dobijeni su na ovaj naqin. Sa
slike 1b vidimo da grexke opadaju sa pove�aǌem N . Pri tome, centriraǌe
gausijana na oqekivanu vrednost poǉa qq(t) uvek daje boǉe rezultate (maǌu
grexku) od gausijana centriranog na rexeǌu klasiqne jednaqine kretaǌa
qcl(t), u saglasnosti sa [1]. Za veliko N grexke se tako�e mogu fitovati
polinomom po 1/N , kao na slici 1b. Naravno, za svaku fiksiranu vrednost
N grexka Monte Karlo simulacije se mo�e proizvoǉno smaǌiti pove�aǌem
broja uzoraka Nmc. Rezultati prikazani na slici 1 su dobijeni za Nmc = 106.
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Slika 1: (a) Relativno odstupaǌe ocena generixu�eg funkcionala od egzakt-
ne vrednosti za a = T = g = 1, j = 10 (gorǌa kriva) i j = 1 (doǌa kriva).
(b) Grexka ocene generixu�eg funkcionala za a = T = g = 1 i redom od gore:
j = 1, q̄m = qcl(mε); j = 1, q̄m = qq(mε); j = 10, q̄m = qcl(mε); j = 10, q̄m = qq(mε).

U ovom radu smo pokazali da je centriraǌe funkcije raspodele p na
kvantnu oqekivanu vrednost poǉa qq uvek efikasnija od centriraǌa na kla-



siqnu vrednost qcl. Na slici 2 su prikazane trajektorije korix�ene za raqu-
naǌe generixu�eg funkcionala u gore navedenim primerima. Za a = T = 1 i
g = 0, j = 1 razlika izme�u qcl i qq je zanemarǉiva, dok za g = 1, j = 1 kao i za
g = 1, j = 10 postoji primetna razlika, pa je i pove�aǌe efikasnosti osetno.
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Slika 2: Rexeǌa klasiqne jednaqine kretaǌa qcl(t), oqekivane vrednosti qq(t)
i sredǌe vrednosti 〈qm〉 za N = 2, 5, 10 pri a = T = 1 i j = 1, g = 0 (gorǌi
skup krivih), j = g = 1 (skup u sredini) i j = 10, g = 1 (doǌi skup).

U daǉem istra�ivaǌu �emo razmotriti mogu�nosti poboǉxavaǌa efikas-
nosti algoritma dodatnom optimizacijom izbora matrice A, kao i korix�e-
ǌem drugaqijih diskretizacija dejstva.

Numeriqke simulacije u ovom radu su izvedene u Institutu za fiziku
na super-raqunaru SGI Origin 2000. �elimo da se zahvalimo osobǉu IPCF na
pomo�i. Rad je finansiralo Ministarstvo za nauku i tehnologiju republike
Srbije u okviru istra�ivaqkih projekata 01M01 i 01E15.
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