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SAZETAK

U ovom radu prikazujemo analiticko i numericko ispitivanje rekurentne relacije do
koje se dolazi primenom metoda Gausovog polovljenja funkcionalnih integrala a koja
omogucava veliko ubrzanje procedure numeri¢kog racunanja funkcionalnih integrala.
Originalna relacija je nelinearna i nije je moguce analiticki resiti. U ovom radu linea-
rizujemo tu relaciju i reSavamo je u opstem slucaju (ukljuc¢ujuéi i kontinuum limes).
Greska linearizacije je reda 1/N?2, odnosno istog reda veli¢ine kao i greska koja se
¢ini pri izvodenju Gausovog polovljenja. Ovu ¢injenicu koristimo da izvedemo opsti
algoritam za rac¢unanje funkcionalnih integrala koji je daleko efikasniji od standardnog.
Za isto vreme racunanja standardni algoritam daje gresku proporcionalnu sa 1/N, dok
novi algoritam ima ukupnu gresku koja je reda 1/N?2.

Kljuéne reci: Funkcionalni integral, Kvantna teorija, Monte Karlo metod

1. Linearizacija rekurzije i njeno resavanje

U prethodnim radovima [1-3] smo pokazali da se u slu¢aju kvantnih teorija opisanih lagrazijanom
oblika L = 1/2G(q) ¢* + V(q) resavanje asociranih funkcionalnih integrala moze ubrzati iteri-
ranjem rekurentne relacije
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U gornjoj relaciji je ey = T/N, gde je N broj vremenskih koraka diskretizovane teorije, dok je
T ukupno vreme propagacije. Pocetni ¢lanovi u rekurziji (k = 0) su funkcije G i V iz pocetnog
dejstva S, dok preostali iterati daju odgovarajuce funkcije za efektivna dejstva Sy .

Metod Gausovog polovljenja polazi od reSavanja neparnih integrala u izrazu za generisudéi
funkcional. Na ovaj nac¢in se dobija veza izmedu teorije diskretizovane sa N i N/2 podeonih
tacaka. Navedeni integrali se ra¢unaju analiticki aproksimacijom koja ih svodi na gausovske inte-
grale i to tako $to se dejstvo razvija (do kvadratnih ¢lanova) po razlikama ¢;+1—¢;. U prethodnom
radu [1] smo pokazali da primenom ove aproksimacije dobijamo gresku proporcionalnu sa 1/N2,
dakle gresku koja je subdominantna u odnosu na standardni razvoj Zy oko kontinuum limesa
[3, 4], koji ima oblik Zy = Z + A/N + B/N? + 0(1/N3). Takode je pokazano da se koriséenjem
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efektivnog dejstva Sy, s dobija kontinuum limes Zy s = Z + A/2°N + B'/N? + o(1/N3). Ono
§to je bitno je da oba izraza teze istom Z i da u oba izraza figuriSe isti koeficijent A. Na osnovu
ovoga se vidi da je bolje koristiti §to visi iterat u rekurziji jer se time umanjuje greska. Vidi
se takode da bi idealno bilo koristiti s — oo, tj. kontinuum limes, posto bi ovo eliminisalo
dominantni 1/N ¢lan u gornjem izrazu i dovelo do daleko manje greske.

Nelinearnost rekurzije onemogucava njeno analiticko resavanje. U ovom radu ¢emo lineari-
zovati gornju rekurziju i resiti je u opsStem slucaju. Primetimo da u sluc¢aju opste teorije za
mala vremena propagacije vazi (g;+1 — qi)2 ~ en. Ovo prosto znac¢i da originalnu rekurzivnu
relaciju mozemo linearizvovati (odgovarajuéim razvojem po ey) bez da time u¢inimo bitno novo
ogrubljenje nase metode. Linearizacijom dobijamo
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Ova linearizovana rekurzija se lako reSava. U slucaju teorija Cije pocetno dejstvo ima G = 1
(veéina dejstava koja nas interesuju u fizici su ovog oblika) dobijamo opste resenje
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Metod Gausovog polovljenja nam garantuje da su efektivna dejstva kvadrati¢na po brzinama.
Primetimo, medutim, da efektivna dejstva imaju netrivijalni kineticki ¢lan (tj. G # 1).

Na osnovu gornjeg opSteg resenja lako dobijamo i izraz za kontinuum limes efektivnog dejstva
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koji nas posebno interesuje. To je limes gornjih izraza za VS(S) i GS) kada s — oo, odnosno
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G = lim G =1+ey ﬁ + ey =L 235’ Vit = lim Ve =1, + 6N§0. (3)

2. Numericki rezultati

Validnost izvedenih opstih analitickih rezultata smo ispitali na Sirokom prostoru parametara
harmonijskog oscilatora sa kvartiénim anharmonicitetom. Svi rezultati su dobijeni koriséenjem
numericke Monte Karlo simulacije [3, 5]. Na slici 1 je prikazana greska koju unosi linearizacija.
Odstupanje od resenja pocetne rekurzije Gausovog polovljenja je reda 1/N?2, tj. istog reda
veli¢ine kao i greska samog Gausovog polovljenja. Kao rezultat ovoga, mozemo funkcionalne
integrale racunati koriséenjem analiticki rac¢unatih efektivnih dejstava koja su reSenja linearizo-
vane rekurzije. Slika 2 pokazuje kako Z“” konvergira istom kontinuum limesu kao i pocetno
dejstvo, ali brze. Ubacena slika pokazuje da i linearizovani izrazi zadovoljavaju skaliranje, tj.
da izrazi Zlm leze na jednoj krivoj koja zavisi samo od N.yr = 2°N. Detaljnijim numerickim
ispitivanjem se pokazuje da vazi

Zy' = Z+ AJ2°N + B"/N* + o(1/N?).

Dominantni ¢lan je ostao isti, samo se promenio koeficijent uz subdominantni ¢lan. U ovom
sluc¢aju zaista znamo izraz za s — oo. Slika 3 pokazuje da se na ovaj na¢in u potpunosti anulira
dominantni ¢lan u gresci za generisuc¢i funkcional. Kao §to smo ve¢ indicirali, koris¢enjem Zy/ “”
za racunanje generisuéeg funkcionala pravimo gresku koja je reda 1/N?2. Na osnovu gornje Shke
vidimo da se na ovaj nacin ¢ak i za izuzetno male vrednosti N dobija odli¢no slaganje.

Na jeziku numerickih simulacija se ovo moze iskazati i na drugi nac¢in — kontinuum limes linea-
rizovanog Gausovog polovljenja dovodi do ogromnog ubrzanja algoritma racunanja funkcionalnih
integarala (viSe hiljada puta u slu¢aju razumnih vrednosti za preciznost, a jo§ mnogo vise u
slucaju da funkcionalne integrale racunamo sa velikom preciznoséu). Novi metod je prikazan na
primeru d = 1 teorija, no on se direktno moze generalizovati na teorije u vise dimenzija.
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Slika 1: Greska koju unosi linearizacija Gausovog polovljenja. Radi ilustracije 1 /N 2 zavisnosti greske koju unosi
linearizacija prikazana je i kriva 0.1/N?. Greska linearizacije je istog reda kao i originalna greska samog Gausovog
polovljenja. Parametri teorije su g =1, j = 0, T = 1, a broj Monte Karlo koraka je Nps¢ = 10”.
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Slika, 2: Aproksimativne vrednosti Zx, s generisuéeg funkcionala u zavisnosti od broja podeonih tagaka N.

Parametri teorije su g = 1, j = 0, T = 1, a broj Monte Karlo koraka je Nas¢ = 107. Na umanjenom grafiku se
vidi vazenje skalirajuce relacije.

3. Zakljucak

U ovom radu predstavljena je linearizacija rekurzivnih relacija za funkcionalni integral izvedenih
ranije [1-3], kao i njihovo resenje u opstem sluc¢aju (ukljuc¢ujuéi i kontinuum limes). Pokazano
je da je greska linearizacije reda 1/N?, odnosno istog reda veli¢ine kao i greska koja se ¢ini pri
izvodenju Gausovog polovljenja. Na osnovu ovoga dat je opsti algoritam za ra¢unanje funkcional-
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Slika 3: Poredenje kako Zy (uobicajeni algoritam racunanja funkcionalnih integrala) i Zy"., (novi algoritam)
teze kontinualnoj vrednosti Z . Parametri teorijesu g = 1, j = 0, T = 1, a broj Monte Karlo koraka je Nayc = 107.
Na umanjenom grafiku vidimo da novi metod ima gresku reda 1/N?, dok je greska uobi¢ajenog algoritma 1/N.

nih integrala koji je daleko efikasniji od standardnog: za isto vreme standardni algoritam daje
gresku reda 1/N, dok novi algoritam ima ukupnu gresku reda 1/N?2.

Istrazivanja prezentovana u ovom radu uradena su u Laboratoriji za primenu rac¢unara u
nauci Instituta za fiziku u Beogradu. Monte Karlo simulacije su izvrSene na ra¢unarskom klasteru
GROM. Autori zele da se zahvale Ministarstvu za nauku i zastitu zivotne sredine Republike
Srbije na finansiranju ovog istrazivackog rada kroz projekte broj 1486 i 1899.
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