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SAZETAK

U ovom radu prezentujemo jednostavnu rekurzivnu relaciju koja dovodi do ubrzanja
numericke procedure ra¢unanja funkcionalnih integrala. Pokazano je da je greska
asocirana sa primenom ovog metoda 1/N?2, tj. da je subdominantna u odnosu na
standardnu gresku razvoja diskretizovanog izraza za generisuéi funkcional Zy oko
njegovog kontinuum limesa (koja je reda 1/N). Dobijeni rezultati su prikazani na
primeru anharmonijskog oscilatora u jednoj dimenziji.

Kljuéne reci: Funkcionalni integral, Kvantna teorija, Monte Karlo metod

1. Gausovo polovljenje

Najkompaktniji zapis svake kvantne teorije je preko generiuceg funkcionala. Generisudéi funkci-
onali su dati Fajnmanovim funkcionalnim integralima, tj. limesom Z[S] = limy_.oc ZN[SD, N],
gde je Sp, y dejstvo teorije standardno diskretizovano na N podeonih tacaka. U koordinatnom
prostoru (euklidske teorije) imamo

Zn[SD, N| =/ / dqi...dgn-1 plgo; - -, qn] exp{—Sp, ~lqo, ---, an]} - (1)

[e.9]

U gornjem izrazu p[qo, ..., gn] je mera koja zavisi od diskretizovanih koordinata qq, ..., gy 1
od oblika dejstva teorije [1]. Najsira klasa teorija za koju se mera moze dobiti u zatvorenom
obliku su one ¢ije je dejstvo kvadratiéno po brzinama. Na ovoj klasi teorija smo razvili i novi
metod ra¢unanja funkcionalnih integrala koji smo nazvali Gausovo polovljenje [2-4]. U ovom
radu prikazujemo novi metod na primeru kvantnih teorija polja u d = 1 dimenzija (kvantna
mehanika). Klasa teorija koje éemo razmatrati ima lagranzijan oblika L = 1/2G(q) ¢*> + V (q).
Opsti ¢lan ove klase se dobija izborom para funkcija G i V. Lako se pokazuje da je mera
funkcionalnog integrala za ovu klasu teorija

gde je ey =T/N.



Kada bi u izrazu za funkcionalni integral sa N podeonih tacaka izvr§ili formalnu inte-
gracija svake druge promenljive, dobili bi identitet koji povezuje diskretizaciju sa N tacaka
sa diskretizacijom sa N/2 tac¢aka. Ponavljanjem ove procedure dobili bi

Zn[Sp,N] = ZN/z[Sg?N/Q] = ZN/4[5,(§7)N/4] =

Kad gornje integracije ne bi bile formalne, onda bi naznac¢enom procedurom polovljenja dobili
konkretne izraze za efektivna dejstva Sy, = SS? NJ2st Na ovaj na¢in bi nam 2° puta grublja
diskretizacija koja korisiti Sy s dala isti rezultat kao i pocetna diskretizacija funkcionalnog inte-
grala sa polaznim dejstvom.

Metod Gausovog polovljenja aproksimira naznacene integrale Gausovim i to tako §to dejstvo
razvija (do kvadratnih ¢lanova) po razlikama g;+1—¢;. Ovim se svi integrali mogu resiti analiticki.
Analiticko opravdanje za ovu aproksimaciju je jednostavno — u slu¢aju evolucije za kratko vreme
en svaka teorija zadovoljava (gi11 — ¢;)2 ~ en (osnovna karakteristika difuzionog procesa tj.
“slobodnog setaca”). Dakle, aproksimacija Gausovog polovljenja vazi to bolje sto je N vece.
Napomenimo da se ova aproksimacija razlikuje od standardnog razvoja po petljama (odnosno
od semiklasi¢nog razvoja) u kome se takode vrsi Gausova aproksimacija funkcionalnog integrala,
ali oko sasvim drugih tacaka (oko klasi¢nog resenja).

Druga klju¢na osobina Gausovog polovljenja je da dovodi do efektivnih dejstava koja pri-
padaju istoj klasi kao i polazno dejstvo. Na ovaj nacin jednostavnim rac¢unom dolazimo do
rekurentne relacije koja povezuje pocetno dejstvo sa nizom efektivnih dejstava Sy, 1, Sn,2, SN, 3,
itd. U slucaju pocetne diskretizacije sa 2° N vremenskih koraka dobijamo
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U gornjim izrazima je k =0, 1, 2, ..., s, a k = 0 odgovara funkcijama G i V' iz pocetnog dejstva.

2. Numericki rezultati

Vazenje metoda smo ispitali na primeru oscilatora sa kvarti¢nim anharmonicitetom g i to u
sirokom opsegu parametara g, T' (vreme propagacije) i j (spoljasnje polje), kao i za razlicite
vrednosti pocetnih uslova g; i qy. Svi rezultati dobijeni su koriS¢enjem numericke Monte Karlo
simulacije [3, 5, 6]. Slika 1 prikazuje kako aproksimativne vrednosti funkcionalnog integrala
sa N podeonih tacaka zavise od N. Vidi se da sa povecanjem broja s izrazi Zy, s sve brze
konvergiraju istom kontinuum limesu. Na umanjenom grafiku je Zy, ¢ prikazano u funkciji od
Nepp = 2°N. Cinjenica da sve tace leze na istoj krivoj pokazuje koliko dobro radi procedura
Gausovog polovljenja i ujedno objasnjava zasto koriséenjem efektivnih dejstava (reSenja gornje
rekurzivne relacije) brze konvergiramo ka trazenom kontinuum limesu generisuceg funkcionala
Z. Istovetno ponaSanje se dobija i za druge vrednosti parametara teorije.
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Slika 1: Aproksimativne vrednosti Zy,s generisuéeg funkcionala u zavisnosti od broja podeonih tacaka N.
Parametri teorije su g = 1, j = 0, T = 1, a broj Monte Karlo koraka je Na;¢ = 107. Na umanjenom grafiku se
vidi vazenje skalirajuce relacije.

Greska asocirana sa primenom Gausovog metoda polovljenja se vidi sa levog dela slike 2.
Odavde dobijamo da je greska metoda proporcionalna sa 1/N2, dakle da je zanemarljiva u
odnosu na dominantni ¢lan u 1/N razvoju Zy oko njegovog kontinuum limesa

Zy =Z + A/N + B/N? + o(1/N?).

Subdominantnost greske koju pravimo pri primeni Gausovog polovljenja je ono sto dovodi
do toga da sve vrednosti Zy, s leZe na jednoj jedinoj krivoj koja zavisi samo od N.ry. Sa druge
strane, ovo analiticko poboljSanje se u numerici prevodi na brze izracunavanje funkcionalnih
integrala (pri istoj preciznosti ra¢unanja). Ovo je prikazano na desnom delu slike 2. Sa slike se
vidi da koris¢enje Sy, s umesto pocetnog dejstva dovodi do velikog ubrzavanja. Za vece vrednosti
N ovo ubrzanje postaje 4°, sto se lako moze razumeti ako se ima u vidu da je vreme izvrsavanja

Monte Karlo ra¢una proporcionalno sa N le s

3. Zakljucak

Izvedena je metoda za efikasnije racunaje funkcionalnih integrala. Metod je detaljno ispitan u
sluc¢aju teorija u d = 1 dimenzija, no direktno se moze primeniti i u kvantnoj teoriji polja u vise
dimenzija. Analiticka aproksimacija koja stoji iza metoda Gausovog polovljenja je subdomi-
nantna u odnosu na razvoj Zy oko njegove kontinuum vrednosti. Ova analiticka procedura
dovodi do toga da se iteriranjem relativno jednostavne rekurentne relacije ubrzava racunanje
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Slika, 2: (levo) Apsolutna vrednost greske Gausovog polovljenja za iterate s = 0, 1, 2, 3. Radi ilustracije l/N2
zavisnosti greske je prikazana i kriva 0.1/N2. (desno) Odnos vremena izvravanja simulacija za nulti iterat dejstva
To i vremena izvrSsavanja simulacija za viSe iterate Ts, odnosno relativno ubrzanje. Parametri teorije su g = 1,
j=0,T =1, a broj Monte Karlo koraka je Nasc = 107.

opsteg funkcionalnog integrala. Mada dobijena analitici, izvedena rekurentna relacija je neline-
arna i mi smo je u ovom radu i reSavali numericki. Analiti¢i tretman rekurentne relacije koju
daje Gausovo polovljenje je dat u drugom radu prezentovanom na ovoj konferenciji.

Istrazivanja prezentovana u ovom radu uradena su u Laboratoriji za primenu rac¢unara u
nauci Instituta za fiziku u Beogradu. Monte Karlo simulacije su izvrSene na racunarskom klasteru
GROM. Autori zele da se zahvale Ministarstvu za nauku i zaStitu Zivotne sredine Republike
Srbije na finansiranju ovog istrazivackog rada kroz projekte broj 1486 i 1899.
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