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SADRZAJ



Poglavlje 1

Uvod: Jako korelisani
elektroni

Pod jako korelisanim elektronskim sistemima podrazumevaéemo one ¢ija fizika
se ne moze svesti na fiziku takozvane fermi tecnosti koja ¢ini generalizaciju slo-
bodnog elektronskog gasa. Do koncepta fermi te¢nosti mozemo doci i preko
perturbacionih razmatranja interagujuceg elektronskog gasa, ali takav prilaz je
nemogu¢ u razmatranju jako korelisanih elektrona. Ne samo da je interakcija
jaka nego je i prostor stanja interagujucih Cestica najcesée makroskopski de-
generisan i ne dozvoljava primenu teorije perturbacije. U slede¢im paragrafima
podseti¢emo se osnovnih karakteristika fermi te¢nosti i dati dva osnovna primera
jako korelisanih elektronskih sistema: (1) Hubbard-ov model i (2) model elek-
trona u frakcionom kvantnom Hall-ovom efektu.

Koncept fermi tecnosti se moze uvesti nac¢inom njenog teoretskog zasni-
vanja. Pretpostavka postojanja jedne takve tec¢nosti je da se ona moze dobiti
adijabatskim dodavanjem interakcija slobodnom elektronskom gasu, bez faznih
prelaza ili stanja naruSene simetrije, koje imaju za rezultat jedan na jedan ko-
respondenciju stanja neinteragujuceg i interagujuceg sistema. Naizgled time se
nismo udaljili od rasporeda stanja neinteragujuceg sistema (fermi nivo ostaje
isti) ali postoje bitne razlike (1) Zivot stanja novih kvazicestica (7) je konacan
ali tezi beskonacnosti Sto smo blizi fermi nivou i (2) promena energije sistema
pri promeni broja kvazicestica je data izrazom:

. 1 R - .
_ 0
6E = Zegén(k‘) + 5 Z f(k, Eon(k)on (k') (1.1)
E B
gde e% = % Podrazumeva da su promene blizu fermi nivoa i uvodi se nova

efektivna masa m*. Drugi ¢lan u jednacini (1.1) ne bi postojao u slobodnom gasu
i masa bi odgovarala masi elektrona u kristalnoj resetci. Interakcija f (E, K ) se
svodi na niz parametara u razvoju po Legendre polinomima kad pretpostavimo
|k| = |K'| = kp i pocetni - mali broj parametara je dovoljan za veoma dobar
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fenomenoloski opis eksperimentalno merenih veli¢ina. One su date izrazima koje
znamo iz opisa slobodnog elektronskog gasa u kojima figurisu renormalizovane -
interakcijom modifikovane veli¢ine. Na primer, specificna toplota postaje ¢, =
I kpk3T
3m FrRpL.

Mikroskopski moze se izvesti da Green-ova funkcija kvazicestica je data u

obliku
Z

w— €y +i sgn(w) 77!

G (k,w) ~ (1.2)
gde L ~ (kpT)? + (6%)2 ako je w < Ep (energija fermi nivoa) i |Ig — k_l):| <
kr. Rezidium Z u opstem slucaju je manji od jedan, Z < 1 i odgovara skoku
naseljenosti na fermi nivou.

Hubbard-ov model

Hubbard-ov model [1] je definisan na uobi¢ajenoj kristalnoj resetci sistema elek-
trona gde svakom ¢voru prisajedinjujemo stanje elektrona opisano Wannier or-
bitalom. Elektroni mogu da se kre¢u po resetci i verovatnoca prelaska na susedni
¢vor i orbitalu data je sa t - transfer integralom ili “hopping” parametrom. Dakle
hamiltonijan kinetickog ¢lana je

H;, = Z tc}LUcl/(, — ch}acla, (1.3)
lo

Ll o

gde su ¢;", ¢, kreacioni i anihilacioni operatori druge kvantizacije za ¢vor [ i
spin ¢ i sumiramo po najblizim susedima [ i I’

Na savakom ¢voru postoji odbijanje elektrona razli¢itog spina, dakle naj-
manje dometna interakcija elektrona koja moze da postoji. Ona je opisana sa

Hu = UZanu (14)
l

gde je n;, = c;;clg elektronski broj - naseljenost na ¢voru [ sa spinom o.

Kineticki ¢lan ima teznju da delokalizuje elektrone, njegova reSenja su ravni
talasi. Interakcioni ¢lan ne dozvoljava takva reSenja u kome bi se spin svodio
na prosto umnozavanje - degeneraciju. Time interakcioni ¢lan dovodi do pojave
lokalizacije i magnetizacije na ¢vorovima.

Kada je odnos broja elektrona i broja ¢vorova - punjenje manje od (ili jed-
nako) % i U > t problem je neresiv metodama perturbacionog racuna. Potpros-
tor stanja koji se izdvaja odbacivanjem takozvanih duplo naseljenih orbitala je
ogroman, i moramo traziti druge aproksimativne metode i modele.

Frakcioni kvantni Hall-ov efekat

Frakcioni kvantni Hall-ov efekat je jos jedan izrazit primer jako korelisanih elek-
tornskih sistema u dve dimenzije. U kvantnom Hall-ovom efektu uopste elek-
troni su u jakom magnetnom polju koje dovodi do kvantizacije elektronskih



energetskih nivoa. Kvantizacija je u Landau-ove nivoe za koje

ehB 1 1
E, = —) = w, — 1.
2t 5) = woln+ ) (15)

gde n je ceo broj, B magnetno polje, m - efektivna masa elektrona a w, karak-
teristi¢na energija razmaka nivoa - ciklotronska energija. Svaki Landau-ov nivo
ima degeneraciju %7 fluks u jedinicama kvantna fluksa &y = % Zato za sis-
tem elektrona uvodimo odnos broja cestica i degeneracije Landau-ovog nivoa
tzv. faktor punjenja, N
V= ——. 1.6
B(E) o)
Na primer za v = %, punjenje na kojem se, kad se interakcija uzme u obzir,
elektroni udruzuju u jedno veoma korelisano tzv. Laughlin-ovo stanje, pos-
toje 3 stanja najnizeg Landau-ovog nivoa po elektronu. Ova makroskopska
degeneracija neinteragujuceg osnovnog stanja zna¢i da mi ¢ak ne mozemo da
zapocnemo perturbativno razmatranje interakcija i neuredjenosti.

Razmatrnja jako korelisanih sistema zahtevaju aproksimativne i nestandardne
- neperturbacione metode. Dosta uvida u fiziku tj. kakva reSenja su moguca,
daju nam niskodimenzioni modeli koji su u nekim slu¢ajevima egzaktno resivi.
Zato ¢emo se baviti i jednodimenzionim i kvazijednodimenzionim problemima: (1)
interagujuéim elektronima u jednoj dimenziji - Luttinger-ova te¢nost, (2) lancima
spina u jednoj dimenziji uklju¢ujué¢i Haldane-ov procep sistemima, (3) lokalnim
magnetnim momentima u prisustvu fermi te¢nosti - Anderson-ov model necistoce
i Kondo model.
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Poglavlje 2

Fizika lokalnih momenata

Eksperimenti putem elektronske spinske rezonance (ESR) i nuklearne magnetne
rezonance (NMR) oko 1960 godine na nemagnetnim metalima (Cu, Ag, Au)[2]
ukazali su na lokakne magnetne momente koji bi mogli da poticu samo od
necistoca - malog prisustva Mn, Fe, ili drugih elemenata slicnih gvozdju. Joni
necisto¢a su uvek imali praznu unutrasnju orbitalu. To je navelo Anderson-a
[3] da fiziku stvaranja magnetnih momenata opise modelnim hamiltonijanom
koji sadrzi osnovne ¢inioce: (1) Bloch-ova stanja koja ¢ine metal kao medijum,
u kome se lokalni momenti pojavljuju, (2) lokalizovanu untrasnju orbitalu i (3)
hibridizaciju medju njima:

_ T
H = Z EEQEGQEU

k
+ZEff;fcr + Unanfl

+ 3 Vipleh fo + Vi fiez,) (2.1)

ko

U hamiltonijanu c%a

necistoéi f, i ny, = f1f, je operator broja Cestica na lokalizovanoj orbitali -
e 272

necisto¢i. Takodje €;; = h;:ff - Z:f, tj. energija Bloch-ovih stanja se meri od

fermi energije, Ey < 0 je energija unutrasnje orbitale necistoce,

kreiraju Bloch-ova stanja, fI kreira elektron spina o na

2

N o € o
U= /drldml@f(r1)|2m_772|2|@f(r2)2 (2.2)

je odbojna Coulomb-ova energija ako se dva elektrona (suprotnog spina) nadju

na orbitali f, i V; f je hibridizacija lokalizovanog i delokalizovanih stanja.

Sto je veca energija odbijanja U to je verovatnoéa stvaranja lokalnog mo-
menta veca jer ona ne dozvoljava dolazak elektrona suprotnog spina na veé
popunjenu orbitalu. Slu¢aj kada je Ef + U > 0 tj. vele od fermi nivoa

11
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Ef—l-U

Slika 2.1: Stvaranje lokalnog momenta na f nivou

ocekujemo dovodi do pojave lokalnih momenata (Slika 1). Pretpostavka je da
je Ey blizu fermi nivou. Ukoliko je hibridizacija velika (uslov éemo precizirati
kasnije) ona moze dovesti do delokalizovanja stanja necistoée koji tada moze
obuhvatiti stanja ispod (i iznad) fermi nivoa i time biti delimi¢no naseljen u
slucaju oba spina §to neée voditi do pojave lokalnog momenta.

Resenje u okviru aproksimacije usrednjenog polja Anderson-ovog modela
dademo u funkcionalnom zapisu [4]. U tom zapisu klasi¢ne jednacine za sta-
cionarno (koje ne zavisi od vremena) polje u aproksimaciji stacionarne faze (ili
najstrmijeg spusta (steepest decent)[5]) svode se na Hartree-Fock resenje i kri-
terijum za stvaranje lokalnih momenata koji je dao Anderson [3].

Pocinjemo od funkcionalnog zapisa lagranzijana na kome smo uradili i Hub-
bard - Stratonovich transformaciju. Transformacija se svodi na uvodjenje novog
bozonskog polja ¢(t) ¢ijom integracijom u transformisanom lagranzijanu vra¢amo
se na pocetni lagranzijan.

L o= Y ¢ (0 —p+ep)eg, + O[30+ Ep)fo

ko

" %52(7) * %¢<T><f?h — 15

_\/LNTZVEf(CEUfU +ngf;cga> (23)
ko

Kao $to mozemo videti iz L uvedeno polje ¢(7) ima znacenje spinske popun-
jenosti f nivoa ili spinskih fluktuacija na f nivou. Trazeéi efektivnu teoriju f
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nivoa prointegraliéemo polja (S

Aeps(6, 5, f) = D (—iwn + Ep + Sg(iwn)) £ (iwn) fo (iwn)

—/dT op(T /d7'¢ (2.4)
gde
1 Vi
i) = 1 3wl e (25)
k

Prelazeéi na integraciju po energijama u Xy (iw,) 1 ograni¢avajuéi se samo na
frekvence u blizini fermi nivoa ili mnogo manje od karakteristi¢ne Sirine benda
mi aproksimiramo:

. iwnff
E(iwy) /de O] ———> PR ~

—imD(er) < |Vi|? >cp sgnw, + ReX;(iwy,) (2.6)

gde D(er) je gustina stanja delokalizovanih elektrona na fermi nivou. Uvodimo
oznaku Ag = wD(ep) < |Vi|? >c,.

U aproksimaciji stacionarne faze mi prvo trazimo efektivno dejstvo za staticko
polje ¢(7) = ¢ prointegraledi i f elektrone:

Aups(0) = — Y (i + By — iBosgnu, + S 06) + T 56% (27)

2

Wy, ,0

gde smo redefinisali Ey apsorbujuéi realan deo sopstvene energije, ReX ¢ (iwy,),
f elektrona. Aproksimacija stacionarne faze se svodi na reSavanje jednacine

6*1%;(@ = 0. Sume u jednaéini (2.7) radimo u limitu 7" — 0 tj. smenom

% D, — fj;o 4w Da bi prepoznali kada polje ¢ moze dobiti nenultu vrednost
proucavamo razvoj Acs¢(¢) oko nule trazeéi da drugi izvod u nuli je negativan

tj. da je u njoj lokalni maksimum. Tako se moze dobiti [4]

d*Acsr(9) U 1 AU
- = 2.8
d¢? 2 1= T A2 E2 } (2:8)
i uslov negativnosti daje nam Anderson-ov kriterijum. Da bi se lokalni momenat
pojavio treba da

1 AU
L (2.9)
T A2+ E]%

Uvodeéi oznaku py(ep) = %ﬁ ovo se svodi na ps(e) U > 1. py(e) je
ot Ey

zapravo gustina stanja f elektrona na fermi nivou (ex = 0) (Zadatak IV(1)) ako
zanemarimo §ift energije Ey jednak u nasim jednac¢inama Zo¢ (videti (2.7)).
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Anderson-ov kriterijum ps(e) U > 1 je saglasan sa nasim ocekivanjima da Sto je
U vece a stanje Iy blize fermi nivou pojava lokalnog momenta je verovatnija.

Ipak resenje koje se dobija Hartree-Fock prilazom ili metodom usrednjenog
polja koju smo opisali vazi samo na visim temperaturama. Merenja magnetne
susceptibilnosti [6] su pokazala da postoji karakteristiéna temperatura, Tk -
Kondo temperatura, ispod koje susceptibilnost tezi konstantnoj vrednosti. Na
dosta visim temperaturama od Tk uocava se Kiri ponasanje ili % zavisnost
susceptibilnosti od temperature koja potice od lokalnih magnetnih momenata.

Kvantno-mehanicki gledano hibridizacija lokalizovanog i delokalizovanih nivoa
dovodi do stalnih procesa fluktuacije spina na lokalizovanoj orbitali. Pret-
postavimo li da se elektron nadje na orbitali f sa spinom gore (odredjenim
spinom) termalne fluktuacije, koje dovode do usrednjavanja i brisanja kvantno-
mehanicke neodredjenosti, ¢e ga drzati dovoljno dugo da ga opazamo kao mag-
netni momenat. Time kao da pratimo proces u malom vremenskom intervalu ili
usporenu kvantnu dinamiku. Oc¢ekujemo da ¢ée ispod neke karakteristi¢ne tem-
perature vezane za frekvencu kvantno-mehanickih fluktuacija opazanje lokalnih
momenata nestati.

Da bi shvatili fiziku u T" — 0 limitu 1 odredili Tx razmatraé¢emo Anderson-ov
model u takozvanom uopstenju velikog N [7]:

N
H = Z Z(ek — ,u)chckm

m=1 k

N N
B AU fhfm

m=1 m=1

1 N
_ > Vilehpfm + Flicrm), (2.10)
m=1,k

gde N > 1. Ove uopstenje nije uvek samo matematicki uvedeno, ono moze
da opisuje N degeneraciju spin-orbitnog multipleta unutrasnje orbitale. Pred-
nost velikog N uopStenja je da dobijamo dobro kontrolisani razvoj po % oko
pocetnog resenja usrednjenog polja tj. aproksimacije stacionarne tacke koja je
time opravdana. Druga prednost u odnosu na prethodnu aproksimaciju usred-
njenog polja (Anderson-ovo resenje) je da je simetrija spina (SU(2)) koja je
ovde generalisana na SU(N) simetriju o¢uvana i o¢igledna (“manifestna”), dok
je u prethodnom resavanju SU(2) svedena na U(1) (rotacije sa S,). (Smanjenje
simetrije moze dovesti do predvidjanja pojave lokalnih momenata i kada to nije
reSenje problema.)

Pored velikog N uzetemo limit beskona¢nog U i odbaciti stanja u kome
imamo dva elektrona na orbitali f tj. dozvolicemo samo N + 1 stanja:

0> i | m>=f|0> m=1,...,N. (2.11)

Projekciju na ovaj potprostor izvrsi¢emo preko “slave-boson” metoda [8]. Uvodimo
jedno bozonsko i N fermionskih polja pridruzivanjem,

0> < b'0,0>
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|m >= f110> < s§10,0>, (2.12)

gde je |0,0 > jedno vakuumsko stanje bez bozona i fermiona. Mogucée je dokazati
razmatrajuéi matricne elemente da je identifikacija:

fm o smbl fl e shb (2.13)

u redukovanom prostoru egzaktna. Uslov veze koji smo nametali kao
> fhfm <1 (2.14)
m

postaje jednakost,
b+ shsm =1. (2.15)

Time metod “slave-boson” omoguéava uzimanje u obzir veze putem obi¢nih
Lagrange umnozaka tj.

L="Lo+ A _shsm+bb—1) (2.16)

gde je Ly lagranzijan naseg generalisanog problema bez Coulomb-ovog ¢lana a
A Lagrange-ovo polje [7].

Formalno é¢emo uvesti polje by: b = v/Nby ¢ime sugerisemo moguéu Boze
kondenzaciju koja naravno ne moze zbog uslova veze biti makroskopska veé
samo reSenje < b > 0. Zato ¢emo razmatrati aproksimaciju usrednjenih polja
b i A (nezavisnih od vremena) a prointegraliti fermionska polja. Za efektivnu
slobodnu energiju dobijamo:

N
F.pp(b3,bo, \) = -3 > In{—iwy, + Ef + X — i[bo|* Aosgnw, } + NABF — q)

(2.17)
gde ¢ = % Uobi¢ajenim prelazom sa Matzubara sume na konturnu integraciju
duz imaginane ose i zatim deformisanjem konture u dve paralelne linije, ispod i
iznad realne ose dobija se slobodna energija kao integral skokova na realnoj osi:

N o0
FussBiboN) = > [ f@)ImiGa(o+in) + MM -0)  (218)

gde
1

w—Ef— A\ +i|b0|2A0

Ograni¢avamo integraciju na $irinu benda D i uzimamo 7" — 0 limit,

Gs(w +1in) = (2.19)

N, N(Ef+X), 4, [bol*Ao
Boegs = = lbl*Ao + ==—="tg™ (5 =)
Nlbo|2A Ef 4+ M)+ (Jbo|2Ap)?
|bo| Oln{( £+ )7+ (bo|*Ao) }+ NA(Jbo]? — q)- (2-20)

2m D?
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Y
M

E f €p E f + U
Slika 2.2: Jednocesti¢na gustina stanja u Kondo rezimu (shematski)

. . 9B,
Jednacina veze svodi se na (=5t = 0)

1 Ey+ A
bol? = =tg~' (=L 2.21
| 0| T g (|b0|2A0 ( )
gde je uzeto q = %, dok jednacina za polje by i uslov ekstrema za Eoeff(%isl’;f =
0)
A D?
A=2] (2.22)

2 " (Er + N2 + ([boPAo)?

U limitu velikog negativnog Fy tj. ns ~ 1 jednacine dopustaju resenje gde

Ef=E;+A~0i
E
|bo?A¢ = Dexp{—ﬂ%} =kpTk. (2.23)

Sa kpTk smo obelezili karakteristicnu energiju tj. Kondo temperaturu koja
ulazi i u reSenje za Green-ovu funkciju f elektrona:

N|bo|?
iwn — Ef + i‘bgPAo

Gy(iwy) = + nekoherentni deo. (2.24)

Ovaj izraz ukazuje na novi rezonantni nivo na fermi energiji £ + =~ 0 sa karakter-
isti¢nom 8irinom kpTxk (Slika 2). Kolektivno svi delokalizovani elektroni unutar
energetskog intervala kpTx doprinose stvaranju ovog nivoa. Moze se reéi da u
proseku na niskim temperaturama rezonantni nivo je popunjen samo sa jednim
elektronom koji kompenzuje spin necistoée (Zadatak IV(2)) tj. spin koji potice
od nivoa (nekoherentnog dela u (2.24)) oko Ey (Slika 2). (Tezina - rezidium u
(2.24) N|bo|? je manji od jedinice po pretpostavci.)
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.. |Ey| ~ : : 1 3
Koeficijent mix= u Tk moze se zapisati kao FDE gde smo uveli oznaku
<| V&

E

tzv. Kondo kuplovanja Jx = 7fl2> Ta veli¢ina se pojavljuje u Kondo modelu

ili tzv. s-d hamiltonijanu kao efektivhom opisu Andersonovog modela:

HKondo = Z(Ek - ﬂ)czacka + 2JK§§ (225)
k,o
gde
o1 "
§= NG Z ¢t Gapcp (2.26)
kK
Q,
: 1
4 -
S=3 > flGapts (2.27)
k, k'
o, 3

i gde 0y, i = 1,2,3 su Pauli matrice (Zadatak IV(3)). Efektivni zapis pret-
postavlja U — oo i zadrzavamo se u razvoju po Vj na ¢lanovima drugog reda.
(Jr potice od procesa izmene jednog elektrona na f nivou i delokalizovanog
elektrona (na fermi nivou) sto dovodi do izraza za Jx kao amplitude za takav
proces.)

Renormalizaciona grupa i Kondo problem

Kondo problem je jedan od prvih fizickih problema na koje su primenjene ideje
renormalizacione grupe. Najvaznija transformacija koju radimo u okviru pro-
grama renormalizacione grupe je na particionoj funkciji sistema. Ako razma-
tramo bozonsko polje ¢(k) sa cut-off-om D:

z= [ T potr)exvisio)) (2:29)
0<k<D

trazimo kako se menjaju veze (kuplovanja) pri smanjenju cut-off-a D — p a da
vazi

N
|

/ [ Dotk exp{S(9)}

0<k<D

/ I Dok)exp(S'(6)} (2.29)

0<k<p

To najcesée postizemo kad prointegralimo ¢-ove u razmaku p < k < D. Pored
dodatnih skaliranja ovo je osnovni korak renormalizacione grupe koji rezultira
uvidom u kao $to smo veé rekli zavisnoséu veza (koeficijenta u lagranzijanu) od
cut-off-a.
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Mi ve¢ imamo u aproksimaciji koju smo uradili vrednost odnosno zavisnost
energije osnovnih stanja od usrednjenih polja tj. jednacinu (2.20). Prirodno je
dodefinisati polja |bo|?A¢ = A i E; + X = é5 tako da sada zapis energije glasi

Boepg =~ A+ —tg7 (7
NA | (&) + (A)? A
— In{——~ N—— — Ng. 2.

gde smo uveli koeficijent pJ = %T Znagi u nasem slucaju particiona funkcija
glasi (za T'— 0):

Z = /def/dA exp{—BEy(és,A; Jp, D)} (2.31)

gde je D visokoenergetski cut-off. Sprovodeéi ideju renormalizacione grupe mi
zahtevamo R R

gde je Jrp kuplovanje na novom cut-off-u p. Sledi da

1 1 W
= 4+ 1n{E 2.

Ako smanjujemo cut-off u, pJg, Kondo kuplovanje raste sve dok ne na p =
Tk = Dexp{—ﬁ} divergira i oznacava tacku jakog kuplovanja ili stvaranja
spin-singleta. Time smo otkrili kakav je efektivni opis sistema na najnizim en-
ergijama. Iz (2.33) mozemo zakljuciti i da je T = Dexp{—p%]} = ,uexp{—p%R}
tj. kao fizicka veli¢ina nezavisna od vrednosti cut-off-a.



Poglavlje 3

Luttinger tecnost

Ako ograni¢imo kretanje fermionskih ¢estica na jednu dimenziju intuitivno
otekujemo da ubrzanje jedne Cestice ¢e se sigurno preneti na susednu (putem
interakcije) i tako dalje na sledeéu ¢ineéi kolektivnu ekscitaciju. U jednoj di-
menziji nema mogucnosti da susedna Eestica poprimi momenat normalno na
kretanje i dopusti cestici da se slobodno krece. Dakle kolektivne ekscitacije ili
ekscitacije gustine koje opisuju bozonske varijable ¢ine okosnicu opisa fermiona
u jednoj dimenziji. Moze se pokazati da one u potpunosti ¢ine niskoenergetski
opis takvog jednog sistema i teorijski koncept koji je paralelan uopstenju fermi
tecnosti u visim dimenzijama i koji opisuje takvo kolektivno ponaSanje u jednoj
dimenziji nazivamo Luttinger-ova tecnost. Fermi tec¢nost je uopStenje neinter-
agujudeg (slobodnog) elektronskog gasa, a Luttinger tecnost je uopstenje egza-
ktno resivog Luttinger modela koji se pak oslanja na bozonsku reprezentaciju
niskolezeéih ekscitacija slobodnog elektronskog gasa u jednoj dimenziji.

e(k)

—kp

2kp

(b)

Slika 3.1: (a) Energetski spektar jednodimenzionog fermi gasa, (b) dozvoljene
energije Cestica - Supljina ekscitacija.

Razmatrajmo jednodimenzioni slobodni elektronski gas sa periodi¢nim

19
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Slika 3.2: Siftovi (translacije) bozonske prirode jednodimenzionog fermi gasa

grani¢nim uslovom na duzini sistema jednakoj L. Jednocesti¢ni energetski nivoi
27,2

su dati izrazom : e(k) = LE k= n2T:n = 0,+£1,... (Slika 3 (a)). lzrazita

karakteristika jednodimenzionog gasa moze se videti pri analizi dozvoljenih en-

ergija ekscitacija cestica-Supljina. Ekscitaciona energija za ekscitaciju u kojoj

Cestica sa momentom p prelazi u p+ q je Ae(p) = ngl + 5= . jednoj dimenziji
pri datom ¢ postoji najnizi momenat ispod fermi nivoa kOJl moze biti pobudjen
p = kp —q. Zato Ae(p = kr —q) = L(kr — 4) je najniza energija za dato ¢
i opisuje granicu oblasti na Slici 3 (b) u kojoj ne postoje ¢estica-supljina eksc-
itacije. Znaci u odnosu na situaciju u visim dimenzijama izrazit je nedostatak
ekscitacija koje u visim dimenzijama opisuju kretanje transferzalno (normalno)
na prvobitni pravac.

Zamislimo da smo popunili u desnoj grani spektra (Slika 3 (a)) jos Qg nivoa
tj. da smo povecali broj elektrona za QQr u desnoj grani. Koristi¢emo niskoen-

ergetsku aproksimaciju spekta merenog u odnosu na fermi nivo: Ae(kp + q) =
B2 (krt+q)®  K’k%E _ RPkpq _ 72
. 2m om T m -

je dat izrazom:

vpq. Uzetemo h = 1. Porast kineticke energije

O S T e
A 9/ TR '
1=n-+1 =1
27

gde smo uzeli krp = (n + )vp L
Ako fiksiramo Qr 1 napravimo niz cestica-Supljina ekscitacija u toj grani
(Slika 4) vidimo da pomeraje energija u odnosu na pocetno stanje mozemo
opisati preko niza celih brojeva u monotono rastué¢em nizu gde moze biti pon-
avljanja vrednosti celih brojeva. To nam sugeriSe bozonske ekscitacije. Posle
analogne analize u levoj grani mozemo do¢i do hipoteze da niskoenergetski opis
ekscitacija jednodimenzionog slobodnog elektronskog gasa je dat izrazom:

1x
_USZ|q‘bTb +** NN2+§E JJ2 (32)

gde vs =vy =vy=vp, N=Qr+QriJ =Qgr— Q. Da je spektar zaista
linearan za sve k i u levoj i u desnoj grani jednacina(3.2) vise ne bi bila hipoteza
nego zakljucak za jedan takav sistem.

Hipoteza Luttinger tec¢nosti je da ako unesemo interakcije kratkog dometa
u slobodan elektroski gas niskoenergetski opis bi¢e dat hamiltonijanom (3.2) sa
interakcijom izmenjenim parametrima vy, vy i vy. Primer takvog uopstenja je
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Y

Slika 3.3: Slobodni fermioni Dirac-ovog tipa (jednac¢ina(3.3))

Luttinger-ov model [9]. Videéemo da postoje dva nezvisna parametra (u odnosu
na tri u (3.2)) i da su dovoljni za opis niskoenergetskih osobina uklju¢ujuéi i opis
korelacionih funkcija.

Prvo ¢emo uvesti kineticki deo Luttinger-ovog modela:

H® =vp Y (pk — kp)(nip— < nip >0) (3.3)

k.p

gde p = +, — oznacava desno i levo kreéuce fermione (Slika 5), kr je fermi
impuls, a < ng, >o= 0(kp — pk) popunjenost nivoa osnovnog stanja. U H? je
oduzeta popunjenost u osnovnom stanju sa odredjenim kg tj. hamiltonijanu je
oduzeta njegova vrednost u odnosu na stanje sa odredjenim kr - on je “nor-
mal ordered” (normalno uredjen). Time je dobro definisan jer poprima konac¢ne
vrednosti. Ekscitacije duboko ispod fermi nivoa su time potisnute u odnosu na
opis i fiziku oko kr. Mozemo se pitati da li nam je potrebno Dirakovo pozitron-
sko more u aproksimativnom opisu jednog sistema kondenzovanog stanja. Kao
§to smo ve¢ rekli more zbog inertnosti njegovih nivoa u opisu nema znacaja i
uvodi se samo kao sredstvo regularizacije umesto konac¢nog cut-off-a i dozvoljava
rigorozno uvodjenje bozonskih operatora.

Operatori gustine fermiona tipa p se daju izrazima

Pap = Z Cz-&-q,pckm q#0
k
= ) fup— <nkp>0 q=0 (3.4)
k

Komponentu ¢ = 0 smo normalno uredili da bi kao operator bila dobro defin-
isana. Sledeée, zelimo da izracunamo komutator [pgp, pgpr] =7 Ako je ¢’ # —q
lako, siftom (translacijom) varijabli dokazujemo da je vrednost komutatora nula.
Za ¢’ = q (Zadatak V(1)) imamo razliku dva neogranic¢ena operatora (kao prvi
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rezultat) koje prvo moramo da normalno uredimo - da dodamo i oduzmemo
ocekivane vrednosti u osnovnom stanju (sa kp). Manipulacija Siftovima je
dozvoljena na ogranic¢enim (dobro definisanim) operatorima i ostala nam je samo
razlika oc¢ekivanih vrednosti koju mozemo izracunati uvodeéi cut-off odozdo.
Pustajuéi cut-off u —oco dobijamo

L
[Pap, Pgp] = 5p7p’5q+q’70(_)qp% (3.5)

Dobili smo bozonske komutacione relacije u prostoru impulsa. Zato konstruisemo
bozonska polja radi jednostavnosti prvo u grani p = +:

2nx ) o1
04 (z) = I Qrti > exp{—igz}—pe; +0r (3.6)
n
q7#0
gde je O jedna konstanta. Vazi
0.0+ (z) = 2mpy (), (3.7)

gde uvodimo operator gustine u grani +:

1 .
p(@) =7 D expligr}pes (3.8)
q
i
[+ (2), 0+ ()] = imd(w — o) (3.9)
Analogne relacije vaze i za levu granu sa naelektrisanjem Q7. Bozonske krea-
27

cione i anihilacione operatore mozemo definisati preko, ¢ = n",

1
aj;:%pq+ q>0

1
al = qu_ q<0 (3.10)

gde aq|F'S >= 01 |F'S > je osnovno stanje sa odredjenim kp.
Na osnovu razmatranja u uvodu dolazimo do zakljucka da se kineticki deo
Luttinger modela moze izraziti kao

i
H® =vp Y |qlalag + va(Q%JFQzL) (3.11)
q

HO = % /dxzp:  (0,0,)% : (3.12)

gde je : :znak normalnog uredjenja za koji : aa’ := aTa itd. Jednakost fermion-
skog i bozonskog opisa moze se pokazati i preko jednakosti particionih funkcija
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koje slede iz dva opisa putem fermionskih i bozonskih slobodnih ekscitacija (Za-
datak V(2)) [10].

Uveséemo prirodne varijable: naelektrisanja Q@ = Qr + Qr(pn = p+ + p—)
istruje J =Qr — Qr(ps =ps+ —p—) ianalogno Oy =0, +0_i6; =0, —0_.
Za njih vazi:

8z9N:27er i 8$91227Tp]v (313)
i
(), 0x(2")] = [px (@), 05 (")) = i2n8(z — o). (3.14)
U ovoj reprezentaciji
HY = Z—i/daz 2 (0207)% 41 (0.0N)2 - . (3.15)

Interakcioni ¢lan Luttinger modela glasi:

7r
H' = T Z (Viglp,p + VagOp,—p' ) PapP—ap (3.16)

p.p'.q

i model je resiv putem Bogoljubovljeve transformacije [10]. Ispostavlja se da
niskoenergetsku fiziku dobijamo prostom smenom Vi, — Vi(¢ = 0) i Viy —
Va(q = 0) (pretpostavljamo interakcije kratkog dometa) i hamiltonijan poprima

oblik:
1

H:;/dxlvj(aw(g]vf3+:'UN(6909J)2: (317>
Y3

gde
UN:UF+V1(0)+‘/2(O) i UJ:UF+V1(0)—‘/2(0) (318)

Inace redenje zbog oblika hamiltonijana modela: H ~ afa + ata® + aa se do-
bija uobicajenom smenom a;r = cosh d)qb:; + sinh ¢4b_4, kada dijagonalizovan
hamiltonijan postaje:

H=FEy+ Y wgblbg 41 X (wsJ% + vy N?) (3.19)

2L

gde w, = \/(UF + Vig)?2 — (Vag)?lg|- U dugotalasnom limitu definiemo v, =

lim, o % = /unvy i takodje parametar K: vy = % i vy = v,K ili

Vg ’UF—|-V1 0 2(0)
K=,/— . 3.20
UN \/UF+V1 0 2(0) ( )

Sa ovim definicijama niskoenergetski zapis Luttinger modela glasi

H=212 /da: L K(0000)2 + = (0,0,)? (3.21)
8 K

1z relacije 8 9’ = pn proizilazi da koeficijent K ima znacenje kompresibilnosti.

K < 1 ako su interakcije veoma odbojne.
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Niskoenergetski opis bi trebalo da sadrzi operatore vezane za kreaciju i ani-
hilaciju elektrona kao osnovne ¢estice sistema. Da bi se priblizili uobi¢ajenom
opisu slobodnog bozonskog polja redefinisemo:

0 .0
?N—><9N; i 5J—>9J. (3.22)

Tada i komutacione relacije postaju:
[0:0N (2),05(2")] = imd(x — 2') = (0.0, (x), 0N (2")] (3.23)
a granic¢ni uslovi koje sada polja ispunjavaju su:
On(z+L)=0n(z)+7N i 0y(x+L)=0;(z)+nJ (3.24)

Ako definisemo polja
exp{imfn —if;}, m ==+ (3.25)

videéemo da ona zadovoljavaju osnovne relacije za kreacione i anihilacione oper-
atore elektronskog polja: [p(z), UT(2/)] = Ut (2)d(z—2'), U(z)¥(2') = —U(2")¥(x),
itd (Zadatak V(3)).

Da bi izracunali neke od korelacionih funkcija Luttinger modela koje ukljucuju
u svojoj definiciji eksponencijale bozonskih polja razmotri¢emo teoriju bozon-
skog polja u 1+ 1 dimenziji [11].

Akcija slobodnog bozonskog polja u 7 = it (imaginarnom vremenu) je

_ b LUPEY 2
S=5- [ do [ drl5(0.0) + 00,07 (3.26)
Da bi dobili korelacione funkcije definiSemo generisué¢i funkcional
7p) = / D exp{—5 — / dr / dz(@)n(z)} (3.27)

gde je n(z) = n(xz, 7) probna funkcija. Posto je ova teorija gausijanska (kvadrati¢na
po @), Z[n] se lako izracunava:

% :exp{%/di/di’n(f)(l(a‘c,i’)n(i’) (3.28)
gde
%(—%83 —vd2)G(z,2") = §(x — 2')5(T — ') (3.29)

Uvodeci kompleksne varijable z = 7 +47 i 2 =7 — i jednacina postaje
1 !/ 1 2 !
—0,0:G(z,2") = 56 (z —2) (3.30)
™

Resenje je

G(z,0) = Zln— (3.31)
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gde smo koristili 2 (%) = 476%(z) (Zadatak V(4)) i uveli smo radijus sistema

(infrared cut-off) da bi korelacije bile fizicke - opadale sa rastojanjem. Potreba
cut-off-a veli¢ine sistema ukazuje nam da samo polje ¢ ne bi trebalo da ima
fizicku interpretaciju ve¢ samo (mozda) njegovi izvodi i eksponencijalne funkcije.
Uveséemo i cut-off bliskih rastojanja jer ¢e nam biti potreban u definisanju
eksponencijalnih funkcija. Zato
1 R?
G(2,0) = - In ——. 3.32
(2,0) 4%z + a? ( )

Da bi izracunali korelacione funkcije bozonskih eksponenata ~ exp{i3¢} uvodimo
probu:

N
0(Z) =1 Bnd*(z — 2n) (3.33)
Koristeé¢i prethodne rezultate dobijamo
Z . _ . _
Z[[T)O?] = <exp{—if10(z1,2z1} - exp{—iBno(zn,ZN} >
= exp{ Zﬁlﬁ] ZZ7Z] }exp{ Zﬁ G Z“Z]
1<J
2 — 2|2 +a? pis; a’® %
i<j i

|Zi — Zj|2 + a? 88, R _<ZB“2
— Ty (= 1 3.34
H( a? ) a ) (3.34)
1<J
Ako R — oo (to je zeljeni limit) korelacije su razlicite od nule samo ako ) . 3; =
0 tj. ako je ispunjena tzv. elektroneutralnost. Tada

Z[mo) _ (lzi — 2|\ 20
Z[0] a?

(3.35)

ako |z; — z;| — oo i potrebna nam je redifinicija eksponenata sa cut-off-om a -
da korelacije ne bi zavisile od a. Ovo dovodi do dobro definisanih eksponenata
koji se mogu dobiti i putem normalnog uredjenja [10, 12].

Oblik korelacija nam sugeriSe da se one mogu faktorisati u “holomorfni” i
“antiholomorfni” (zavisan od z ili Z samo) deo. Zato definisemo

0(2,2) = ¢(2)+ (%) (3.36)

0(z,2) = o(z) —¢(2) (3.37)

§to veoma li¢i na varijable naelektrisanja i struje koje smo prethodno imali. Vazi
i

i0:¢0 = 00,0 (3.38)

—ivl,p = 0,0 (3.39)
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Iz akcije S tj. lagranzijana slobodnog polja mozemo zakljuciti koji je hamiltoni-
jan teorije:

/dx 0-¢)? +v*(9,:¢)?] /dx [(7ID)? + (029)%]  (3.40)
gde je II varijabla kanonicki konjugovana polju ¢: II = z—( 0, ¢) 1 vazi
(). 6(y)] = ~id(x — ) (3.41)
Sledi iz zamene II i koriséenja dualne relacije (3.38) da komutator glasi:
[0:0(), d(y)] = —imd(x —y) (3.42)

¢ime identifikujemo polja ¢ i —60 sa Oy i 05, do na faktor koji ih mnozi i deli
respektivno, koje smo koristili u opisu Luttinger te¢nosti.

U nastavku koristi¢emo izracunate korelacije bozonskog polja da izra¢cunamo
Green-ovu funkciju elektrona u Luttinger tec¢nosti. Ako je \I!}; ~ exp{i(On+67)}
i skaliranjem u kome polja postaju uobicajena polja zapisa bozonske teorije u
1+ 1 dimenziji (3.40),(3.38), i (3.42):

9 g Ry = (3.43)

onda je korelator
< Uh(z,7)WR(0,0) >=

< exp{i\/%qﬁ(i) _ iWE@)} exp{—i\/%
1 1
- == (3.44)

$(0) + iVKH(0)} >

gde
1 2 1 2
A:M iﬁzﬂ. (3.45)
4 4

Vidimo da ako K # 1 tj. nismo u fermi te¢nosti, korelator dobija kompo-
nentu opisa kretanja u suprotnom smeru. Takodje korelatori opisuju algebarsko
opadanje $to je opsta pojava u fizici Luttinger-ove te¢nosti. Da bi dobili nasel-
jenost u okolini fermi nivoa uzimamo 7 = 0:

1
< Uh(z,0)05(0,0) > -, (3.46)
||
Raspodela ¢estica po momentu u blizini fermi nivoa dobija se iz
1
on(k) ~ /dx expli(k — kp)r}—— (3.47)
tx®

||
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Slika 3.4: Naseljenost jednocesti¢nih nivoa u sluc¢aju (a) slobodnog fermi gasa
(puna linija) (b) Luttinger - tecnosti (isprekidana linija - shematski)

i jednostavnom smenom y = (k — kr)x i znajuéi rezultat za K = 1, o¢ekujemo
rezultat oblika:

n(k) =nkr) + |k — kp\ﬁ_lsgn(k —kp)(—) ck (3.48)

gde ck je pozitivna konstanta. Na Slici 6 vidimo uporedjenje distribucione
funkcije n(k) za fermi gas i Luttinger tecnost. Umesto kona¢nog skoka ( Z)
na kp karakteristicnog za fermi te¢nost nalazimo manje izrazenu singularnost
bez skoka. To nam ukazuje da ne postoje dobro definisane fermi kvazicestice na
fermi nivou.

Sliéno za gustinu stanja trazimo Fourier transform Gg(0,7):

B8 K+%
/ exp{iw, TYGR(0,7)dT ~ (iw,) = (3.49)
0
gde smo ocenili putem skaliranja transform. Gustina stanja p(e) ~ ImG(0, iw,, —
K+ L K+-L
e4i1) i vidimo da je nenulta za w < 0 kada G(0,w+in) ~ (=)= ~‘w| =

. . Ktge o ”
§to znaci p(e) ~ e 2 za € < 0 u odnosu na fermi nivo. Ponovo ovo znaéi

nedostatak fermi jednocesti¢nih stanja na fermi nivou - stanja na fermi nivou ne
lice na fermi jednocesticna. To znaéi da je tuneliranje u Luttinger te¢nost jako
priguseno u odnosu na tuneliranje u fermi te¢nost. Karakteristicno k — kr na
niskim temperaturama je proporcionalno 7" pa time koli¢ina ekscitacija poprima
ovaj oblik:

1

K44
n(T)~T 7 1 (3.50)
1
tj. istu zavisnost od eksponenta K—g? —1kao i p(e) i n(k). Ovaj stepeni zakon

se pojavljuje i u merenjima struja-napon karakteristika prilikom tuneliranja u
Luttinger tecnost. Veoma dobro slaganje eksperimenta i teorije dobijeno je na
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tuneliranju u granicu frakcionog kvantnog Holovog sitema na punjenju v = %
13, 14].

Preko korelacionih funkcija eksponenata bozonskih polja 6y i 8; mozemo
saznati njihov fizicki smisao.

Korelator polja exp{i20;} = exp{—i2v/ K6} jednak je

< exp{i20, (z)} exp{—i20,(0)} ~ M% (3.51)

U Luttinger modelu K < 1 za odbojne interakcije i ovaj korelator meri tada
dugodometne CDW (talase gustine naelektrisanja) korelacije. Znaci parametar
poretka uredjenja nalik na kristalnu resetku je exp{i26;} tj. polje konstrukcije:
\IIE\IJL koje nosi nulu naelektrisanja ali nenultu struju. Zbog pny = a”%, 0y ima
smisao fononskog otklona kvaziuredjenja (koje algebarski opada i nije pravo
dugodometno) jer uproséeno (pod predpostavkom pravog uredjenja):

pn(z) = Z(&(w—na—l—An)—é(Jc—na)) A ZAné'(m—na) = az(z Apd(x—na))
(3.52)
Korelator polja exp{i20x} = exp{i2%} je
1

2| %

< exp{i20n (%)} exp{—i20N(0)} ~ (3.53)

tj. kada su superprovodne korelacije izrazene K > 1 i korelator je duzeg dometa.
Time Oy(Z) dobija smisao (kvazi)superprovodne faze. Zaista exp{i20y} ~
\I';\I/E nosi naelektrisnje Cooper-ovog para (2e).

Mozemo da zaklju¢imo da Luttinger-ova te¢nost je uvek na ivici opisa nekog
uredjenoga stanja ali nikada potpuno uredjena u saglasnosti sa Mermin-Wagner-
ovom teoremom.

Znajudi korelacije 6 ;7 mozemo izra¢unati kompresibilnost (py = M)

s

k‘2
< plk,iwy)p(=k, —iw,) > = W < 05k, iw,)05(—k, —iw,) >
k2 2K

(m)? vs((52) + k)

(3.54)

tj. limy—o < p(k, w)p(—k, —w) >= x. - kompresibilnost i zato

2K
Xec =

(3.55)

Vs



Poglavlje 4

Frakcioni kvantni Hall-ov
efekat

Kvantni Hall-ov efekat nastaje pri kretanju dvodimenzionih elektrona u pris-

ustvu jakog magnetnog polja. Meri se potencijalna razlika normalno na strujni

tok - Vi i duz toka Vi, (Slika 7). Na niskim temperaturama opazaju se pla-

toi u zavisnosti Ry = Z}i (I -struja), Hall-ove otpornosti od koli¢nika jacine

magnetnog polja i elektronske koncentracije t;j. %. Shematski oni su prikazani

na Slici 8 gde vidimo i klasiéno predvidjanje (isprekidana linija) linearne za-
hcn

visnosti provodljivosti od kolicnika % tj. # = = 5. Platoi nastaju oko

klasi¢nih celobrojnih vrednosti % = 1,2,3,... i time opisuju kvantizaciju
provodljivosti datu celim brojevima - integralni kvantni Hall-ov efekat [15] ali
12 2

primeceni su platoi i oko frakcionih ﬁ =3,5,%,.-. - frakcioni kvantni Hall-
ov efekat [16]. Stanja u kojima se klasi¢ne vrednosti poklapaju sa kvantnim, na
sredinama platoa, karakteriSu celobrojno ili delimi¢no popunjeni Landau nivoi

- kvantizovani nivoi kretanja slobodne cestice - elektrona u magnetnom polju.

Slika 4.1: Hall-ov eksperiment

29
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Slika 4.2: Zavisnost Hall-ove provodnosti u jedinicama % od koli¢cnika jacine
magnetnog polja i elektronske koncentracije t;. g (shematski)

Dobijamo utisak da se ta stanja “opiru promenama” - promeni gz konkretno.
Za ocekivati je da to ponasanje u integralnom efektu sledi zbog potpune pop-
unjenosti nizih Landau nivoa i postjanja gap-a (procepa) prema nepopunjenim
(visim) nivoima. Takvo objasnjenje ne vazi za frakcioni efekat. Najcesée najnizi
Landau nivo je delimi¢no popunjen $to dovodi do velike (makroskopske) de-
generisanosti poCetne - neinteragujuce slike sistema. Samo interakcije mogu da
dovedu do postojanja procepa i na¢in na koje one to ¢ine predstavlja jedinstven
primer jako korelisanog sistema. Da bi shvatili te korelacije razmatra¢emo frak-
cioni kvantni Hall-ov efekat na frakeiji % i Laughlin-ovo resenje [17] tog problema
koje je osnov objasnjenja i opisa fizike i na drugim frakcijama.

Laughlin-ovo resenje
Cestica u magnetnom polju u dve dimenzije:

Hamiltonijan je
L o qpe
H=—@(p--4 4.1
) (4.1

Komponente operatora o= p— %/Y zadovoljavaju ove relacije

Uvodimo
Iy =11, + I, i II_ =11, — I, (4.3)
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i uzimajuéi ¢B > 0 i

C C
= M. i b= II_ 4.4
b=\agmp™ 10 \ 2¢nB (44)

mi mozemo opisati problem na nacin harmonijskog oscilatora:

1
b, =1 i H = hw.(bbl + 3) (4.5)
gde w, = fn—Bc - ciklotronska frekvenca. Postoje dodatni operatori koji komutiraju
sa hamiltonijanom:
12
RZ‘:T’Z'-FEZ'J'HJ'%B ’L',j:.’E,y (46)

gde lp = 4/ % je magnetna duzina i takodje

. Uze¢emo hh =11 lg = 1. Operatori

R, +iR, . . R,—iR,
N N A '] 48
\/§ ! \/§ ( )

predstavljaju dodatne operatore za koje vazi [Z~, ZT| = 1 koji deluju unutar
Landau nivoa.

Eigenvrednosti n = 0,1,...,im = 0,1,... dva operatora IITII~ i ZTZ~
potpuno klasifikuju eigenstanja |n, m > hamiltonijana zato $to operatori iR
odgovaraju dvema klasi¢nim veli¢inama - ciklotronskoj brzini i centru rotacionog
kretanja (“guiding center coordinate”) koji potpuno opisuju stanje ¢estice u
magnetnom polju.

Degeneracija odredjenog Landau nivoa je jednaka broju dopustenih stanja
na povrsini L, x L,. Posto je [R;, R;] = i¢;j, slicno problemu jednodimenzione
slobodne ¢estice gde [x,p] = ¢ i broj dozvoljenih stanja u impulsnom intervalu

Z+

AP za sistem duzine L je L2A—7TP, u nasem slucaju degeneracija Landau nivoa je
%. Ako vratimo jedinice degeneracija je

L,xL, LyxL,B L;xL,B (4.9)

2rly  2m3B ke '
tj. jednaka je broju kvanata fluksa kroz sistem.
U simetriénom gejdzu imamo
0
. 1. = B| Y
0 -B

i uzimamo ¢ = —e. Iz uslova T g(z,2z) = 0 gde z = = + iy za stanje najniZeg

Landau nivoa tj. (% +%)9(z,Z) = 0 dobijamo da su sva stanja najnizeg Landau
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nivoa oblika f(z)exp{—1|z|?} gde je f(z) analititka funkcija samo od z. U
prostoru f(z), ZT i Z~ postaju ZT = % izZ- = 2% i eigenstanja operatora
717~ sa eigenvrednostima m = 0,1,2,... su

2™ exp{— 3%}

V2m2mm!

Kao $to smo pokazali ranije maksimalna vrednost m je jednaka broju fluksa
kvanata kroz sistem - Ny, tacnije myqae = Ng — 1. Broj m preko relacije
V< |2]2 > = /2(m + 1) karakteriSe koliko je daleko orbita cestice od centra i
to je eigenvrednost operatora angularnog momenta L, = —i% gde ¢ predstavlja
fazu kompleksnog broja z.

U najnizem Landau nivou stanja dve Cestice se mogu klasifikovati kao eigen-
stanja relativnog angularnog momenta:

v, = (4.11)

1 1
U(z1,29) = (21 4+ 22)™ (21 — zg)lexp{—1|z1\2}exp{—1\z2|2} (4.12)

sa eigenvrednoscu [. Za elektrone | mora da bude neparan broj i moze se sma-
trati merom medjucesti¢nog rastojanja. Prvi ¢lan u (4.12) predstavlja nevazno
kretanje centra mase. Ako uvedemo operator interakcije izmedju dve cestice sa

V(7 =75 = 5 [ 4BV (@) explif(r - 7)) (1.13)

preko dekompozicije 7; = R; —TI; x 2 mozemo izvesti projekciju interakcije u
odredjeni Landau nivo n:
_ 1 - - oo
Vij = > /dk\ < n|exp{ik(Il x 2)}|n > [*exp{ik(R; — R;)} (4.14)
7r
Projektovana interakcija komutira sa operatorom relativnhog angularnog mo-

menta dve Cestice: 1

2

¢ija eigenstanja u najnizem Landau nivou su (4.12) ili (Z; + Z;r)m(Z:r -

1 - =
Mij = IR~ Byl - (1.15)

Z;')l|0 >= |l > uopste. Dakle jednom takvom stanju mozemo pripisivati en-
ergiju < I|V;;]l >=Vj ili ceo projetovan operator predstaviti kao [18]

o0
Vi =Y ViR (4.16)
=1

gde je Plij projektor na stanje dve Cestice sa relativnim angularnim momentom
[. Time se dobija diskretni niz brojeva V;1 = 1, 3, ... koji karakterisu interakciju
u odredjenom Landau nivou. [ poprima neparne celobrojne vrednosti a V) je
monotono opadajuéi niz tzv. pseudopotencijala za Coulomb-ovu interakciju u
odredjenom Landau nivou.
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Sa druge strane Laughlin je funkciju osnovnog stanja elektrona na punjenju
V= ]]:,[; = % trazio u obliku:

1
o(z1,...,2N) :Hf(zi—zj)exp{—ZZM\Q} (4.17)
1<
tj. u tzv. Jastrow zapisu koji uzima da su najvaznije dvocesticne korelacije.
(Proizvod je po svim parovima Cestica.) Ali ¢im pretpostavimo takav oblik
namece se oblik funkcije u najnizem Landau nivou kao

flzi = 25) ~ (2 — 2)F (4.18)

Najvisi stepen jednocesti¢nog stanja funkcije Wy sa ovom pretpostavkom je
kE(N. — 1) i to je ujedno i broj fluksa kvanata kroz sistem (u termodinamickom
limitu). Znaci za N. — oo Ny = kN, i iz fiksiranosti punjenja v = % sledi
da k = 3. To je u saglasnosti sa fermi statistikom koju opis putem ¥g mora
postovati. Tako dobijamo Laughlin-ovo resenje

3 1 2

Uo(z1,...,28) = g(z 2)* exp{— R (4.19)
I sa gledista interakcija ovaj izbor je potpuno opravdan. Svaki elektron ima
ne samo jednu (zbog fermi statistike) nego tri nule funkcije na svakom drugom
elektronu. Znagci priblizavajuéi se drugom elektronu funkcija opada kao stepena
funkcija rastojanja sa stepenom 3 tj. verovatnoca da se elektron nadje u blizini
drugog elektrona je prigusena i minimizacija interakcione energije koja sledi je
veoma efikasna.

Ova razmatranja potvrdjuje i numericki rad u LLL (najnizem Landau nivou).
Moze se izabrati tzv. “truncated” (odsecen) pseudopotencijalni hamiltonijan sa
nizom: V; : [0,V4,0,0...] tj. samo V; vrednost Coulomb-ove interakcije [18].
Za takav hamiltonijan Laughlin-ova funkcija je egzaktno osnovno stanje sa nula
energije. U geometriji sfere sa malim brojem cestica potvrdjeno je da je to
jedinstveno osnovno stanje sistema koje poseduje procep. I daljim dodavanjem
preostalih pseudopotencijala Kulonove interakcije procep ostaje, i pored toga,
Laughlin-ova funkcija ostaje veoma dobar opis funkcije osnovnog stanja [18].
(Preklapanje (skalarni proizvod) egzaktnog osnovnog stanja sa Laughlin-ovom
funkcijom je veliko.)

Za sistem sa procepom za sve vrste ekscitacija kazemo da je nekompresibi-
lan. On se opire promenama i dugi talasi i perturbacije sistema su nemogudi.
Ispostavlja se da u frakcionom kvantnom Hall-ovom efektu eksitacije najnize en-
ergije su kvazicesti¢nog tipa. Jedna prirodna konstrukcija ekscitacije u okviru
Laughlin-ove teorije u LLL je tipa

N

[z —w)¥o(z1, ..., 2n) (4.20)

i=1

To je sigurno koherentno stanje Supljine (nedostatak elektrona) u w jer za svako
zi — w,t = 1,..., N konstrukcija ide u nulu. Ipak moramo biti pazljivi u
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proceni koli¢ine nedostataka elektrona. U tom ¢e nam pomoéi Laughlin-ova
plazmena analogija. Naime korelacione funkcije i slicne veli¢ine u stanju ¥ koje
racunamo putem delimi¢nog integraljenja po koordinatama proizvoda W§W,
mozemo identifikovati sa klasi¢nim izra¢unavanjima koriste¢i particionu funkciju
dvodimenzione jednokomponentne plazme sa Coulomb-ovom interakcijom u dve
dimenzije ~ —In{r}.

Naime funkcija raspodele verovatnoce, U§Wq, moze se zapisati kao

|To (21, .., 2n8) > = exp{—B®(21,...,2n)} (4.21)

gde /7!, temperaturu mozemo proizvoljno izabrati i za nas ée biti jednaka
B =m(m = 3). Tada

1
<I>(z1,...,zN):—221n|zi—zj\+%2|zk|2 (4.22)

i<j

§to sve zajedno ¢ini opis plazme Cestica naelektrisanja m, koje se odbijaju i zato

je neophodno uniformna neutralizaju¢a pozadina sa gustinom p = ﬁ (u novim
1

jedinicama).(U (r;) = 5L-|2;|? i Poisson-ova jednacina je —V2U(r;) = 4mp..)

U slucaju ekscitacije (4.20) funkcija ® postaje <I>/(21, C L ZNGW):

/ ) = L le —wl— N 2
D (z1,...,2n;w) = 22; - In |z; —w] QZ;ln\zl Zj|+2m Z'Zk| (4.23)
§to u okviru plazmene analogije moze se interpretirati kao prisustvo necistoce
sa naelektrisanjem %

Najvaznije svojstvo plazme su da ona ima uniformnu gustinu i da potpuno
ekranira ubacene necistoée. Prvo svojstvo ima za posledicu, prevedeno na jezik
prve kvantizacije i o¢ekivanih vrednosti talasnih funkcija, da na$ sistem ima uni-
formnu gustinu u stanju ¥y. Drugo svojstvo znaci da na mestu ekscitacije w bice
nedostatak naelektrisanih cestica jednak %, dakle jednak frakciji naelektrisanja.
Zbog toga ekscitacija predstavlja kvazicesticu sa frakcionim naelektrisanjem.

Chern-Simons efektivna teorija

Kvantna mehanika i numeric¢ki eksperimenti na malom broju Cestica su dali
objasnjenje frakcionog kvantnog Hall-ovog efekta. To ukljucuje i analizu eksc-
itacionog spektra i fenomen frakcione statistike putem izracunavanja Berry faze
koje akumuliraju talasne funkcije [19]. Ipak efektivne teorije kvantnih polja,
efektivne zato Sto najcesée govore o fizici u malom opsegu niskih frekvenci i
dugih talasa, daju i paznje vredne analogije i slike sistema. Chern-Simons-
Landau-Ginzburg [20] teorija je prva takva teorija za frakcioni efekat i pred-
stavlja jednostavan i klasican primer tzv. gejdz teorije koja daje efektivnu sliku
Laughlin-ovog sistema. Efektivne teorije nam najces¢e daju globalnu sliku sa
osnovnim opisom ali videéemo da je taj nac¢in u slucaju frakcionog kvantnog
Hall-ovog efekta dovoljan da karakterise takav sistem kao topolosku fazu.
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Mikroskopski hamiltonijan za 2D elektrone u spoljasnjem potencijalu A,
ILL = x7 y7 07

- 2m*

- SR+ Y eAo@) +V(E - ) (420

?

DefiniS§emo unitarnu transformaciju koja je analogna fazi mnogocesti¢ne Laughlin-
ove funkcije:

U = exp{—i Z maoj (4.25)
i<j
gde je svaki a;; ugao koji zaklapa vektor koji povezuje Cestice 7 i j sa £ osom
tako da ¢(Z1,...,Zn) = Ud(F1,...,@N) 1 m je neparan ceo broj. Nove talasne
funkcije ¢ opisuju bozonske Cestice. Transformisani hamiltonijan je:

2m*

H = Sl = SA@) - Sa@l + Y eAo@) + VI -5 (420

gde
P =
a= —Omzviaij. (4.27)

— —

i &g fluks kvantum. Uvodedi gustinu p(Z) = Zf\il 0% — ;)

O DS o
a(@) = 2727% dy Vo, ) p() (4.28)

vidimo da @ zadovoljava jednacinu:
V x @(Z) = Domp(T). (4.29)

Znaci Cestice su izvor gejdz potencijala koji na njih zauzvrat deluje. Koriste¢i
jednacinu kontinuiteta p + Vj = 0 zahtevamo:

2% (%) = —Pomj (4.30)

(4.29) i (4.30) ¢ine neku vrstu Maxwell-ovih jednaé¢ina koje mozemo ugraditi u
lagranzijan bozonskog polja pomoc¢u tzv. Chern-Simons ¢lana:
L = ®T(ihdy — (Ag + a9))® — H + ile‘“’)‘apaya)\ (4.31)
2‘1)0 m

Jednacine koje slede variranjem gejdz polja su (4.29) i (4.30) kada izaberemo
gejdz ag = 0. d, ag je gejdz polje sa gejdz simetrijom, jer pri gejdz transformaciji:
a, — a, + 9, A Chern-Simons ¢lan ostaje isti do na povrsinski ¢lan. (Varijacija
¢lana donosi totalnu divergenciju.)

U aproksimaciji usrednjenog polja, kad fiksiramo spoljasnje elektromagnetne
potencijale: Ag =01 VxA=-B- je uniformno spoljasnje magnetno polje,
zahtevamo:

®(@)=+p al@)=—-A@) ao(@) =0 (4.32)
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gde je p proseCna gustina Cestica sistema. ReSenje mozemo jedino naéi ako,
koriste¢i jednacinu (4.29),
p 1
(I)OB = (4.33)
Znaci reSenja u obliku boze kondenzata su jedino moguca na punjenjima v = %7
m - neparno. To uklju¢uje punjenje %
Da bi dobili gustina-gustina korelacionu funkciju sistema proucavamo fluk-
tuacije u odnosu na resenje usrednjenog polja. Koristimo Madelung-ovu dekom-

poziciju:

(&) = /(@) exp{if(#)} (4.34)
i vr§imo razvoj lagranzijana po stepenima dp(Z) i 0(Z) (fluktuacijama gustine
i faze) najvise do ¢lanova drugog reda. Takodje biramo Coulomb-ov gejdz,
Vi = 0, tako da u k prostoru za zadato 1_57 Z osa ¢e biti u pravcu k a @ ée imati
komponentu duz g ose a, = a = |d|. Sledi da u Furije transformisanom prostoru
gustina lagranzijana je

L = iwdph—pag — —L—k20?
2m*
P s+ L Loikio - Loy
Y (0a)* + 2ﬂmaozk((5a) 2(6/)) V (k) (4.35)

gde smo uzeli h = 1,e =1, i ¢ = 1. Skratili smo notaciju ¢lanova sa
X(—k,—w)Y (k,w) = XY. Prostom gausijanskom integracijom prvo po a a
zatim po ag dobijamo efektivni lagranzijan u obliku kvadrata fluktuacije gustine.
Iz njega mozemo procitati korelacionu funkciju linearnog odziva gustine:

k‘2

2 (2m)%p 2 _ m*w?
(m2=E + k2V(R)) mﬁ“’

< p(=k, —w)p(k,w) >=

(4.36)

Vidimo da je sistem nekompresibilan tj.

Xc(kompresibilnost) = limy_o lim,, o < p(—k, —w)p(k,w) >= 0. Zatim da je
oc¢igledna kolektivna moda na frekvenci w = %%m koju mozemo da identifiku-
jemo sa ciklotronskom frekvencom (u novim jedinicama).

Analogija koju imamo je analogija Laughlin-ovog sistema na sistem bozona
koji u srednjem vidi nulto magnetno polje. Bozonski sistem je naelektrisan - to
nije obi¢an neutralni superfluid, u njemu deluju dugodometne gejdz sile (videti
gustina-gustina korelator). Zato i ne nalazimo obi¢nu (“gapless”) Goldstone-ovu
modu nego modu za ¢ije ekscitovanje je potrebna konacna energija - ciklotroska
energija. Pojavu da Goldstone-ova moda “dobije masu” u prisustvu gejdz polja
kao u ovom slu¢aju nazivamo Anderson-Higgs mehanizam.

Naelektrisani superfluid karakteriSu vorteksne ekscitacije. Ako koordinatni
pocetak stavimo u centar vorteksa i ¢ oznacava ugao sa & osom vorteks mod-
elujemo na velikim rastojanjima od centra kao bozonsko polje oblika & =
vpexp{¢}. Time polje dobija “phase twist” ili skok faze od 2w duz & ose.
Da bi ekscitacija bila konac¢ne energije moramo birati:

0i(F) = Vo (4.37)
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tj.
-
(29— S5@)2 = 0 kako | — oo (4.38)
1 C
Inace cena bi bila u neutralnom superfluidu:
h2p - h2p 1 R
dZ|Vé|* ~ di— ~In{— 4.39
e [ @itV ~ ol [ di ~ i) (439

gde je R radijus sistema.
Zaklju¢ujemo da zbog zahteva za konac¢noséu energije ekscitacije fluks koji
pripada vorteksu je kvantizovan tj.

/ dZV x 6@ = / disa = @, (4.40)
C

Automatski, zbog (4.29) to znaci da vorteksu pripada naelektrisanje @ = = tj.

11 - e
= “6 ) —e— — d"vX(SH:f 441

Q= [ 7p(@) = er- o [ar¥xsa= £ (141)
Stigli smo do frakcionalizacije naelektrisanja koju smo ve¢ nasli u Laughlin-ovoj
teoriji. Ovde mozemo lako da dodjemo i do tzv. frakcionalizacije statistike. Op-
eracija izmene moze se identifikovati sa akumuliranom Bohm-Aharonov fazom
za obilazak jedne Cestice (vorteksa koji nosi fluks i naelektrisanje) oko druge za
ugao m:

exp{i??c/o sadl} = exp{iQm} = exp{i%w} (4.42)

Zmnagdi rezultat operacije izmene je netrivijalna faza - frakcija ugla 7. Moguénost
za frakcionu statistiku dolazi iz dvodimenzionalnosti sistema, jer recimo u tri
dimenzije obilazak jedne Cestice oko druge moze se kontinuirano deformisati
(bez prepreka) i identifikovati sa pocetnim stanjem.

Neutralne kombinacije vorteksa ¢ine ekscitacije najnize energije i moze se
pokazati u okviru Chern-Simons bozonske teorije da ¢ine granu (“magnetophonon”)
u ekscitacionom spektru pored grane ciklotronskih ekscitacija (“magnetoplas-
mon”)(Slika 9).

Laughlin-ov sistem kao topoloska faza

Topoloske faze su faze kondenzovane materije koje karakterise (1) energetski
procep (“gap”) u energetskom spektru (znac¢i potrebna je konacna energija da
se sistem pobudi) i (2) brojevi ili topologke invarijante koji su vezani za op-
eraciju izmene - braiding-a njihovih kvazicesti¢nih ekscitacija. Laughlin-ov sis-
tem na punjenju % je jednostavan primer topoloske faze. Njegov efektivni opis
se moze dati preko Chern-Simons lagranzijana (4.31) sa abelijanskim Chern-
Simons ¢lanom. Abelijanskim jer je vezan za U(1) grupu koja nema nekomu-
tirajuée generatore. U tom ¢lanu je kodiran podatak koliku fazu poprimi ta-
lasna funkcija ako jedna kvaziCestica obidje drugu. Mogué je i tzv. dualni opis
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w(k)

wc/
\/

1/

Slika 4.3: “Magnetophonon”-ska grana u ekscitacionom spektru Laughlin-ove
tecnosti zajedno sa ciklotronskom (“magnetoplasmon”) granom (shematski)

Laughlin-ovog sistema. Umesto da smatramo da se bozonske cestice kre¢u u
gejdz polju a, moze se smatrati da se kvazicestice krecu u nekom “background”
polju b, koje potice od Cestica [20]. Ako zanemarimo kvazicesticne ekscitacije
nas dualni opis se svodi na Chern-Simons ¢lan:

1
%eﬂ”b#am + 5o, Ay (4.43)

gde A, predstavlja spoljadnje polje kao i ranije. Prosta jednac¢ina kretanja koju
dobijamo ako fiksiramo A, da opisuje uniformno magnetno polje na punjenju
% znaci da svakoj Cestici odgovara jedinicni fluks polja b,,.

Definisimo a,, = b, — A, i razmatrajmo teoriju [21]:

S = %/e’“’)‘au&,a)\ (4.44)
U gejdzu ag = 0 lagranzijan postaje

m
L= —agaoal = H180a1 -0 (445)

27
gde nalazimo da je hamiltonijan teorije jednak 0. Znaci efektivna teorija opisuje
samo osnovno stanje ili osnovna stanja. Kanonicke komutacione relacije koje

slede su: 5
[a1(Z,1), ax(T,1)] = —i8(Z — &) (4.46)
m
(Jedinicesu h=1,c=1,ie=1.)

Zamislimo da je nasa teorija definisana na torusu. Razmatrajmo

Wy = exp{i 7{ adi} (4.47)
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Slika 4.4: Dve topoloski razli¢ite putanje na torusu

gde ~ je proizvoljna kriva koja opisuje torus na dva moguéa nacina (Slika 10).
Zbog jednacine kretanja Vxada=0 integral ne zavisi od putanje ali moze da
poprimi netrivijalnu vrednost W; = exp{i §% Eidf}J = 1,2. Fiksirajmo kordi-
natni sistem na torusu: 6,62 € [0,27]. ReSenje jednacine moze da se napise u
obliku

o a1 Q2 =
=(—,—)+V 4.48
a=(5 52+ ¥ (1.45)
gde je ¢ jednoznacna funkcija. « ;i = 1,2 su definisane do na tzv. velike

gejdz transformacije kada smatramo da postoji ceo broj kvanata fluksa kroz
dve Supljine torusa. Znaci o; = «; 4+ 27. Sledi za reSenje dato u takvom obliku
da je

W; = exp{ic;} (4.49)
Iz komutacionih relacija sledi
27
y guisk 4.50
[a, @z] = i (4.50)

ali zbog definisanosti a;; ¢ = 1,2 do na gejdz mi moramo da radimo sa W;. Zbog

exp{iag }exp{ias} = exp{i@} exp{iay +iag} (4.51)
mi imamo komutacione relacije
2T
W1W2 = exp{zE}WgVVl (452)

Ova algebra se moze reprezentovati na kona¢no dimenzionom vektorskom pros-
toru |n >: {|0>,...,|m —1>} kao
2T
Wiln > = exp{iEan >
Waln> = |n+1> (4.53)

sa Wa|m —1 >=10 >. (Da je dimenzija prostora m mozemo zakljuciti iz (4.50)
iz Cega sledi da fazni prostor ima zapreminu 27m tj. da sadrzi m stanja.) Znaci
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osnovno stanje teorije je m puta degenerisano na torusu sto je u saglasnosti sa
numerikom na Laughlin-ovom sistemu.

Algebra (4.52) ima interpretaciju preko kvazicestica. Zamisliomo da kreiramo
kvazisupljina-kvazicestica par i da oni obilaze torus oko meridijana i zatim ih
anihiliramo. Tom procesu pridruzimo operator T;. Neka T5 predstavlja analogni
operator duz longitude. Ako kvazicestice imaju statistiku - vazi

P
T\Ty = exp{i =TT} (4.54)
m

§to nas vraca na algebru (4.52).



Poglavlje 5

Kvantni antiferomagneti

Proucava¢emo moguca resenja Heisenberg-ovog hamiltonijana u proizvoljnoj di-
menziji na reSetci,

H=>"7JSS (5.1)
i

gde J > 0, suma je po najblizim susedima i spin S je proizvoljan, 52 = S(S+1).
Prelazimo u funkcionalni zapis particione funkcije koristeé¢i spinska koherentna
stanja |Q >, stanja najmanje kvantno- mehanicke neodredjenosti spina u pravcu
Q2 =1): < 9|50 >= 50 = S. Particiona funkcija glasi

Z = / HDS}(T) exp{—A} (5.2)

sa akcijom

= B = N
A=is Y wlEi)+ /O ar S I8i(1)3(7) (5.3)

w(S;(7)) oznacava Berry fazu (Zadatak I1(4)) u koju su ugradjene kvantno-
mehanicke (netrivijalne) komutacione relacije. w ima interpretaciju prostornog
ugla koji vektor € = SiéT) opiSe na intervalu [0, 4] sa uslovom €(0) = G(3) na
sferi jedini¢nog radijusa.
U visim dimenzijama na niskim temperaturama ocekujemo uredjeno stanje
i

nalik Neelovom stanju < S; >= exp{iQR;} = (=) gde @ ima vrednost ™ za

sve komponente a R; je koordinata spina §Z Da bi dobili kontinuum limit naseg
modela [22] pretpostavljamo da mozemo da uvedemo opis preko dva polja koja
se sporo menjaju na resetci. Zato razlazemo svaki spin S;:

gi = (—)leI:l + ad[_:i, (54)

u tzv. “staggered” - alterniraju¢u komponentu i L; uniformnu komponentu.
L; ima koeficijent a - konstantu resetke na stepen dimenzije sistema jer time

41



42 POGLAVLJE 5. KVANTNI ANTIFEROMAGNETI

I_;i poprima fizicki smisao polja ¢iji integral u limitu kontinuuma u odredjenoj
zapremini daje ukupnu magnetizaciju te zapremine [23]. Pretpostavljamo da
L;if;se sporo menjaju bar nekoliko konstanti resetke daleko tako da nas opis
bi trebalo da obuhvati i sisteme bez uredjenosti. Zbog |S;(7)[> = 52 do prvog
stepena po maloj veli¢ini a® vazi

L =0 (5.5)

Koristeéi tu jednacinu, razvoj komponenata ; i L; po malom a, i koristeéi

on;
720 a=1,....d .
naR? 0, « (5.6)

§to proizilazi iz 77 = 1 dobijamo za H do na konstantu:
23,797 o diaa B2 A2/ B
H=[d R{Ta |[VA(R)|* + Jda®L*(R)} (5.7)

Mesovit clan ~ ﬁ% smo zanemarili jer je reda a u kontinuumu i time viseg
(o3

reda nego od ¢lana koji dobijamo iz Berry faze (Zadatak I(4))

S Z w(@i(r)) = 8> w((=)'7i; + a’L;) ~

%

, s w(Q(r a? -
sy + [ ar e g 6:9)

Koristeéi (Zadatak II(1))
x € (5.9)

sada efektivna akcija moze da se predstavi kao
. . - P 2 oon B
Acsy :iSZ(*)Zw{ﬁ(Ri)}Jri/dQR/ drL(— x ﬁ)+/ drH  (5.10)
i 0 or 0

Time smo u Berry fazi dobili opis konjugovanih polja u kontinuumu i nas cilj je
da dobijemo oblik akcije u zavisnosti samo od 7. I pored veze (5.5) koju moramo
uzeti u obzir iz same akcije vidimo da L~ (% x 1) tj. da je veza zadovoljena i
dovoljno je da “kompletiramo kvadriranje” tj. prointegralimo Gausian.

Kao rezultat dobijamo

) B L Js2q2—4 a? .

Augy =18 Y (- wlii) + /0 dT/d2R{JT|Vﬁ|2 e JCAT

K3

Pored Berry faze tu je tzv. nelinearni sigma model. Ako uvedemo konstante
¢ = V2dJSa tj. brzinu spinskih talasa i g = @ad’l nelinearni sigma model
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mozemo zapisati u obliku lagranzijana u d 4+ 1 dimenzionom prostoru xg = c7 i
To = Ra:

L= —(9,7)° (5.12)

Inace konstanta ps = § = %%2 u (5.11) ima znacenje tzv.“spin stiffness” t;j.
rigidnosti sistema na gradijentne promene.

Kontinualan limit je opravdan u limitu velikog S kada bazis koherentnih
stanja veoma verno opisuje skup eigenstanja spina. Limit je kao §to smo rekli
potpuno opravdan i u veéim dimenzijama kada dugodometna uredjenost nam
sugeriSe zapis preko sporo menjajuc¢ih polja. Ipak zapis koji smo uveli nije
narusio simetriju tj. ne ograniCava se na situacije kada je simetrija spontano
narusena i jedina pretpostavka je uredjenost na malim rastojanjima. Zato (5.11)
¢emo primeniti i u slu¢aju spinskih lanaca sa malim S.

U jednoj dimenziji pri periodi¢nim granié¢nim uslovima i parnom broju ¢vorova
= 2N Berry faza postaje

N

A w{f} o7
S [w{ii(2ka)} — w{ii((2k + 1)a)}] ~ 2/0 dT/dm(S 5{77}27;

k=1
S [ b=2Ne 0@ _ 0

Zbog toga udeo Beri faze u particionoj funkciji moze se zapisati kao

+oo

> exp{-i2wSQ} Znio(Q) (5.14)
Q=—cc

gde @ oznacava sektore sa fiksiranim topoloskim brojem @Q - (celim) brojem
skirmiona koji klasifikuje konfiguracije sistema:

1 on on
i je konstanta zbog uslova preiodi¢nosti na [0,5] x [0,L] tj. na granicama
u (g, 21) koordinatnom sistemu i @ pretstavlja topologki broj preslikavanja sa
dvodimenzione sfere na sferu jedini¢nog radijusa. (Uslov periodi¢nosti garantuje
konacnost A.yy.)

Na primer, konfiguraciju jedini¢nog skirmionskog broja mozemo zamisliti kao
kvadrant u kome strelica (pravac 7) u centru je upravljena na dole i postepenim
okretanjem, u svim pravcima na isti nacin, ona je kona¢no upravljena nagore
na granicama kvadranta [0, 8] x [0, L]. Vise takvih opisivanja tj. obmotavanja
sfere preko rotacija strelice u kvadrantu dovodi do veéih skirmionskih brojeva.

Iz (5.14) vidimo da ove fluktuacije tj. konfiguracije u vremenu i prostoru
destruktivno interferisu i potiru u sluc¢aju polucelobrojnih spinova tj. lanaca sa,
na primer S = % i njhov uticaj je veliki - imaju koherentni doprinos u slucaju
celih spinova tj. lanaca sa, na primer, S = 1. Oc¢ekujemo da spinski lanac sa



44 POGLAVLJE 5. KVANTNI ANTIFEROMAGNETI

S = % ima veé¢u uredjenost od onoga sa S = 1. Medjutim ocekivana vrednost
klasi¢nog uredjenog antiferomagnetnog Neelovog stanja po spinu (¢voru) je

1
ENeel = —§zJ52 (5.16)

gde je z koordinacioni broj - broj najblizih suseda u zavisnosti u kojoj smo
dimenziji. Primer neuredjenog sistema je tzv. “dimer” stanje ili stanje valentne
veze (“valence bond” - VB) ili spinsko Peirls-ovo (“spin-Peirls”) u kome po dva
susedna spina (¢vora) se udruzuju i grade spin-singlet stanje:

1
5T 1125 =1 1201 1) (5.17)
Za to stanje ocekivana vrednost Heisenberg-ovog hamiltonijana racunata po
spinu je

1
Eaimer = —5J5(8 +1) (5.18)

Vidimo da ipak, u slu¢aju lanca sa S = %, Fiimer < Eneel tj. daipak a saglasno
sa Mermin - Wagner-ovom teoremom kvantne fluktuacije onemogucéuju prevagu
klasi¢nog Neelovog stanja koje se predvidja u dve dimenzije (z = 4).

Da bismo malo bolje upoznali moguée korelacije u spinskom lancu S = %
analizira¢emo tzv. XXZ lanac tj.

H=J0) (8787, +SYSY)+ . SiSi, (5.19)

3

Od velike pomoéi ¢e nam biti tzv. Jordan - Wigner -ova transformacija kojom
mozemo preéi sa jezika spinova na sliku i jezik jednodimenzionih fermiona f;:

sH=K@)f iS7 = fiK(i) (5.20)
gde
i—1
K(i) = exp{ir Y _ fi f:} (5.21)
j=1
i .
Si=1fifi—5 (5.22)

Vidimo da sli¢nost proizilazi iz identifikacije | 1> stanja sa prisustvom fermiona i
| > sa odsustvom. Faktor K (i) nadomesta razliku u komutacionim relacijama i
sa njim smo se vec susreli na jeziku eksponenata bozonskih polja pri razmatranju
Luttinger tecnosti. I zaista sa datim definicijama mogude je izraziti (5.19) preko
fermionskih varijabli:

N N

S Ul i+ fad) + LG = DS =) 623)

=1 i=1

Ji

H="=
2
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Dobili smo hamiltonijan koji opisuje jednodimenzione fermine koji interaguju
sa kratkodometnom interakcijom jacine J,. Ipak primenivsi bozonizaciju blizu
fermi tacaka koje su definisane uslovom fermionske polupopunjenosti za S =
0, N = paran broj, hamiltonijan se ne moze podvesti pod opis Luttinger modela
tj. modela u kome su obicne gustina - gustina korelacije. Postoje ekstra tzv.
Umklapp procesi gde je dozvoljena transformacija fermiona iz jedne grane (oko
jedne fermi tacke) u drugu. (Model postaje Sine - Gordon model.) Ti pro-
cesi, za dovoljno jako J, mogu dovesti do prave dugodometne antiferomagnetne
uredjenosti. Ipak, u saglasnosti sa Mermin - Wagner-ovom teoremom, slucaj
J1 = J, (Heisenbergov model) potpada pod niskoenergetski opis i ¢ini fazu
Luttinger-ove tecnosti direktno povezane sa slobodnim fermionima sa J, = 0
(XY model) [4, 24]. Zato su spinske korelacije lanca S = % quasi-dugodometnog
tipa tj. karakterisu se tzv. algebarskim opadanjem kao u slu¢aju svake Luttinger
tecnosti.

Renormalizaciona grupa za nelinearni sigma model

Primeniéemo program renormalizacione grupe na nelinearni sigma model sa
lagranzijanom

1

L=-(0,/)? p=1,....d (5.24)

g
i vezom 7i? = 1 za vektor sa n komponenata [25, 5]. Koristi¢emo pretpostavku
da je g malo i da uvek mozemo naéi pravac n°(z) koji se sporo menja i oko koga
mozemo da izvr§imo razvoj 7i(z):

n—1

fi(z) = n(z)V1 — d2 + Z Pe(x) (5.25)

gde
n—1
%= (2 (5.26)
a=1
i ®*a = 1,...,n — 1 pretstavljaju “brze” stepene slobode. Ostale “spore”
stepene slobode nalazimo u pokretnom koordinatnom sistemu t;j.
' = alx)
e x)-éP(x) = bap a=0,1,....n—1 (5.27)
i gejdz potencijalima
A%F = e29,e" (AP = —A2P) (5.28)

koji opisuju varijacije bazisa
~0 o 0~
oun’ = Z Ajvet
a

Opet = Y Abreb + A0l (5.29)
b
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“Brze” fluktuacije ®,;a = 1,...,n — 1 opisujemo momentima u rasponu A<
|k] < A gde A je pocetni cut-off. B
Za definisane veli¢ine u aproksimaciji ®2 < 1 vazi

vuﬁ — ZAaOAa _ _,'_Zv Pree

n—1
+ a0 Abeeb — ALR0) (5.30)
c=1 b

Zanemarujudi mesane clanove [5] imamo da

n—1

(Vuﬁ)Q — A(] _|_Z v (I)a—FZAaC(I)C
n—1
+ ) (DD — D%,,) AL AY (5.31)
a,b=1

Isto tako zanemari¢emo 1 prisustvo Af¢ gejdz polja koji u razvoju po ® ulaze
samo preko svojih izvoda. Novi lagranzijan mozemo napisati sa

(Vi) = (V,a°)? + > @Iy — 11 )@ (5.32)
a,b
gde
(HO)E P k 5k k/(sab
(-M)gp = Op_plAAY - abz (AD)? (5.33)

i |E| € [A, A]. Nameée nam se gausijanska integracija koja dovodi do doprinosa
particionoj funkciji:

1
ADRN exp{—5Tr (Il — Th)} (5.34)

gde sprovodimo razvoj po stepenima A (II;):

1 1 &
—5Trin(lo —1I;) = —fTrln (Tlp) + = Z r(Ty M1, )™ (5.35)

2

3\}—‘

Zadrzavajuéi se na ¢lanu n = 1 naSe novo, renormalizovano g je

1 1
=24 Ay (5.36)
g g

gde
dik 1
Ay = n—2/ — 5.37
2= ) A<|E|<A (2m)e k2 ( )
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Slika 5.1: 3 funkcija sa tokovima renormalizacione grupe u zavisnosti od g

Vrednosti Ay su

A, = fm%?Hn% d=2
B (n—2) A B
= A N-(3)] d=3 (5.38)

Zato je i prirodno uvesti konstantu kuplovanja koja ne zavisi od dimenzije - mi
¢emo jednostavno reskalirati g : gA%~2? — ¢ za koje onda vazi sledeéi tok pri
transformacijama renormalizacione grupe:

d =(d-2)g— —"yg (5.39)

5:d@) Ca

gde (=2 = 27 i (4=3 = 272 (Slika 11). Rezultat (5.39) je izveden pod pret-
postavkom da drugi ¢lanovi viseg reda po @ i izvodi su irelevantni ili marginalni
i takvo zanemarivanje se naziva “Poor Man’s Scaling”. Ipak nasi rezultati su
validni pod pretpostavkom malog g.

0 funkcija u d = 2 i za n = 3 jasno ukazuje da ako zelimo da saznamo kakav
je efektivni niskoenergetski opis spinskog lanca sa S veliko (g ~ % — malo)
on je kvalitativno istovetan opisu na jakim kuplovanjima (Seff ~ malo) za
koje znamo iz opisa klasicnih Heisenberg-ovih feromagneta na visokim temper-
aturama da opisuju neuredjena stanja. To podrazumeva postojanje enrgetskog
procepa (m) i korelacione duzine (£ ~ %) koja karakterise eksponencijalno
opadanje korelacija sa rastojanjem.

0 funkcija u d = 3 1 za n = 3 poseduje tzv. fiksnu tacku renormalizacione
grupe za g # 0 koja ukazuje na postojanje faznog prelaza i dve faze: uredjene (sa
naruSenjem spinske simetrije) i neuredjene. Efektivni opis uredjene faze moze
se okarakterisati stabilnom fiksnom tackom u g = 0 blizu koje je mogué razvoj
preko spinskih talasa [5].
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Slika 5.2: Moguca konfiguracija spinskih singleta - dajmera

Slika 5.3: Frustracija u trougaonoj resetci

Spinske tec¢nosti

U odnosu na Neel-ovo uredjeno stanje primer neuredjenog stanja je VB stanje tj.
stanje valentne veze koje smo uveli diskutujuéi jednodimenzione spinske lance.
U dve dimenzije na reSetki takvo stanje moze izgledati kao na Slici 12 gde linije
sjedinjuju parove spinova (najblizih suseda) u singletna stanja - dajmere. Stanje
koje bi bila linearna superpozicija svih moguéih konfiguracija sparivanja, dakle
ono koje ne bi narusavalo translacionu simetriju nazivamo stanje rezonirajuce
valentne veze - RVB stanje. UopSte stanje koje ne narusava ni translacionu ni
spinsku simetriju nazivamo spinska tecnost.

Stanja koja se sastoje od dajmera su verovatnija kada interakcije medju
spinovima u redetki su u nesuglasju sa geometrijom (simetrijom) kristalne resetke.
Takvu pojavu u magnetima nazivamo frustracija i najjednostavniji primer frus-
triranog magneta je trougona resetka u kojoj su interakcije opisane Heisenberg-
ovim hamiltonijanom. Ako spinovi dve tacke trougla zadovoljavaju teznju in-
terakcije izmedju njih da su suprotnih projekcija na osu kvantizacije treci spin
ima slobodu ali i frustraciju u izboru projekcije (Slika 13). Tada stvaranje da-
jmera je najprirodniji na¢in da se prevazidje frustracija; spin-singletni VB ima
energiju —%J koja je niza od obi¢nog klasi¢nog (Neel-ovog) sparivanja koje daje
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—iJ i veze koje su frustrirane a nadovezuju se na dajmere ne doprinose totalnoj
energiji.

Kvantni dajmer modeli su definisani na Hilbertovom prostoru dajmer pokri-
vanja resetki tj. svih pokrivanja valentnim vezama najblizih suseda. Fokus ovih
modela je dinamika spin-singleta. Prvi takav model na ¢etvorougaonoj resetki
su uveli Rokhsar i Kivelson [26] i njegov hamiltonijan glasi:

H= Y [FJ0I{=+he)+VIIXIT+I=0=D (540)

po plaketama

Prvi ¢lan opisuje okretanje paralelnih dajmera na jedinicnom kvadrantu tj.
plaketi. Drugi ¢lan se odnosi na susedne dajmere na jednoj plaketi i predastavlja
njihovo odbijanje ili privlacenje V. Za % < 1i % > 1 ocigledna su resenja u
obliku VB kristala kao na Slici (a) i (b) respektivno. Tacka V' = J je specijalna

~—o 6M—0 o0—°

*—o 60—

[1]]
[1]]
[ 1]

Slika 5.4: Kristalna resenja za (a) ¥ < 1, (b) ¥ > 1 kvantnog dajmer modela.

jer u tom slucaju resenje je jedno RVB stanje tj. skup svih moguéih pokrivanja
reSetke dajmerima. U to se mozemo uveriti ako napisemo hamiltonijan kao
sumu projektora:

Hy—y—1 =Y [U,)(T,| (5.41)

Wy >=1[)—1=) (5.42)

RVB stanje je stanje nula energije - osnovno stanje ovakvog hamiltonijana. Ipak
ovo stanje nije i tipi¢na spinska tec¢nost zato sto dajmer-dajmer korelacije nisu
kratkog dometa ve¢ ispostavlja se algebarski opadajuce tj. sa kvaziuredjenoséu
i prate postojanje mode bez procepa. Za ovo stanje je lako uociti postojanje
cetiri vakuumska sektora na torusu slicno diskusiji kojoj smo imali u okviru
Laughlin-ovog siatema. Fiksirajué¢i koordinatni sistem na torusu vidimo da je
broj dajmera duz longitude i latitude fiksiran broj do na moduo dva uzimajuéi
u obzir dozvoljene operacije u hamiltonijanu $to dovodi do postojanaja cetiri
sektora. Prava spinska tecnost sa procepom RVB tipa nadjena je na intervalu
% (%Z% < 1) na slicnom modelu na trouganoj resetci [27]. Za tu tecnost vazi
da ima topolosku uredjenost sa cetiri vakuumska sektora na torusu. Drugim
re¢ima ne postoji lokalni parametar uredjenja koji bi nam ukazivao u kojem
smo sektoru. Kao u svakoj topoloskoj fazi u ovoj RVB fazi postoje elementarne

Cestice sa frakcionom statistikom.
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Postoje indikacije za spinsku tecnost u eksperimentima na sistemima koje
karakterisu resetke kagome tipa. Kagome resetku karakterise veéi stepen frus-
tracije u odnosu na trougaonu resetku i time veéa verovatnoca za stanja RVB

tipa.
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Hubbard-ov model

U tzv. atomskom limitu “overlap” (prepokrivanje) talasnih funkcija elektrona
vezanih za atome kristalne resetke je eksponencijalno veoma malo. Eksplicitno
vazi da

|R; — Rl
l }

a

[ 02,6 ~ expi- (6.1)
gde su ®; i ®; orbitale vezane za atome na ¢vorovima R; i ]:fj il, je prosecan
radijus atomske orbitale. U tom limitu efekti interakcije se mogu svesti na tzv.
“on-site” ¢lan ( €lan na ¢voru resetke i):

ZUniTnil (6'2)

e?

gde su n;; in;| operatori popunjenosti spina 1 i | elektrona na ¢voruiiU ~ ¢-.
Jedini ¢lan koji uzimamo u obzir izmedju ¢vorova je onaj koji opisuje kretanje
sa Cvora na ¢vor i odgovara kinetickom ¢lanu u Bloch-ovom bazisu:

- Ztcjacjc, (6.3)
ij

gde sumiranje vrsimo po najblizim susedima.
Samo ta dva ¢lana zajedno ¢ine hamiltonijan Hubbard-ovog modela:

H=— Z tCIUng + Z Un”nil (64)

koji i pored svoje jednostavnosti u definisanju vazi kao tezak problem i u ¢ija
reSenja imamo samo delimican uvid.

Kao $to smo istakli u uvodu kineticki deo ima teznju da delokalizuje elektrone
nezavisno od spina koji poseduju dok interakcioni deo se protivi toj degeneraciji i
pri odredjenim punjenjima tj. odnosu broja elektrona sa brojem ¢vorova resetke
dovodi do lokalizacije elektrona.

51
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Razmotri¢emo limit U > t. Prirodna podela Fock-ovog prostora je na dva
potprostora: (1) potprostor stanja sa popunjenoséu ¢vorova do najvise jedan
elektron po ¢voru S = {|[{ni,} : Vi, n;;y +n;; < 1} 1 (2) potprostor stanja sa bar
nekim od évorova duplo popunjenim D = {|{n;,} : 3i,n;1 +n;; = 2}. Neka pro-
jektor P projektuje na stanja potprostora S u kome zelimo da vidimo kako glasi
effektivan opis Hubbard-ovog hamiltonijana. Hubbard-ov hamiltonijan sadrzi
dijagonalni, interakcioni ¢lan u Fock-ovom prostoru i nedijagonalni, “hopping”
¢lan koji povezuje potprostore S i D tj. H = U + T. Tada vazi dekompozicija

. { P(U+T)P PT(I - P)

(I-P)TP (I-P)YU+T)I-P) | (6.5)

Zainteresovani smo za projektovan zapis rezolventnog operatora [5]: G(E) =
(E—-H)™ L

Gss(E) = PG(E)P = (E — Hepy) ™! (6.6)
¢ime definiSemo efektivni hamiltonijan. Koristeéi
A B _ 1t
[C D}SS(ABD ) (6.7)

sledi da efektivni hamiltonijan glasi:
Hepp = P(U+T)P—PT(I-P)[(I-P)(E—(U+T))(I-P)]"'(I-P)TP (6.8)

Uveséemo aproksimaciju % <1li % < 1 sto Ce skratiti mogué razvoj na

H.;y = PTP-PTU'TP
t2
= PT-y Y dociongingicl )P (6.9)
ijk,o0’

Drugi ¢lan u slucaju ¢ = k moze se prepisati u obliku

J S g N
H _ g, ny
H" = 5 ;j (S:5; 1 ) (6.10)
gde J = % iS = %Zma/ cjgé’ciof - operatori spina sa oy;a = 1,2,3 Pauli

matricama. Kao §to vidimo iz (6.9) Heisenberg-ov antiferomagnetni deo hamil-
tonijana nastaje kao posledica virtuelnih procesa gde elektron odredjenog spina
dolazi na susedni ¢vor koji je popunjen elektronom suprotnog spina, oni mogu
izmeniti spinove i elektron se vraca na pocetni ¢vor. Time elektron redukuje
svoju kineticku energiju i to navodi elektrone da se organizuju svoje spinove u
antiferomagnetnom poretku. Proces vezan za ovu pojavu naziva se “superex-
change”.

Kada smo tacno na tzv. “half - filling”-u tj. polupopunjenosti atomskih or-
bitala Heyr = H* inema transporta naelektrisanja jer je za tako nesto potrebna
kona¢na energija U. Govorimo o Mott-ovom izolatoru. Opstiji problem (6.9),
poznat pod nazivom ¢t — J hamiltonijan je tezak za reSavanje. Teorije usred-
njenog polja sa “slave - boson” formalizmom [28], koji smo upoznali u Kondo
problemu, sugerisu resenja bliska spinskim te¢nostima.
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