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1 PREDGOVOR ii

1 Predgovor

Iskoristi¢u predgovor da se zahvalim svima koji su mi pomogli da napravim svoju prvu Monte
Carlo simulaciju i uradim ovaj rad. Pre svega, zahvaljujem se svom mentoru, Aleksandru Bo-
gojeviéu, na velikom trudu oko obezbedivanja potrebnog okruzenja za pisanje simulacije kao
i za njeno visednevno izvrsavanje na ra¢unarima Instituta za fiziku u Zemunu. On mi je po-
mogao da shvatim suStinu path integral formalizma, kao i znacaj kvaziklasi¢ne aproksimacije.
Stalnim sugestijama mi je mnogo pomogao prilikom planiranja simulacije i optimizovanja algo-
ritma. Takode, Zeleo bih da se zahvalim i Aleksandru Beli¢u od koga sam naucio sustinu Monte
Carlo metoda i najvaznije Monte Carlo tehnike. KTEX bi verovatno bio mnogo veéi problem
da me u njegove tajne veoma strpljivo nije uveo Kosta Ladavac. Svima se jo§ jednom najlepse

zahvaljujem na pomodi i strpljenju.

Autor



2 UVOD 1

2 Uvod

Uobicajena formulacija kvantne mehanike pociva na operatorskom formalizmu, koji je i
stvoren prilikom njenog zasnivanja. Medutim, mali broj analiticki resivih problema primorao je
fizicare na razvijanje pribliznih metoda za rac¢unanje relevantnih veli¢ina. Tako je nastala teorija
perturbacija, razlic¢ite varijacione metode itd. Veliki problemi koji nastaju prilikom prakti¢ne
primene ovih metoda podstakli su, na sre¢u, razvoj moc¢nih simetrijskih metoda koje su, sasvim
neocekivano, postale jedna od najvaznijih ideja vodilja u savremenoj fizici.

Jednu od formulacija kvantne mehanike dao je i Feynman. Ona pociva na funkcionalnim inte-
gralima. Zanimljivo je da ovakva formulacija kvantne mehanike mnogo vise podseca na klasi¢nu
mehaniku nego operatorska formulacija. Ona direktno moze da se generaliSe i uspesno se ko-
risti u kvantnoj teoriji polja, gde se dejstvo dobija integracijom po celom cetvorodimenzionalnom

prostoru, a ne samo po vremenu kao u kvantnoj mehanici (d=1). Vakuumska o¢ekivana vrednost

/[dgb] exp {% /E d4x}

Jedan od razloga Sto smo razmatrali lagranzijan linearnog harmonijskog oscilatora u spoljasnjem

data je sa

polju je sto se diferenciranjem vakuumske ocekivane vrednosti po spoljasnjem polju mogu dobiti
i druge (nevakuumske) ocekivane vrednosti.

Sredinom ovog veka razvijen je Monte Carlo metod, numericki metod koji je sa razvojem
racunara postao skoro najvazniji. Najjednostavnije mozemo da ga definiSemo na sledeé¢i nacin:
to je metod za reSavanje odredene klase matematickih problema pomocu slucajnih brojeva.
Ispostavlja se da formulacija teorije polja preko funkcionalnog integrala bas spada u klasu tipi¢nih
problema koje veoma uspesno resava Monte Carlo metod. Nas cilj je bio da na integrabilnom
sistemu, kakav je LHO, razvijemo algoritam za Monte Carlo simulaciju koja ¢e moéi uspesno da
se primenjuje i na druge sisteme. Prednost Monte Carlo metoda je u tome sto sve probleme istog
tipa tretira na isti na¢in, pa nije nista teze napisati simulaciju za LHO sa anharmonicitetom u
spoljasnjem polju nego za obican LHO.

Sto vise znamo o sistemu koji zelimo da simuliramo, to ¢e veéina numerickih metoda davati

preciznije rezultate. Tako je i sa Monte Carlo metodom. Parametri simulacije se pre izvrSavanja
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programa variraju tako da se dobiju najbolji rezultati, tj. najmanja greska za najkrace vreme.
Zakljucili smo da parametre sistema treba podesiti tako da budu vrlo blizu vrednostima koje bi
imali u klasicnoj mehanici. Ovakav izbor parametara povec¢ava efikasnost za vise redova veli¢ine i
tako se na najlepsi nac¢in dobija kvaziklasi¢na aproksimacija. Dobili smo rezultate koji se odli¢no
slazu sa analitickim rezultatima pri vrlo malom broju iteracija, i to pokazuje svu mo¢ Monte

Carlo metoda.

3 Path integral formalizam

U klasi¢noj mehanici, dinamika cCestice koja se krec¢e po pravoj liniji odredena je hamiltoni-
janom koji se u veéini slu¢ajeva od interesa moze predstaviti kao H(p, q) = fup®q’, uz sumiranje
po ponovljenim indeksima. Prelazak na kvantnu mehaniku u operatorskom formalizmu defini-
san je sa ¢ — {, p — D, ali tako da je [q,p] = ih. Na ovaj nacin kvantni hamiltonijan H nije
jednoznacno definisan. Npr., mozemo da definisemo Hy = fu,pdt, kao i Hr = f,4°p%, a koristi

se i Weyl-ova simetri¢na preskripcija:

Ako sa |g,t) oznacimo stanje kvantnog sistema u trenutku ¢, a sa G(qs,ty; ¢, t;) skalarni
proizvod (qr,ts|q;,t;), tada je verovatnoca za prelaz iz stanja |g;,t;) u stanje |gr,t;) data sa
|G(qy,ts; 4, t:)]*. Nas cilj je da izracunamo sve verovatnoce prelaza za nas sistem, tj. da nademo

Green-ovu funkciju GG. U Schrodinger-ovoj slici je

gde je U(t 7 —1ti,t;) evolucioni operator. Kako su konzervativni sistemi invarijantni na vremenske
translacije, sledi Ij(tf —t;, t;) = Ij(tf —t;), a samim tim 1 G(qr,t5;qi, t:) = G(qr, qi, ty — ;). Za

takve sisteme (a mi razmatramo hamiltonijan bas takvog sistema) vazi

Uty —t:) :eXp{—%(tf —tl-)ﬂ}. (2)
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Da bismo naglasili sve argumente od kojih zavisi Green-ova funkcija, kada je to potrebno,
pisacemo G(qyf,q;,tr — t;; fi), gde fi oznacava skup parametara hamiltonijana. Ako vremen-

ski interval evolucije sistema t; — ¢; podelimo na N jednakih delova pomocu N — 1 tacaka

t, =t + ne, € = tf;,ti, ne{1,2,...,N — 1}, definiSemo ¢y = ¢; i ¢y = ¢y, 1 umetnemo N — 1

razlaganja jedinice u koordinatnoj reprezentaciji u definiciju Green-ove funkcije, dobijamo

G(ar, isty — /d‘h -dgn- 1<QN|U( Nan—1) {an- 1|U( Nan—2) .. <Q1‘ﬁ(€)‘QO>- (3)

U izrazu za G imamo ¢lanove tipa (gu.1|U(€)]qn), koje za dovoljno malo € (tj. za dovoljno
veliko V) mozemo priblizno pisati kao (qn+1|i — %6H|qn> Ako smo usvojili preskripciju koja daje
H,, tada ¢emo ovaj matri¢ni element izracunati umetanjem jos jednog razlaganja jedinice, ali

ovoga puta u impulsnoj reprezentaciji:

(@n11U(€)|gn) L =~ (gni1|1 — ﬁGHL‘Qn> = /dpn<qn+1|pn><pn\1 — ﬁEHL‘Qn> =

exp {%pnqnﬂ} A arh exp {%pn(qnﬂ - Qn)} i
- d n TLI + a “ n/ /d n <1 Iy H nsy Yn ) ~
/ P onh, 2 €f b0 A’ |qn) % onh he (Pr> qn)

N/dp” eXp{ € {nM—H(pmqn)H.
€

Sli¢no, ako smo usvojili preskripciju koja daje Hp, dobi¢emo:

~ dpn i Gnt1 — Gn
<qn+1‘U(€)‘Qn>R% ﬁeXp{hG [ n% —H(menH)

b

Za Weyl-ovu simetricnu preskripciju, koju ¢emo ubuduce iskljucivo koristiti, pa zbog toga i ne

pisemo indeks W kod matricnog elementa, dobija se:

2 dp { gn+1 — 4n ( An + QnJrl)} }
~ [ Il 70 _ g (p,, )
(il U@l ~ [ 5% exp { e p 2 s 5

Kada ovaj rezultat unesemo u (3) i pustimo da N tezi beskonacnosti, dobijamo funkcionalni

integral u faznom prostoru koji definisemo sa

/[dqdp] exp {% /tjf (pg — H) dt} =

dpo defl { [ Qn+1 —
€\ Pn————

Gn dn + Qn+1>
. —H(pp,———
onh " omh © <p 2

= hm /dq1 qu 1= =

}. (4)
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Prema definiciji je

Glar, @ity — t;) = /[dqdp] exp{%/: (pqg— H) dt}- (5)

Za klasu hamiltonijana H = %pz +V(q), tj. lagranzijana L = %QQ

- V(q), mozemo da izra¢unamo
integrale po impulsima u (4). Tako ¢e se nas integral znatno pojednostaviti i postati funkcionalni

integral u konfiguracionom prostoru, koji se obi¢no zove path integral. Ako napiSemo integrale

2

po impulsima iz prethodne jednacine, vidimo da su to Gauss-ovi integrali:

d dpn— R n - Un 1 n n
4P dpN leXp{iz €[pnq+1 q _QPQ_V(q +C]+1)

2h " 2mh h = € " 2
Kako je
dp, i€ o, i 1 i€ (Gna1 = Gn\”
9.7 P {ﬁpn + ﬁpn(qn—l—l - Qn)} = Vanhic CXp {ﬁ (f) } ’
dobijamo
S N-1 2
Clagoqunty 1) = Jim %exp{%io ‘ B (=) ”(%)H =

[1ddesv {% /:f Ldt}. (6)

Ovo je konacan izraz za path integral u konfiguracionom prostoru za navedenu klasu hamiltoni-
jana. Za hamiltonijane slozenijeg oblika mera [du] = f[q][dq] postaje komplikovanija. Ovo moze
da se izbegne tako §to se multiplikativni faktor napise u obliku f[q] = exp{ln f[q]}. Sada je
mera ista kao i ranije, ali se u eksponentu podintegralne funkcije pored dejstva na odredenoj

trajektoriji pojavljuje dodatni aditivni ¢lan.

4 Analiticko resenje za LHO u spoljasnjem polju

Da bismo nasli path integral za LHO u spoljasnjem polju, potrebno nam je nekoliko pomo¢nih
rezultata. Izracunacemo prvo path integral za slobodnu ¢esticu, Lrpp = %q’Q. Ako ovaj lagranzijan
uvrstimo u definiciju (6), dobi¢emo

1 1 l N_ll Qn+1 — dn 2
GFP(Qfa Qi tf — ti) = A}eréo/dql .. .qu,lm exp ﬁe Z 5 <7> ) (7>

n=0 ¢
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Polazimo od identiteta

o0 dq 1 9 9 exp ﬁ(% —q)?
[00 (QT(ZJE)M exp {2—716 {(QQ —q1)"+ (@1 — q) ” = { f;(ﬂ; % } (8)

Ako prethodno dobijeni izraz pomnozimo sa \/ﬁ exp {2%6((]3 — q2)2} i prointegralimo po ¢,

dobijamo \/ﬁ exp {#@(% — 90)2}' Ocigledno, ako slican postupak ponovimo N —1 puta,

dobi¢emo trazeni path integral za slobodnu cesticu:

1 1
Grr(qr, ¢ty — i) = exp{iq — 4 2}- 9
Fp( f ! ) 27rhz'(tf —) 2h(tf _ti)( f ) (9)

Sada ¢emo razmotriti lagranzijan linearnog harmonijskog oscilatora (LHO),
Lo 150
Lipo = 5@ - 50‘1 Q. (10)
Euler-Lagrange-eva jednacina kretanja za ovaj sistem je
Q+w'Q=0, (11)

pa je klasicna trajektorija data sa Qu(t) = Acoswt + Bsinwt, uz grani¢ne uslove Q(t;) = Q;,
Q(ty) = Q. Ako uvedemo oznaku T" =ty —t;, dejstvo lagranzijana (10) na klasi¢noj trajektoriji

moze da se predstavi u obliku

w

SEZHO(Qf’ Qi T,w) = /ttf Linodt = [(Q? + ch) coswT — QQiQf} . (12)

2sinwT

Da bismo izracunali path integral za LHO, napisa¢emo proizvoljnu trajektoriju Q(t) kao

Qt) = Qalt) +g(t) , (13)

tako da ¢(t) predstavlja odstupanje razmatrane trajektorije od klasi¢ne. Granicni uslovi su sada

g(t;) = g(ty) = 0. U ovakvim oznakama lagranzijan postaje

1 . . 1
Lino = a(ch + 9)2 — §w2(ch + 9)2 =
1., 1

1. 1 -
= 5@.;1 — 5002@31 + 592 — 500292 +Qu §—wQu g - (14)

Kada se ra¢una dejstvo lagranzijana (10) napisanog u obliku (14) na trajektoriji Q(¢) razlozenoj

kao u (13), prva dva sabirka dade dejstvo na klasi¢noj trajektoriji S¢,, a poslednja dva ne
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daju nikakav doprinos, sto se lako vidi parcijalnom integracijom. Prema tome, ukupno dejstvo

je Spno = Sleo + Sruolgl, pa je
GLHO(Qfa Qzava) = exp{ LHO(Qf Qla ) )} (T> w) ) (15)

gde je
i
P(T.w) = [ldg)exp {3 Szmol (16)
funkcija koja zavisi od vremenskog intervala T' = ty — ¢; i parametra w. Razlozi¢emo svaku od

trajektorija g(t) u Fourier-ov red (koji ¢e imati samo sinusne ¢lanove zbog grani¢nih uslova):

nmt
Z Ay Sin — . (17)
Dejstvo na ovakvoj trajektoriji izracunac¢emo koristeci relacije ortogonalnosti trigonometrijskih

funkcija. Dobija se

Seole) = = [(%) - w?] @2 . (18)

n

Ako vreme diskretizujemo kao sto smo postupili prilikom definisanja path integrala, onda nam

u sumama (17) i (18) ostaje samo konacan broj sabiraka, pa je

/[dg] exp {%SLHO[g]} = F(T,w) = lim Fy(T,w),

=i [ sty [(F) ) oo

Faktor J je jakobijan transformacije, i on ne zavisi od w i i (to je sasvim ocigledno), a moze da

zavisi od T'. Svi integrali koje imamo u (19) su Gauss-ovi, i lako dobijamo

Fa(T,w) = Jﬁ (%)1 ﬁ <1 - ”2T2>_% . (20)

2.2
ne1l n=m

Prva dva faktora zajedno ne zavise od w, ve¢ samo od T, pa ¢emo ih oznagciti sa C(T'). Poslednji

2T2 *% T
lim H(l— ) = .L,

N—oo n2m2

faktor u (20) ima limes

tako da je
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C(T) ¢emo odrediti iz limesa w — 0, jer tada lagranzijan LHO prelazi u lagranzijan slobodne
cestice za koji smo eksplicitno izracunali path integral Gpp. Za w — 0, pri konstantnom 7',
imamo F(T,w) — C(T), i poredenjem sa (9), vidimo da je

1

c(T) = VortiT (22)

zato §to je eksponencijalni ¢lan u (9), u stvari, exp {%S;!P}. Kada uzmemo u obzir (15), (21) i

(22), za LHO dobijamo

7 w
Gruo(Qy, Qi, Tiw) = exp {ﬁsilHo(Qf, QuT,w)} \V orhisinoT (23)

Posto smo nasli path integral za LHO, mozemo da razmotrimo i lagranzijan linearnog har-
monijskog oscilatora u spoljasnjem polju za koji je i programirana nasa Monte Carlo simulacija.

Dakle,
7 (24)
2 2

Ako uvedemo smenu () = g + :)%, lagranzijan postaje

1., 1 42
I = 20%_ 2,202 25
2@ 2w@ t5a (25)

i’T

2. Dakle, trazena

jednacina kretanja je ista kao (11), a u dejstvu ¢e se pojaviti aditivni clan

funkcija G(qy, ¢;, T;w, j) za lagranzijan (24) moze da se napise kao

. -2
‘ 17°T
G(Qfa Q’Mva)j) = GLHO(Qf) Qia Ta w) eXp {2hw2} y

pri cemu je Q(t;) = Q; = q; + LL% 1 Q(tr) = Qf = q5 + :)% Kada se uzmu u obzir (23) i (12),

definitivno se za Green-ovu funkciju lagranzijana (24) dobija

w 1
G ) Z7T7 ) ) = a % {_S ) iaTa ) . }7 26
(5,6, Tsw,J) =\ g=ern exp ) 255(45, 6, Ty w, ) (26)

gde je uvedena funkcija Sy,

AT w A% A%
Sf((]f,qi,T,u),j) = 2,2 + QStiT{[<qi+ E) + (qu'f‘ E) coswT

IR
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dejstvo na klasi¢noj trajektoriji lagranzijana (24).

U simulaciji smo koristili sistem jedinica u kome je h = w = 1. Takode, razmatrali smo
samo slucaj ¢; = 0, ¢f = a, jer se, prema (15), za razmatrani lagranzijan moze izra¢unati
G(qf, g, T;w,j) ako se zna G(a,0,T;w,j). Wick-rotacijom presli smo na imaginarno vreme,
1t — 7, jer bismo inace morali da radimo sa kompleksnim funkcijama, a svaki numericki metod
bi konstatovao da integrali funkcija tipa x +— ¢"* na intervalu (—00, 00) ne konvergiraju. U svim
dosad izracunatim Gauss-ovim integralima mi smo podrazumevali Wick-rotaciju (zapravo dve:
jednu pre integracije, i jednu posle). Najlakse je to videti na primeru integrala [°0_ dx e—er® koji
konvergira za Re(c) > 0. Ako je Re(c) = 0, mozemo da postupimo na dva nacina: ili da dodamo
mali realni deo r broju ¢ dok ra¢unamo i na kraju pustimo r» — 0, ili da izvrsimo Wick-rotaciju,
tj. da predemo sa realne ose na osu odredenu preslikavanjem x? — —iy? za I'm(c) > 0, odnosno
2?2 — iy? za I'm(c) < 0, i na kraju se vratimo na realnu osu. Ova dva postupka su ekvivalentna,
ali moramo jedan od njih eksplicitno da ugradimo u simulaciju. Mi smo se odlu¢ili za imaginarno

vreme kao standardan postupak. Kada se Green-ova funkcija (26) transformise u skladu sa ovim,

dobija se

1
G(a,T,j) = Tj? — o= [(a®* + 205 + 2j%) ch T — 2aj — 2j2” . (28)

1
—— X
V2rshT P { 2shT
Uveli smo oznaku G umesto G da bismo naglasili prelazak na imaginarno vreme. Takode,

iskoristili smo isinT — shT, cosT — chT.

5 Osnovni pojmovi o Monte Carlo simulacijama

Kao $to je receno u uvodu, Monte Carlo simulacija (ubuduée MC simulacija) predstavlja
numericki metod za resavanje odredenog matematickog problema pomocu (pseudo) slu¢ajnih
brojeva. Iz definicije path integrala je ocigledno da je njegovo resavanje tipican zadatak jedne
MC simulacije: treba resiti puno integrala, a MC metod dominira nad svim drugim metodima
bas u tom slucaju. Bi¢e nam potrebno nekoliko termina iz teorije verovatnoce i matematicke
statistike, pa ¢emo ih ukratko definisati.

Diskretna slucajna promenljiva & je velicina koja uzima diskretne vrednosti iz nekog skupa

{z;} sa odredenom verovatno¢om. Verovatnoca da diskretna promenljiva ¢ uzme neku vrednost
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iz skupa je p; = P(§ = x;). Neprekidna slucajna promenljiva € je velicina koja uzima vrednosti iz
nekog intervala [a, b] € R. Gustina verovatnoée (ili raspodela) p neprekidne slu¢ajne promenljive
¢ je funkcija definisana sa P{{ € (z,z + dx)} = p(x)dx, gde je sa P{{ € (x,z + dx)} oznacena
verovatnoca da slu¢ajna promenljiva uzme vrednost iz intervala (x, x4+ dz). Gustina verovatnoce
moze da se definiSe i za diskretene sluc¢ajne promenljive kao p(z) = >, p; 0(x — x;). Mi ¢emo
koristiti samo neprekidne slucajne promenljive. Kumulativna raspodela F' slu¢ajne promenljive &
je funkcija definisana sa F'(z) = P(§ < x) = [/ p(2)da’, Vo € [a,b]. Srednja vrednost funkcije g u
odnosu na raspodelu p definige se kao (g) = f; g(z)p(z)dz. Raspodela svake slucajne promenljive
ima dve ocigledne osobine: (Vz) p(z) > 0i [’p(z)dz = 1. Prva od ovih osobina je vezana za
definiciju verovatnoce, a druga je posledica Cinjenice da slucajna promenljiva mora da uzme
neku vrednost. Naveséemo dva primera za raspodele, jer ¢emo ih kasnije koristiti. Uniformna
raspodela na intervalu [a,b] data je sa p(z) = 1/(b — a). Gauss-ova (ili normalna) raspodela je

dvoparametarska:

oV 2 202

N({z),0?) = ! exp{—w}. (29)

U tacki (z) Gauss-ova raspodela ima maksimum i simetri¢na je u odnosu na ovu tacku, pa se

2

ona obi¢no zove centar raspodele, dok se 0° zove varijansa, a ¢ standardna devijacija.

Ako definisemo novu slucajnu promenljivu Xy kao aritmeticku sredinu

1 N
Xy=—Yu 30
VTN & (30)
nezavisnih vrednosti slucajne promenljive x, tada nam zakon velikih brojeva garantuje da je

lim Xy = (x), (31)

—00

dok centralna granicna teorema tvrdi da je raspodela velicine Xy data sa

i) =5 e { T (9,52

2
271.% 201

BN

gde je 02 = (?) — (z)?. Ono §to mi ho¢emo da izratunamo su upravo parametri raspodela, tj.
iz niza brojeva za koje znamo da imaju neku raspodelu treba oceniti parametre te raspodele.
Matematicka statistika definiSe pojam ocene srednje vrednosti veli¢ine koja zavisi od slucajne
promenljive. Npr., veli¢ina definisana sa (30) je ocena srednje vrednosti (z). Ocena je sta-

bilna ako u limesu daje velicinu koju ocenjuje, a mepristrasna ako je srednja vrednost ocene
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jednaka velicini koja se ocenjuje. Na osnovu ovih definicija zakljucujemo da je velicina Xy
stabilna i nepristrasna ocena za (). Stavie, ako znamo varijansu o? Gauss-ove raspodele za
velicinu Xy, mozemo da kazemo sa kolikom verovatnoc¢om se prava srednja vrednost nalazi u
intervalu odredene Sirine oko nase ocene. Verovatnoca da se prava srednja vrednost (x) nalazi
u intervalu (Xy — 0, Xy + o) je 68.3%, za interval (Xy — 20, Xn + 20) verovatnoca je 95.4%,
a za interval poluSirine 3o verovatnoéa je 99.7%. Ovi brojevi se dobijaju integracijom Gauss-
ove funkcije raspodele po odgovaraju¢em intervalu.  Monte Carlo metod rac¢una integrale tipa
I = [dx f(z) p(x), gde je p(x) neka funkcija raspodele. Vidimo da je taj integral zapravo
srednja vrednost funkcije f u odnosu na raspodelu p, pa je sustina MC metoda u sledeé¢em:

a) generise se N slucajnih brojeva (xy,...,zx) iz raspodele p,

b) izrac¢unaju se vrednosti funkcije f; = f(z;) zai € {1,2,...,N} i

¢) oceni se vrednost integrala I i varijansa ocene. Ocena je data sa

1N
MO = ; f (32)
Centralna grani¢na teorema garantuje nam da je raspodela veli¢ine f; Gauss-ova (za dovoljno

veliko N), a Ipc je ocena centra te raspodele. Sada nam je potrebna samo ocena veli¢ine UJ%,

koja igra ulogu o2 iz centralne grani¢ne teoreme. Namece se

1 X 1Y
~2 2
TN i=1 N
ali se moze pokazati da ova ocena nije nepristrasna. Detaljnija analiza pokazuje da je ova ocena

skoro uvek dobra, jer je prava nepristrasna ocena za a}% data sa

N

ﬁafa (33)

2 _
O'f—

a svaka dobra MC simulacija ima dovoljan broj iteracija da se ova popravka moze zanemariti.
Kako varijansu za ocenu naseg integrala dobijamo kao %a}%, vidimo da rezultat treba citirati na
slede¢i nacin:

I = Iyc+ Alye (34)

gde je Iy dato sa (32), a standardna varijacija je

Alye = L Ly 2 L 2 35
ve= 701 w22 (3 54) | (39
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uz interpretaciju kao kod Gauss-ove raspodele. Sada smo objasnili sustinu MC metoda, ali to je
jos nedovoljno da bi napravili MC simulaciju. Nismo objasnili kako faktorisati funkciju £, ¢iji in-
tegral zelimo da izracunamo, na proizvod funkcija f i p, a takode ni kako generisati slucajne bro-
jeve iz neke unapred zadate raspodele. Odgovor na prvo pitanje daje nam jednacina (35). Naime,
da bismo minimizirali gresku, moramo da minimiziramo varijansu. Kada bi funkcija f bila kon-
stanta, onda bi varijansa bila ajzf = 0. Medutim, to bi znacilo da sluc¢ajne brojeve generisemo
iz raspodele p(z) = F(z)/ [ F(a2')d2’, tj. za normiranje takve raspodele verhoramo da znamo
ono $to pokusavamo da izracunamo. Neophodno je zadovoljiti dva (obi¢no) protivrecna uslova:
obezbediti da se funkcija f Sto manje menja na domenu integracije i istovremeno za funkciju p
odabrati neku raspodelu iz koje znamo da generiSemo brojeve. Postoji opsti metod za generi-
sanje slucajnih brojeva iz proizvoljne raspodele, ako imamo generator uniformno raspodeljenih

slucajnih brojeva (METROPOLIS algoritam). Medutim, treba optimizovati varijansu zajedno

sa kompjutacionim vremenom po jednom koraku u simulaciji, jer u izrazu za gresku imamo i

faktor \/ﬁ Pogodno je uvesti efikasnost simulacije kao

1

O'chtl’

g:

(36)

gde je t; vreme potrebno da se generise jedan broj iz raspodele p i izra¢una vrednost funkcije f

za dobijeni broj. Tek se maksimiziranjem efikasnosti dobija optimalan algoritam.
6 MC simulacija LHO u spoljasnjem polju

Lagranzijan LHO u spoljasnjem polju dat je sa (24). Posle prelaska na imaginarno vreme,

ako uzmemo u obzir granicne uslove ¢; = 0, ¢ = a, path integral se svodi na

G(a,T,j) =

s dgy . .. dqn_ T (it — a2 G + Gn1
N 1\}1—%0 (2me)N/2 P {_6 z_: 2 < > v ( 2 > ’ (37)

€

gde je

2

V (Qn +Qn+1) _
2

(qn + qn+1)2 —|—j (Qn +Qn+1)
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Kako je domen integracije za svaku od promenljivih ceo skup R, a to ne moze da obezbedi ni
jedan generator slucajnih brojeva, prirodno je odabrati Gauss-ovu raspodelu za funkciju p iz
dva razloga: ona se pojavljuje kao multiplikativni faktor u samoj funkciji ¢iji integral zelimo da
izracunamo, a takode, ona veoma efikasno ogranicava interval iz koga ¢e se generisati sluc¢ajni bro-
jevi. Koristili smo Box-Muller-ov metod za generisanje slucajnih brojeva iz Gauss-ove raspodele.
Ovaj metod je detaljnije opisan u [2]. Naravno, bio nam je potreban i generator slu¢ajnih brojeva
uniformne raspodele. Koristili smo generator RAN3 opisan u [4]. Prvo smo ga testirali da bismo
bili sigurni u njegove osobine koje su naveli autori [4]. Uradili smo test ekvidistribucije, serijski
test, kao i runs-up test. Kod svih ovih testova zajednicko je da se od generisanih brojeva racuna
velicina koja bi trebalo da bude raspodeljena po x? raspodeli, a rezultat testa je verovatnoca
da se kod idealnog generatora slucajnih brojeva pojave one vrednosti testiranih velicina koje
su se pojavile kod testiranog generatora. Na svim testovima RAN3 se pokazao kao vrlo dobar
generator. Zatim smo testirali Box-Muller-ov metod istim testovima. Posebno smo proveravali
serijske korelacije koje kod MC simulacija predstavljaju jedan od vec¢ih problema. Na srecu,
ovde su bile vrlo slabe, tj. nije ih bilo potrebno otklanjati. Standardni test je pokazao da su
zanemarljive autokorelacije ¢ak i prvih suseda.

Posle ovih testova, napravljena je simulacija koja, posle smene u integralima (37) izve-
dene tako da koeficijenti uz ¢lanove (—¢?) budu jednaki jedinici, kao funkciju raspodele koristi
p(qn) = ﬁe*q%. Treba primetiti da se, zbog normiranja, dobijeni rezultat mora pomnoziti sa
integralima svih funkcija raspodele, a ovde je to (v/7)¥~!. Ova prva simulacija nije davala
preterano dobre rezultate: bila je spora i nije bilo moguce postiéi veliku tacnost zbog vremen-
skog ogranicenja. Zatim smo linearne ¢lanove iz eksponenta iskoristili tako da je nova funkcija
raspodele bila p(gq,) = ﬁe*(q"JrCO"St)Q. To je ekvivalentno smeni kojom se sa lagranzijana LHO
u spoljasnjem polju prelazi na lagranzijan LHO van spoljasnjeg polja. Ova simulacija je davala
mnogo bolje rezultate, ali u veoma ograni¢enim intervalima parametara a, 7', j. Naknadno smo
shvatili da nam je simulacija ukazivala na znacaj klasi¢ne trajektorije ovakvim ponasanjem.
Naime, u prvom slucaju smo sve gausijane centrirali na koordinatni pocetak, a u drugom oko
negativnog broja (jer je const > 0), dok je klasi¢na trajektorija oblika ¢(t) = A '+ B e~ gde su
A, B > 0. Tako je kona¢no napravljen optimalan algoritam: za svaku promenljivu ¢, gausijan

je centriran na vrednost koju bi dala klasi¢na trajektorija u trenutku t,.
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Simulacija je testirana za razli¢ite vrednosti parametara. Primeceno je da je slaganje najbolje
za vrednosti oko koordinatnog pocetka. Ocekivali smo da dobijemo ¢ funkciju (prema definiciji
(1)), i zaista smo dobili vrlo velike vrednosti, koje se odli¢no slazu sa analitickim rezultatima. U
odnosu na prethodna dva pokusaja, intervali parametara su drasticno povecani, a efikasnost je
veca za nekoliko redova velicine. Dok je sa neefikasnom verzijom sve uradeno sa 10° iteracija i
jedva su postignute (u vrlo uskim intervalima parametara) dve znacajne cifre, usavrsena verzija
je sa 105 iteracija davala rezultate sa puno tacnih cifara (5-6). Nije u pitanju slucajnost, sve te
cifre bile su reproducibilne, tj. nisu zavisile od pocetnog broja koji mora da se zada generatoru
slucajnih brojeva (seed).

Razmotri¢emo jos jedno vazno pitanje. Nasa MC simulacija uvek racuna konacan broj inte-
grala, a analiticka vrednost je limes N — o0, koji mi ne mozemo da postignemo. Najvise §to
mozemo da postignemo je 10-20 integrala. Na srecu, i ovo smo izbegli na vrlo efikasan nacin.
Ako se prosledi racun slican onome pri racunanju path integrala za slobodnu ¢esticu, moze se
uociti da se pruza mogucnost za dobru korekciju na broj integrala. Kod slobodne cestice posli

smo od identiteta (8), a ovde polazimo od

©  dq € 612—611>2 <Q1—QO>2 <QQ+Q1>2 <Q1+QO)2 .
/—oo (2me)?/? exp{ 2l< € * € * 2 * 2 B
2
€ %71 (2+ )2
eXp{§ [(e Ql)Jrq q0 . (ELQ + i) (q%+q3)‘|}

2T (26 + %e3>

Kao sto se kod slobodne cestice pojavljuje faktor ne koji u limesu daje 7', ovde se pojavljuje
faktor ne+ %63, koji tezi T, ali na razli¢it nacin nego kod slobodne ¢estice. Ako se koriguje vreme
zbog ovoga, onda smo obezbedili da i simulacije sa malim brojem integrala daju dobre rezultate.
Stavige, zakljucili smo da je sasvim dovoljno uzeti N = 2, tj. racunati samo jedan integral, za
veoma Sirok interval parametara. I kad se racuna vise integrala, korekcija vremena 71" daje bolje
rezultate, tj. manje integrala je potrebno uzeti u korigovanom algoritmu. U dodatku su dati

grafici koji su dobijeni iz simulacije, kao i listing programa.
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7 Zakljucak

Razmotrili smo primenu Monte Carlo metoda u kvantnoj teoriji polja u d=1 dimenzija
(kvantna mehanika) na primeru linearnog harmonijskog oscilatora u spoljasnjem polju. Odabrali
smi integrabilni model zbog poredenja dobijenih rezultata sa analitickim. Pokazali smo da for-
malizam koji koristi funkcionalne integrale odmah daje izraze koji su tipicni za Monte Carlo
metode. Dobili smo odli¢no slaganje sa analitickim rezultatima za mali broj iteracija (~ 10° —
10%) kada smo funkciju raspodele odabrali tako da ima maksimum na klasi¢noj trajektoriji. Al-
goritam koji smo koristili nije ni na koji na¢in ogranicen na linearni harmonijski oscilator, ve¢

se moze sa jednakim uspehom primeniti na proizvoljne objekte kvantne teorije polja.
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Slika 1: Green-ova funkcija u zavisnosti od koordinate krajnje tacke za j = 3, T'= 1072, N = 2
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Slika 2: Green-ova funkcija u zavisnosti od vremena propagacijeza j =1, a =0, N =2
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Slika 3: Green-ova funkcija u zavisnosti od koordinate krajnje tacke za j = 0, T'= 1071, N =2
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Slika 4:

Green-ova funkcija u zavisnosti od koordinate krajnje tacke za j = 10, T = 1075, N = 2
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Slika 5: Green-ova funkcija u zavisnosti od spoljasnje strujeza T'=1, a=1, N =2
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Slika 6: Green-ova funkcija u zavisnosti od spoljasnje struje dobijena korigovanjem vremena

zal =1 a=1, N =2



