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1
Uvod

Kvantne tacke predstavljaju ogranicene poluprovodnicke strukture dvodi-
menzionalnog elektronskog gasa u kojima mozemo zapaziti interesantne ko-
relacione efekte koji se ne mogu objasniti usrednjenim ili samousaglasenim
pristupima. U evoluciji stanja kvantne tacke u magnetnom polju znacajnu
ulogu ima izmenska interakcija, tj. teznja elektrona da paralelno usmere svoje
spinove sa ciljem minimiziranja kratkodometnog dela Kulonove interakcije a
u saglasnosti sa Paulijevim principom. I zaista u toku evolucije kvantne tacke
sa magnetnim poljem pojavljuje se stanje velike stabilnosti u kome svi elek-
troni imaju istu projekciju spina i kompaktno popunjavaju najnize orbitale
tj. stanje kapljice maksimalne gustine (MDD). Pre ovog stanja polarizacija
ne mora monotono da raste, sto ukazuju eksperimenti [?], veé je taj rast is-
prekidan pojavom potpuno depolarizovanih stanja (spina S = 0). Nalazuéi
postepenu promenu spina elektronskog sistema izmenska interakcija dovodi
do visoko korelisanih, mnogo cesti¢nih, depolarizovanih stanja i ona ¢e biti
opisana u prvom delu rada (u tre¢em poglavlju) .

U drugom delu rada (¢etvrtom i petom poglavlju) pretezno é¢emo se baviti
stanjima koja se javljaju u evoluciji posle stanja kapljice maksimalne gustine.
U tom intervalu Zemanov ¢lan (sa porastom magnetnog polja) ima znacajnu
ulogu i potiskuje potpuno depolarizovana stanja u korist polarizovanih ili
delimi¢no polarizovanih stanja [?]. JoS uvek ne postoji teorija koja bi u
celosti opisala tu dosta slozenu situaciju [?]. Zato je bitno rezultate i resenja
problema klasifikovati u limitu malog ili jednakog nuli Zemanovog ¢clana, jer
Zemanov ¢lan mozemo jednostavno dodati. On samo dovodi do pomeranja
nivoa saglasno njihovoj projekciji spina.

U ovom radu su razmatrana stanja kvantne tacke sa cetiri elektrona i to
najnize energije za zadati orbitalni angularni momenat, bez Zemanovog ¢lana
u hamiltonijanu. Saglasno Maksimovoj teoriji [?] malih kvantnih tacaka koja
omogucava da se problem cetiri elektrona posmatra kao “elektronski molekul”
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gde se elektroni razmestaju u temenima kvadrata, u radu je pokazano da
svakom potpuno depolarizovanom stanju (u aproksimaciji najnizeg Landau-
ovog nivoa, videti 2.2.1) odgovara singletno stanje Haldane-Shastry spinskog
lanca sa spinovima rasporedjenim u temenima kvadrata. Ovo je donekle veé
uradjeno u [?].

U radu su po prvi put obradjena i tripletna stanja koja se pojavljuju
izmedju singletnih stanja pri evoluciji u magnetnom polju. Data je nji-
hova identifikacija sa stanjima Haldane-Shastry spinskog lanca. Takodje je
pokazno da se sa periodom orbitalnog angularnog momenta jednakim dva,
pojavljuju tripletna stanja koja poseduju orbitalne spinske struje koje naiz-
meni¢no menjaju smer sa porastom angularnog momenta, tj. magnetnog
polja.
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Kvantne tacke

Razvoj modernih poluprovodnickih tehnologija omogucéio je konstrukciju kvan-
tnih tac¢aka. To su nanostrukture koje su sposobne da “zarobe” (i lokalizuju)
jedan do par hiljada elektrona. Tipi¢ne dimenzije kvantnih tacaka su u
rasponu od jednog nanometra do nekoliko mikrometara. Ove elektronske
strukture ispoljavaju zapanjujué¢e ponasanje. Cesto se nazivaju “vestackim
atomima” zbog ispoljenih slicnosti sa stvarnim atomima. Kvantne tacke
sadrze manje vise odredjen broj elektrona, energijski nivoi su diskretni, a
centralni potencijal jezgra kod atoma ovde je zamenjen vestacki stvorenim
potencijalom. Postoji i dosta fizickih karakteristika po kojima se kvantne
tacke razlikuju od realnih atoma. Jedna od znacajnijih osobina je da su
kvantne tacke mnogo vec¢ih dimenzija. Bitna karakteristika kvantne tacke je
i da se njeni parametri mogu podesavati po zelji: kontrolisanjem geometrije,
elektrostatitickog “gate” potencijala i primenom magnetnog polja. Kvantne
tacke su veoma znacajne i zbog moguce primene u kvantnim ra¢unarima,
poluprovodnic¢kim laserima i detektorima.

2.1 Konstrukcija i merenja

U cilju razumevanja “vestackih atoma” korisno je znati nesto o njihovoj
strukturi. Kvantne tacke mogu biti konstruisane na dva nac¢ina, kao ver-
tikalne i lateralne kvantne tacke. U vertikalnim kvantnim tackama elektron-
elektron interakcija je slaba i elektronske korelacije ne igraju bitnu ulogu. U
lateralnim kvantnim tackama elektron-elektron interakcija je jaka. Zadrza-
¢emo se na jednom primeru vertikalne i jednom primeru lateralne kvantne
tacke [?].

Na slici 2.1 gore, shematski je prikazana vertikalna kvantna tacka izmedju
ploca kondenzatora. Kako se kvantna tacka nalazi blize donjoj ploci, tuneli-
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Slika 2.1: Shematski dijagram vertikalne kvantne tacke.

ranje elektrona sa donje ploce na kvantnu tacku je moguce, dok sa gornje
nije moguce.

Kako je to realizovano u eksperimentu, mozemo videti na slici 2.1 dole.
Koristeé¢i moderne poluprovodnicke tehnologije moguée je napraviti jedno-
atomski sloj galijum arsenida (GaAs). U cilju dobijanja izolatorskog sloja
aluminijum galijum arsenida (AlGaAs) neki atomi galijuma mogu biti za-
menjeni atomima aluminijuma. Sendvi¢enjem sloja GaAs, debljine desetak
nanometara, slojevima AlGaAs, elektroni ostaju zarobljeni u GaAs poten-
cijalnoj jami i njihovo kretanje je ograniceno na kretanje u ravni sloja. Na
povrsini najviseg sloja sa slike 2.1 dole, je nanesen hrom koji igra ulogu
gornje ploce kondenzatora, dok se dopiranjem najnizeg sloja silicijumom do-
bija donja plo¢a kondenzatora.

Slika 2.2: Shematski prikaz lateralne kvantne tacke.

Dovodjenjem napona na ploce kondenzatora uspostavlja se elektricno
polje izmedju njih. Ukoliko je gornja ploc¢a na visem potencijalu, elektroni
iz donje ploce ¢e se kretati u pravcu gornje ploce, ka kvantnoj tacki. Nakon
tuneliranja kroz izolatorski sloj, elektron stize do kvantne tacke.

Koristeci jednostavne fizicke principe, dodavanje ili odvajanje jednog elek-
trona od kvantne tacke moze biti detektovano. Kada jedan elektron pro-
tunelira, kreée se ka gornjoj ploci i indukuje naelektrisanje na njoj (elektron
ostaje u sloju GaAs). Indukovano naelektrisanje je malo ali se specijalnim
tranzistorima moze detektovati sto omugucava merenje gejt napona na ko-
jima se to desava. Kada je napon potreban za dodavanje (ili oduzimanje
elektrona) veé podesen, naizmenican napon male amplitude i frekvence od
100H z se dodaje gejt naponu §to prouzrokuje tuneliranje elektrona napred-
nazad izmedju donje ploce kondenzatora i kvantne tacke. Naelektrisanje se
sinhrono sa naponom pojavljuje na kvantnoj tacki. Sinhronim detektorom
se registruje signal i na ovaj nacin meri kapacitet kvantne tacke. Metod je
poznat kao jednoelektronska kapacitativna spektroskopija (SECS).

Na slici 2.2 je dat shematski prikaz lateralne kvantne tacke. Kaoiu SECS
metodu, u eksperimentima koji se izvode nad lateralnim kvantnim tackama se
meri gejt napon koji omogucava dodavanje elektrona. Ali sada je detekcioni
metod u potpunosti drugaciji. Tuneliranje elektrona izmedju levog metalnog
kontakta i kvantne tacke je moguce, kao i izmedju desnog metalnog kontakta
i kvantne tacke. Mali napon se uspostavlja izmedju levog i desnog metalnog
kontakta. Eksperiment se sastoji u merenju struje variranjem gejt napona.
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Za proticanje struje neophodno je da jedan elektron protunelira. To se
desava pri specijalnim uslovima. Kao i u SECS eksperimentu, na odredjenim
vrednostima gejt napona je energijski povoljno da jedan ili vise elektrona
budu dodati kvantnoj tacki. Broj elektrona u kvantnoj tacki moze fluktuirati
kada je gejt napon tacno onaj koji je potreban za dodavanje elektrona. Ove
fluktuacije se odnose na jedan elektron koji moze protunelirati do kvantne
tacke sa levog metalnog kontakta, a kasnije jedan elektron moze protunelirati
sa kvantne tacke na desni metalni kontakt. Ovi procesi omogucéuju proticanje
struje kroz kvantnu tacku.

Nakon sto je jedan elektron dodat kvantnoj tacki, obi¢no je visi napon
potreban za dodavanje sledeceg elektrona, usled veceg Kulonovog odbijanja
izmedju elektrona, ali i zato sto se usled Paulijevog principa iskljucenja, novi
elektron se smesta na sledeci, visi energijski novo. Na ovaj nac¢in merenjem
gejt napona, koji omogucuje dodavanje elektrona, dobijamo informacije o
energijskim nivoima kvantne tacke.

2.2 Model kvantne tacke

Za teorijske fizicare kvantne tacke su veoma interesantni objekti. Kao jako
korelisani mnogocesticni sistemi korisni su za ispitivanje elektron-elektron
interakcije. Spinski efekti u kvantnim tackama su takodje izrazeni. Mag-
netno polje potrebno da izazove spinske efekte slicnog intenziteta u realnim
atomima je milion puta vece. Za male kvantne tacke kompletna spinska
polarizacija moze biti lako postignuta u laboratorijama. U ovom radu bice
posmatrane dvodimenzionalne kvantne tacke u jakom magnetnom polju.

Konstanta resetke u poluprovodnickim kristalima je oko 3-4nm Sto je
oko nekoliko desetina puta manje od dijametra kvantne tacke. Zato se
efekti resetke uracunavaju koris¢enjem aproksimacije efektivne mase m* =
m,mg, gde je my masa mirovanja elektona, m, je koeficijent relativne mase
odredjen kristalnom strukturom, a m* je efektivna masa koja ¢e u daljim
izracunavnjima zamenjivati masu mirovanja.

Spoljasnji potencijal koji ogranicava lateralno kretanje elektrona dobro je
opisan harmonijskim potencijalom

1
Veat = §mw(2)7“2, (2.1)
gde je r? = 22 + y? rastojanje od centra kvantne tacke, a wy odredjuje ja¢inu
konfinirajuc¢eg potencijala. Vrednost hwy je tipicno reda meV .
Jednocesticni hamiltonijan elektrona naelektrisanja —e (e > 0) u kon-
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(ab)
hidgog==
2 theleV

Slika 2.3: Jednoelektronski energijski nivoi (2.6) bez Zemanovog ¢lana kao funkcija od
magnetnog polja za m, = 0.067 i razli¢ite energije konfiniranja fiwg. Stanja za 2n+|m| <7
su prikazana.

stantnom spoljasnjem magnetnom polju B = Be, dat je izrazom

1 2 L . 9 1B
H;, = Sy (pi +eA;)” + 3m war? + 5

BSi, (22)

gde su r; i p; operatori koordinate i impulsa cestice indeksa i, a A; vek-
torski potencijal koji oseca i-ta cestica. Borov magneton pup = 2220 je uzet sa
pravom masom mirovanja jer je efektivna masa uracunata u efektivni Lan-
deov g-faktor g*. Sa s; je oznacen operator spina.

Interakcioni deo hamiltonijana usled Kulonove interakcije je

qiq;

Hint = )
dmer;;

(2.3)

i<j

gde je € = €€y, € je dielektricna propustljivost vakuuma, a €, je relativna
propustljivost sredine. Rastojanje izmedju cestica sa indeksima 4 i j je r;;.

2.2.1 Jednocesti¢ne funkcije stanja

Svojstveni problem jednocesticnog hamiltonijana (2.2) moze biti resen anal-
iticki. Ako je vektorski potencijal A = —Z(ye, — ze,) dat u simetricnom
gejdzu, vazi [A, p] = 0, pa izraz (2.2) postaje

2 1 B\’1, 1 -
7 ’UBBZZ +-m* (e ) “rt 4 Smrwdr? + g ;;BBSZ (2.4)

2m*  2h 2 m* /) 4 2
2 *
o p l *, 2 2 /LBB *
—2m*+2mwr ~|——h (L, +7"s.),

gde je pup = ﬁT’i efektivni Borov magneton, w,. = fﬁ ciklotronska frekvenca,

w? = (wg + iwf), a v* = g*m,. Svojstvene funkcije hamiltonijana (2.4) su

Fok-Darvinove funkcije [?, ?]. Nenormirani oblik ovih funkcija u polarnim
koordinatama je dat slede¢im izrazom:

(r|n,m) = r™ exp (imy) L™ L _r 2.5
) - p ngo) n 2@2 eXp 4@2 Y ( . )
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gde su L I(x) asocirani Lagerovi polinomi, a a* = ; i Jednocesticne
mTw

energije zavise od kvantnih brojeva (n,|m| =0,1,2... 10 = +1) kao

1
Enmoe = (2n+ 1+ |m|)hw + ihwc(m +v%0), (2.6)

gde je ho svojstvena vrednost operatora s,. Svojstvena vrednost operatora
orbitalnog angularnog momenta [, je hm. U nultom magnetnom polju c¢e
stanja sa istim 2n + |m| biti degenerisana, dok u beskonacno velikom mag-
netnom polju (tj. za w, > wp) ¢e stanja sa istim o i istim n_ = n+3(|m|+m)
biti degenerisana.

Razmatracemo sistem u jakom magnetnom polju tako da se jednocesticna
stanja grupisu gradeci diskretne tzv. Landauove nivoe, ekvidistantne i razd-
vojene za hw,. §to se moze videti na slici 2.3. Energije Landauovih nivoa su
odredjene brojem n_. Porastom magnetnog polja se energijska razlika hw.
uvecava. Ako je magnetno polje dovoljno jako samo najnizi Landauov nivo
postaje znacajan, jer su ostali mnogo visih energija. Mi ¢emo smatrati da
je ovaj uslov zadovoljen i raditi u najnizem Landauovom nivou (LLL), tj. u
takozvanoj aproksimaciji najnizeg Landauovog nivoa. Najnizi Landauov nivo
je odredjen uslovom n_ = 0, tj. n = 0im < 0 tako da Fok-Darvinove funkcije
(2.5) u LLL su oblika

2
(r|0,m) = Cr'™ exp (imy) exp (—Z—hm*wc>, (2.7)

gde je C), konstanta normiranja. U novim jedinicima [, = */eLB =1,h =
1, -2 =1 funkcije (2.7) postaju

7 4mely

1 r2)
m(r,0) = (r|0,m) = ——=r""exp (—imy)exp | —— |, 2.8
) = (l0m) = i oxp Cimp e (1) @29
gde je m > 0. Izraz za jednocesti¢ne energije (2.6) u LLL je oblika
1
Eomo = hw(l+m) + §hwc(—m +~v%0), (2.9)
gde je m > 0. Detaljno resavanje svojstvenog problema hamiltonijana (2.4)

bez Zemanovog clana za slucaj jakog magnetnog polja dat je u dodatku A.

2.2.2 Kulonova interakcija izmedju elektrona u najni-
zem Landauovom nivou

Posmatra¢emo dvodimenzionalni elektronski gas u jakom magnetnom polju
zanemarujuci meSanje Landauovih nivoa, tj. radi¢emo iskljucivo u najnizem
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Landauovom nivou kao sto je to ranije pomenuto. Interakcioni deo hamil-
tonijana (2.3) u reprezentaciji druge kvantizacije je

1

H,, = E E amla Lga,amg,,/amw(ml|(m2]V12\m4) Img). (2.10)
my,mo>0 o0 r—_1
mg,myg >0 2

Operatori al i a,,e kreiraju i anihiliraju elektron u jednocestiénom stanju sa
projekcijom spina o i z komponentom orbitalnog angularnog momenta —hm.
V1o predstavlja operator potencijalne energije Kulonove interakcije izmedju
dva elektrona, ¢iji su vektori polozaja ri i ro a € dielektri¢na propustljivost
sredine, u koordinatnoj reprezentaciji

e? 1

4_71'6’1'1 —I'Q"

Via = (2.11)

Izraz (mq|(mso|Via|ma4)|ms) se koristeéi oblik jednocesti¢nih funkcija (2.8) i
nakon smene z; = r;exp (im;p;) 1 smene zy = 21 + 29 1 2. = 21 — 29 lako
racuna i konacan rezultat u novim jedinicama je oblika

m3+mg—mz M3 M4

(ma|(ma|Viz|ma)|ms) = Z Z Z )metms=2ha—haths (2 12)

k1=0 k3=0 kg=

y ms +my —mao\ [my\ (M3 s .
k1 ka ks ks + k4 — ky m1+ma,m3+mag

Xﬁ (k3+k4)!(2(m1+m2—k3—k4)—1)!!

2 \/(mg + my — mg)‘ mg! m3! m4! 22(m1+m2)7k37k4

Nenulti matri¢ni elementi su oblika [?]*

Mo KV = 5° 57 3 T ayen (M F) (1) g

a=0 f=0 y=0

. (m) ( n—k ) 92a+0)=30m+0) (o 1+ )| (2(m +n — o — w))'

at+y—=0)/(m+Ek)!mnl(n—k!(m+n—a—7)

2.2.3 Egzaktna dijagonalizacija

Zanemarivanje mesSanja Landauovih nivoa i rad u LLL omogucéava egzaktnu
dijagonalizaciju hamiltonijana jer je broj bazisnih vektora konacan. Bazisni

IPrimetiti gresku u originalnom radu.
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vektori su Slejterove determinante dobijene od jednocesticnih bazisnih vek-
tora |m, o). Posto je z komponenta orbitalnog angularnog momenta (u dal-
jem tekstu angularni momenat) dobar kvantni broj tj. sistem je invarijantan
na rotacije oko z ose, i posto u svim jednocesti¢nim stanjima angularni mom-
enat ima isti znak, broj bazisnih vektora je konacan i odredjen brojem c¢estica
N i angularnim momentom L. (U daljem tekstu ¢emo sa Lk oznacavati apso-
lutnu vrednost angularnog momenta, jer je angularni momenat celog sistema
manji od nule. Sliéno, Sh ¢e oznacavati vrednost spina.) Na primer za
N = 31 L =1 postoje samo dve Slejterove determinante. Sastavljene su
od jednocesti¢nih stanja |0,+%>, |0,—%), |1,0), gde je 0 = +% za jednu , a
o= —% za drugu Slejterovu determinantu. Druge kombinacije jednocesti¢nih
stanja nisu dozvoljene.

Za zadate vrednosti N i L formiramo bazis brojeva popunjenosti koristec¢i
algoritam za pravljenje particija broja L [?] a zatim se moZe izvrsiti reprezen-
tovanje i egzaktna dijagonalizacija hamiltonijana u dobijenom bazisu. Ma-
triéni elementi hamiltonijana su oblika

1 1
(coong. [H|. o0k :h(wN+(w—§wc)L+§fy*wcSz> I+ (2.14)

Min(L—m,n) %

47Tel1,2 ZZ Z Z Z (m + k|(n — k[Vis|m)|n)

=0 n=0 k=Max(—m,n—L) &

X (..np... |am+k7aa2_k’a,an70/am,a\ ),
gde je I jedini¢ni operator, f = (m, o), a ny je broj Cestica u stanju |m, o)
. Za egzaktnu dijagonalizaciju koriséen je Jakobijev metod [?] koji je imple-
mentiran u programskom jeziku C.

Za odredjivanje spina svojstvenih stanja hamiltonijana potrebno je oper-
ator ukupnog spina reprezentovati u bazisu brojeva popunjenosti. Jednoces-

ticni operatori spina i-te Cestice u bazisu | + 1), | — 3) su oblika

170 1 1 /0 —i 1/1 0
Si,x—§<1 0), Si,y—§(i 0>’ Siyz—§(0 _1). (2.15)

U reprezentaciji druge kvantizacije operatori ukupnog spina S = Zf\il S; su
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10

oblika
1
Sx = § Z(ain,Jra'm,— + ain,fam,-i-% (216)
1
Sy = 9 ;<_ajn,+am,— + ajn,—am,-l-)v (2.17)
1
S, = 3 ;(ajn#amﬂr - a%_am,,) (2.18)

Kvadriranjem i sabiranjem prethodnih izraza uz koris¢enje komutacionih
relacija izmedju fermionskih kreacionih i anihilacionih operatora ? dobijamo

N
S? = 5 Z ajnﬂrozih_am_anHr + 52 (2.19)

Svojstvena vrednost operatora ukupnog spina je odredjena izrazom S? =

S(S +1).

2 lag,al]y =pp, lag,ap]e =0, [a},al); =0, gde je [4, Bl = AB + BA.
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Evolucija angularnog momenta
1 spina u magnetnom polju

Posmatrajmo elektrone u najnizem Landauovom nivou. Konfinirajuéi poten-
cijal favorizuje kompaktnu elektronsku distribuciju za razliku od Kulonove re-
pulzije koja tezi da udalji elektrone jedne od drugih. Neka se u svakoj orbitali,
odredjenoj kvantnim brojem m, nalaze po dva elektrona razlicitog spina.
Pojacanjem intenziteta magnetnog polja, radijusi orbita (A.23) konvergiraju
ka centru kao LB. Kada elektroni ne bi napustali svoje orbite u slucaju
beskonacno Veliigg magnetnog polja, bili bi sabijeni u centar kvantne tacke.
Ovo se svakako ne desava jer se elektroni medjusobno odbijaju. Pojacanjem
magnetnog polja elektroni spina dole se premestaju u nepopunjena stanja
menjajuéi projekciju spina i snizavaju elektronsku gustinu u centru kvantne
tacke. Dolazi do povecanja angularnog momenta. Za ovakvo ponasSanje je
uglavnom odgovorna Kulonova interakcija, a ne Zemanova interakcija koja
je slaba da izazove ovaj efekat. Bez Zemanovog ¢lana u hamiltonijanu pred-
vidja se isto ponasanje. Bitno je naglasiti da evolucija sistema sa pojacanjem
magnetnog polja nije bas tako jednostavna kao Sto je gore opisano.

Kako se Kulonova interakcija modelira? Najces¢e koris¢eni metodi su
Hartrijeva aproksimacija i Hartri-Fokova aproksimacija[?]. Razlikuju se po
izboru probnih funkcija koje se koriste u varijacionom metodu. U Hartri-
jevoj aproksimaciji za probne funkcije uzima se proizvod jednoelektronskih
talasnih funkcija. Ovaj metod elektrone tretira kao nezavisne objekte cija
je jedina interakcija sa ostalim elektronima preko srednjeg polja koje jedino
zavisi od usrednjene raspodele naelektrisanja preostalih elektrona (tezinski
faktor je moduo talasne funkcije elektrona za dati polozaj, tj. verovatnoca
da se elektron nadje u datom polozaju). Ali interakcija je mnogo suptilnija
u stvarnosti.

Pravilnim tretiranjem Kulonove interakcije, tj. uz zahtev da talasna fun-
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Slika 3.1: Energija osnovnog stanja kvantne tacke od N = 4 elektrona u zavisnosti od
magnetnog polja za konfinirajuéi potencijal hwy = 6meV: puna linija prikazuje ukupnu,
tackasta linija jednocesticnu, a isprekidana Kulonovu energiju.

(ablc)d)
NNNA-=
3434
LLLL

Slika 3.2: Ukupan angularni momenat i ukupan spin osnovnog stanja za razli¢ite nenulte
vrednosti magnetnog polja u GaAs kvantnoj tacki za N = 3 i N = 4 elektrona u konfini-
rajuéem potencijalu fiwg = 6meV: (a), (b) u aproksimaciji LLL; (¢), (d) ukljuceni su i visi
Landauovi nivoi (iz [?]).

kcija koja opisuje sistem fermiona bude antisimetricna (da pri medjusob-
noj transpoziciji proizvoljnog para cestica talasna funkcija sistema menja
znak) javlja se ¢isto kvantnomehanicki efekat, interakcija izmene. Hartri-
Fokov metod ura¢unava interakciju izmene jer za probne funkcije koristi anti-
simetrizovane talasne funkcije, tj. Slejterove determinante. U Hartri-Fokovoj
aproksimaciji su uracunate korelacije koje su posledica Paulijevog principa,
takozvane kinematicke korelacije, dok dinamicke korelacije (usled sila) nisu
ukljucene.

[zracunavanja u Hartrijevoj aproksimaciji ne daju najbolje slaganje sa
eksperimentom, Sto nam govori da interakcija izmene igra bitnu ulogu u
preraspodeli elektrona pri porastu magnetnog polja [?]. Ali egzaktna di-
jagonalizacija [?] za sluc¢aj kvantne tacke u jakom magnetnom polju daje
iznenadjujuée bogatu spektralnu zavisnost od magnetnog polja koju Hartri-
Fokov metod ne predvidja, Sto nam govori da neuracunate korelacije igraju
znacajnu ulogu.

3.1 Rezultati egzaktne dijagonalizacije. Po-
java depolarizovanih stanja

Na slici 3.1 prikazna je zavisnost energije osnovnog stanja, Kulonove energije
kao i jednocesticne energije od magnetnog polja za slucaj GaAs kvantne tacke
od N = 4 elektrona, dobijena egzaktnom dijagonalizacijom u aproksimaciji
LLL. Za parametre su uzete vrednosti m, = 0.067, ¢, = 13, g* = —0.44 i
konfinirajuc¢i potencijal hwy = 6meV .

Primecujemo ostre skokove Kulonove energije i jedno cesticne energije.
Ovakvo ponasanje mozemo najlakse objasniti ako ispitamo evoluciju angu-
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larnog momenta i spina osnovnog stanja. Na slici 3.2 je prikazna zavisnost
angularnog momenta i spina osnovnog stanja sa porastom magnetnog polja,
za N = 31 N = 4 elektrona, dobijena egzaktnom dijagonalizacijom. Os-
novno stanje je u potpunosti odredjeno kvantim brojevima (L, S, S,). Vred-
nost S, u osnovnom stanju je maksimalana, tj. S, = S, zbog Zemanovog
clana. Do trenutka kada svi elektroni imaju spin projekcije +% i nalaze se u
orbitalama m = 0,... N — 1 (tj. nalaze se u stanju takozvane kapljice maksi-
malne gustine, MDD) smenjuju se razli¢ite vrednosti spina i angularnog mo-
menta u osnovnom stanju. Angularni momenat raste kao $to smo i ocekivali,
dok spin ispoljava oscilatorno ponasanje. Upravo ovim promenama kvantnih
brojeva odgovaraju oStre promene energija. Kulonova energija sa porastom
magnetnog polja raste kao /B, jer se dimenzije kvantne tacke smanjuju.
Ali kada dodje do povecanja angularnog momenta dimenzije postaju vece
(A.23) i Kulonova energija dozivljava nagli pad. Ovakvo ponaSanje se pon-
avlja. Za nizu vrednost konfiniraju¢eg potencijala nize vrednosti magnetnog
polja bi bile potrebne za opazenu evoluciju jer bi Kulonova interakcija pre
nadjacala konfinirajuci potencijal. Jednocesti¢na energija opada sa porastom
magnetnog polja za fiksiranu vrednost angularnog momenta, ali u tackama
promene angularnog momenta ona dozivljava porast.

Vrednosti ukupnog angularnog momenta i spina za tri ¢estice se smenjuju
kao (L, S) = (1,3) — (2,3) — (3,2), a za Cetiri cestice kao (L, S) = (2,0) —
(3,1) — (4,0) — (5,1) — (6,2). Naslici 3.2 su prikazani i rezultati egzaktne
dijagonalizacije za N = 3 1 N = 4 cestice, ali uzimajuéi i vise Landauove
nivoe u razmatranje. Rezultati su preuzeti iz [?] gde vrednosti parametara
GaAs kvantne tacke nisu navedeni, sem vrednosti konfinirajuceg potencijala.
Redosled pojavljivanja kvantnih brojeva sa porastom magnetnog polja je isti.
Pocetno stanje (L, .S) = (0, 1), koje vidimo na 3.2(d), se ne moze javiti ako
radimo u LLL aproksimaciji zbog Paulijevog principa iskljucenja.

() (b) (c)
(2,0,0) (3,1,1) (6,2,2)

Slika 3.3: Shematski prikaz osnovnog stanja (L, S,S,) za N = 4. Isprekidanom linijom
je prikazan Fermijev nivo.

Slika 3.4: Shematski prikaz osnovnog stanjaza N =4, (L, S, S,) = (4,0,0). Isprekidanom
linijom je prikazan Fermijev nivo.

Na slici 3.3 su shematski prikazana osnovna stanja (Slejterove determi-
nante) za sistem od Cetiri elektrona, za angularne momente L = 2,3, 6, koja
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Slika 3.5: Shematski prikaz osnovnog stanjaza N =4, (L, S, S.) = (5,1,1). Isprekidanom
linijom je prikazan Fermijev nivo.

se na slici 3.2(a) smenjuju sa porastom magnetnog polja. Ova stanja su je-
dini bazisni vektori koji imaju odgovarajuce kvantne brojeve. U pocetnom
stanju (L = 2) elektroni su kompaktno rasporedjeni. U orbitalama m = 0, 1
se nalaze po dva elektrona razlicitih projekcija spina. Porastom magnetnog
polja elektron spina dole prelazi u orbitalu m = 3 menjajuéi projekciju spina,
pa ukupni angularni momenat sistema raste za jedan. Daljim porastom mag-
netnog polja angularni momenat raste, sistem se Siri. Osnovno stanje za
L = 4 se sastoji iz stanja prikazanih na slici 3.4. Ova stanja imaju razlic¢it
doprinos u osnovnom stanju. Doprinos stanja |1) je 43.91%, stanja |2) i |3)
je 7.18%, a stanja |4) i |5) je 21.36%. Najveéi je doprinos stanja sa dve
supljine ispod Fermijevog nivoa. Ukupan spin je nula. Daljom evolucijom
angularni momenat sistema raste i postaje L = 5. Doprinosi stanja sa slike
3.5, za L =5, su 0.04, 18.57, 32.56, 48,84% redom za stanja [1),|2),|3),]4)
tako da je najvec¢i doprinos stanja sa dve Supljine ali iste projekcije spina.
Stanja imaju isti sastav nezavisno od intenziteta magnetnog polja (dobijamo
ih dijagonalizacijom Kulonove interakcije). Stanje za L = 6 je MDD.

Na slici 3.6(a) prikazana je zavisnost Kulonove energije od angularnog
momenta za N =4 i N = 6 elektrona. Ona opada jer se srednje rastojanje
medju ¢esticama povecava. Zanimljivo je primetiti i karakteristi¢ne oscilacije
spina u zavisnosti od angularnog momenta do pojave MDD, na slici 3.6(b).
Deo grafika sa ove slike, do L. = 6 odgovara ponasnju spina za Cetiri elektrona,
a ceo grafik opisuje Sest elektrona. Na osnovu rezultata iz rada [?] mozemo
zakljuciti da se analogne oscilacije spina javljaju i za N = 10.

Evolucija sistema uzrokovana porastom magnetnog polja nije jednostavna.

U evoluciji sistema, od kompaktnog stanja sa po dva elektrona u svakoj or-
bitali pa do MDD, nema ostrih promena spina. Spin ne raste monotono
sa porastom magnetnog polja ve¢ se uocava i pojava potpuno depolarizo-
vanih stanja. Javljaju se visoko korelisana osnovna stanja koja Hartri-Fokova
aproksimacija ne predvidja. Prelazak iz jednog u drugo osnovno stanje sa
porastom magnetnog polja uzrokuje promene fizickih velicina (kao Sto su
hemijski potencijal, magnetizacija ...) koje je moguée meriti. Pojava depo-
larizovanih stanja pri opisanoj evoluciji je eksperimentalno potvrdjena [?].
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(6h)

Slika 3.6: (a) Kulonova energija sistema po ¢estici za N = 41 N = 6 elektrona kao funkcija
ukupnog angularnog momenta L. Veli¢ina tacake prikazuje vrednost spina, tj. tacka veceg
polupreé¢nika je za veéu vrednost spina. (b) Oscilacije spina u zavisnosti od angularnog
momenta za N =4 i N = 6 elektrona. Videti objasnjenje u tekstu.
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Maksimova teorija
interagujucih elektrona u
kvantnim tackama

Detaljno izlaganje ove teorije je dato u [?], a za nas ¢e od interesa biti samo
motivacija za nastanak ove teorije kao i izvedeno selekciono pravilo.

Za slucaj klasi¢nih interaguji¢ih elektrona ¢ije je kretanje ograni¢eno na
kretanje u ravni i koji se nalaze u centralnom potencijalu oc¢ekujemo da
stanje minimalne energije bude simetricno. Na primer, za slucaj tri elek-
trona, o¢ekujemo da se razmeste u temenima rotiraju¢eg jednakostrani¢nog
trougla. Da li takvu simetriju ima i kvantnomehanicko stanje najnize en-
ergije?

Za karakterizaciju stanja elektrona, u ranije opisanom modelu kvantne
tacke, koristimo korelacionu funkciju

2
P,y (r,1o) = 2“ Z(s =)0 —To)0w ), (A1)

gde je A = ;, 5; oznacavaju spinove, a N broj elektrona. Ugaone
zagrade oznacavaju oceklvnu vrednost izraza u stanju koje razmatramo. Vek-
tor ry je fiksiran, a r je promenljiva. Korelaciona funkcija je proporcionalna
verovatno¢i nalazenja elektrona spina s u tacki r ukoliko je jedan elektron
spina s’ u ry, tj. uslovnoj verovatnoc¢i. Normalizaciona konstanta je odabrana

tako da
1
W E /P575/<I'/, I',())dr/dr,() = ]_, (42)
™

kada su r’ i r'y bezdimenzionalni i mereni u jedinicama \. Elektronska gustina
je
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Slika 4.1: Kvantnomehanicka korelaciona funkcija Ps o (r,ro) za tri do Sest potpuno
polarizovanih elektrona u konfinirajuéem potencijalu fiwg = 4meV i magnetnom polju
B = 20T (gore) i odgovarajuce ravnotezne klasi¢ne konfiguracije (dole). Tacka odgovara
vektoru polozaja rg. Slika je preuzeta iz [?].

na(r) = ﬁ Z / Py o (1, 70)dro. (4.3)

Na slici 4.1 je prikazana korelaciona funkcija za stanja navedenih angu-
larnih momenata i za sluc¢aj potpuno polarizovanih elektrona u GaAs kvant-
noj tacki, za B = 207" i hw = 4meV u LLL aproksimaciji i uporedjena sa
ogovarajuc¢om klasicnom ravnoteznom konfiguracijom. Tacka na slici pred-
stavlja vektor polozaja ry, Ciji je intenzitet odredjen iz uslova za maksimum
elektronske gustine (4.3). Slika je preuzeta iz [?].

Primeé¢ujemo da tacke u kojim korelacija ima maksimalnu vrednost za-
jedno sa tackom rg ispoljavaju istu simetriju kao i odgovarajuca ravnotezna
klasi¢na konfiguracija. Zanimljivo je primetiti da se za pet elektrona mogu
javiti dve konfiguracije, kvadrat sa elektronom u centru i pravilan petougao.
Slicno, za sest elektrona javljaju dve moguénosti, pravilan Sestougao i peto-
ugao sa elektronom u centru. Uoceno je da za veéi angularni momenat, za
dati broj elektrona, maksimumi korelacione funkcije postaju ostriji.

Primecena simetrija P; ¢ (r, ) posluzila je kao motivacija za opis sistema
kao “elektronskog molekula” koji rotira sa ukupnim angularnim momentom
L i vibrira oko klasi¢ne ravnotezne konfiguracije. Zapazeno dobro slaganje
klasicnog radijusa (na kome se nalaze klasi¢ni elektroni) sa radijusom na
kome gustina (4.3) ima maksimum ukazuje da bi ovakva fizicka slika mogla
biti i precizna.

Radi otklanjanja rotacionog kretanja prelazimo u pokretni referentni sis-
tem. Prisustvo Koriolisove sile dovodi do kuplovanja koordinate i impulsa
u hamiltonijanu, pa je potrebno koristiti referentni sistem u kome je ovo
kuplovanje minimalno. Dobar izbor je Ekartov referentni sistem [?]. Hamil-
tonijan razvijamo oko klasi¢ne ravnotezne konfiguracije, a elektronska stanja
aproksimiramo antisimetrizovanim vibracionim stanjima. Ako klasi¢na kon-
figuracija ima grupu simetrije C,, simetrijska razmatranja daju selekciono
pravilo koje povezuje angularni momenat i spinsku konfiguraciju stanja. Neka
je Wi, spinska talasna funkcija koja se pri rotaciji za % transformise kao
exp (—iQ’;fS)\Ifspm, gde je k, ceo broj iz intervala 0 < k, < m — 1. Analogno,
1-to vibraciono stanje je opisano celobrojnim kvantnim brojem k£, u intervalu
0 <k, <m—1, abroj kvanata u svakoj vibracionoj modi je n;. Selekciono
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pravilo glasi

~’ 0 (mod m), m neparan
L+k+ 2_; nik, (i) = { m (modm). m paran. (4.4)

Maksim je ovom teorijom uspeo da precizno odredi i energije osnovnog stanja
za sistem od N = 3,4,5,6 elektrona|?, ?]. Teorija daje dobro slaganje sa
rezultatima egzaktne dijagonalizacije za slucaj jakog polja (tj. za vece vred-
nosti angularnog momenta). Ona dobro opisuje i pojavu tzv. magiénih bro-
jeva, videti viSe o magi¢nim brojevima polarizovanih elektrona u dodatku

B.



5)

Spinske konfiguracije u
kvantnoj tacki za slucaj cetiri
elektrona

Posmatra¢emo stanje najnize energije za kvantnu tacku koja sadrzi cetiri
elektrona za odredjenu vrednost angularnog momenta u aproksimaciji LLL,
izostavljajuc¢i Zemanov ¢lan u hamiltonijanu. To stanje je u opstem slucaju
degenerisano, tj. stanja sa istim spinom i angularnim momentom imace istu
energiju, ali razlicite projekcije spina. Ispitujuci spinske korelacije izvrsi¢emo
identifikaciju spinskih konfiguracija koje se javljaju u ovim stanjima, naime
prepoznac¢emo stanja Haldane-Shastry (HS) spinskog lanca.

Za racunanje spinskih korelacija (S (r,0)S™(r, ¢)), (S.(r,0)S.(r, ¢)) gde
ugaona zagrada oznacava oc¢ekivanu vrednost operatora u ispitivanom stanju,
neophodno je operatore snizavanja i podizanja ukupnog spina S~, S™ repre-
zentovati u bazisu brojeva popunjenosti, o ¢ijem formiranju smo govorili u
poglavlju 2.2.3.

ST = Zain’_am,Jr : (5.1)

St = Zalwam,, : (5.2)

dok su odgovarajuéi operatori polja

ST(r ) = Y Ay iy U, (7, 0) Uy (7, 0), (5.3)
S+ (Tu 90) = Z ain1,+a'm27—¢:11 (T7 90)77Z)m2 (Tv 90) (54)

mi,m2
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U daljem radu ¢e nam biti potreban operator polja

1

SZ(T7 90> - 5 Z (ain1,+am2,+ - ainl,—amQa_)¢;1 (T7 gp)me (r7 90) (55)

mi,m2

kao i operator gustine

p(r, ) = Z Z ¢:z1 (7, ) thm, (1, Qp)a;rnl,aamz,a' (5.6)

mi,m2 O

5.1 Haldane-Shastry spinski lanac

U ovom izlaganju bic¢e iznete karakteristike HS spinskog lanca koje su biti
bitne za dalje izlaganje. Vise detalja dato je u [?, 7, 7, ?7].

5.1.1 Hamiltonijan

Posmatrajmo jednodimenzionalnu resetku sa N ¢vorova, ¢iji su krajevi spo-
jeni tako da ona formira jedini¢ni krug. Svakom ¢voru mozemo pridruziti
kompleksni broj z, koji zadovoljava

N —1=0. (5.7)

Neka se u svakom ¢voru nalazi polucelobrojni spin % i neka je odgovarajuci
operator spina S,. Haldane-Shastry hamiltonijan je

N

2T S.S
Hys = J(==)2y 228 5.8
HS (N) ’Za — Zﬁ|2 ( )
a<pf
Hamiltonijan je translaciono invarijantan, tj. zadovoljava
N
[His,S|=0, S=> S8, (5.9)
i poseduje specijalnu unutrasnju simetriju
1 2o + 28
Hys,Al =0 A= —— ] (Sa X Sp). 5.10
(His. A] =0, ;Y (22 soxs G

aFp
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5.1.2 Osnovno stanje

Talasna funkcija osnovnog stanja je pravilo koje svakoj konfiguraciji spinova
u lancu dodeljuje kompleksan broj. Spinska konfiguracija osnovnog stanja
je linearna kombinacija vise razli¢itih konfiguracija, a koeficijenti uz te kon-
figuracije su upravo pomenuti kompleksni brojevi koje im dodeljuje talasna
funkcija. Neka je broj N paran i neka brojevi zq, 2o, ... ) 2N predstavljaju
¢vorove u kojima je projekcija spina +%. Broj takvih ¢vorova je % Talasna
funkcija osnovnog stanja je

N N
B 2
\If(zl,zz,...,z%) :H(zj—zk)2sz, (5.11)

i<k j=1
a odgovarajuca energija je
Hisl W) = —1 (v + 2)jw) (5.12)
A= 0 N '

Pri translaciji za jednu konstantu resetke argumente talasne funkcije mnozi-
mo brojem z = exp (z%r) i ona postaje
Nm
U(z21, 229, . . . ,ZZ%) = exp(@7)\ll(zl, 29y ... ,z%), (5.13)
jer je homogena funkcija reda (%)2 Sledi da je talasna funkcija osnovnog
stanja translatorno inavarijantna. Kristalni impuls stanja (¢) je odredjen
relacijom

U(zz1,229,. .., zz%) = exp(iq)¥(z1, 22, - . -, z%) (5.14)

Kristalni impuls osnovnog stanja je nula ukoliko je N = 4k, a 7 ukoliko je
N =2(2k+1),gdejek e Z.

Projekcija spina osnovnog stanja je nula, Sto je ocigledno, jer je broj
spinova gore je jednak broju spinova dole, tj. % Moze se pokazati i da je
svojstvena vrednost operator S~ u ovom stanju nula, pa je osnovno stanje
spinski singlet.

Bitno je pomenuti da spinska korelaciona funkcija (S,Sg) u osnovnom
stanju tezi nuli kada |z, — 23| — oo, §to nam govori da nema dugodometne
uredjenosti i da je u pitanju spinska te¢nost a ne uredjeni antiferomagnet.

Osnovno stanje HS lanca nije degenerisano, ali postoji stanje bliske en-
ergije, tzv. alternativno osnovno stanje, ¢ija je talasna funkcija oblika

2

\I//(Zl,ZQ,...,Z%):H<Zj—2k)2 1—sz2- . (5.15)

i<k 7j=1

N N
2
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Ovo stanje je takodje spinsko singletno stanje, a njegova energija je

71.2

Hyo|U') = —
ns|¥) J<24

) (N — %)\qﬂ). (5.16)

Talasna funkcija alternativnog osnovnog stanja (5.15) je homogeni polinom
stepena %(% — 1), a kristalni impuls alternativnog stanja je za m veéi od

kristalnog impulsa osnovnog stanja.

5.1.3 Spinoni

Elementarne ekscitacije osnovnog stanja HS spinskog lanca su spinoni, ¢estice
spina %, a ne spinski talasi koji su elementarne ekscitacije kod uredjenih

antiferomagnetika.
Neka je broj ¢vorova N neparan i neka je

M M M
Uo(z1, 20,00y 201) = H(Z“ — 2;) H(z] — z)? H 2, (5.17)
J Jj<k J

gde je M = % Ovo stanje ogovara spinu dole u évoru a koji se nalazi u
spinskom singletnom moru, tj. vazi

N
> S50, =0. (5.18)
B#a

Kombinacija ovih stanja oblika

N
Vo212, om) = D (20)™ Va2, 22, 2u), (5.19)

07

(N=1)
2

pri ¢cemu je 0 < m < je svojstveno stanje hamiltonijana (5.8) sa svo-

jstvenom vrednoséu
72 1\ J/2r\> (N-1

Stanje |¥,,) predstavlja propagirajuéi spinon spina dole i kristalnog momenta

=IN-2T (m L }1) (mod 27) (5.21)
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Osnovno stanje spinskog lanca sa neparnim brojem ¢vorova je cetvorostruko
degenerisano. Spinonska stanja |V,,) za m = 01 m = % i odgovarajuca
spinonska stanja spina gore imaju istu energiju.

Za slucaj N parno, dvospinonsko stanje

(o) = Y D Frn(2528)(20) ™ (25)" [ Wap) (5.22)

a=1 =1
gde je
M M M
Vos(z1,- - 2m) = [ (o = ) (28 — 2) [[ (25 — 2)* [ ] 21 (5.23)
J J<k J
aM=5%-1i
N/2 1
frn(2) = lz_;alzl — §aN/22N/2, (5.24)
m—n + 2l i

k=0

uz uslov M > m > n > 0, je svojstveno stanje hamiltonijana (5.8) sa
svojstvenom vrednoséu

2 19 24 J (27\?

n(rem) o (5orma) -5 e

Za svako tripletno stanje |W,,,) postoji odgovarajuce singletno stanje iste
energije, koje je dato sa A*S*|V,,,,), gde je A definisano u (5.10).

5.2 Singletna stanja

Na slici 5.1 je prikazana korelacija (S.(r,0)S.(r, ¢)) za stanje najnize en-
ergije, bez Zemanovog ¢lana u hamiltonijanu, za odredjenu vrednost an-
gularnog momenta za cetiri elektrona. Sva ova stanja su spinski singleti,
tj. spina nula. Pazljivim posmatranjem realnog dela korelacije (slika 5.1(a))
mozemo uociti karakteristicne oblike koji se smenjuju. Za angularne mo-
mente L = 2,10, 14 javlja se jedan oblik, dok za L = 4,8,16 drugi oblik.
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remag-
alni
dearni
deo

Slika 5.1: Korelacija (S.(r,0)S,(r,¢)) za osnovno stanje datog angularnog momenta
za Cetiri elektrona. Sva stanja imaju spin nula. Vrednosti na osama su u jedinicama

Iy =4/ %. Konture tamnije od podloge oznacavaju oblasti u kojima korelacija negativna,
a svetlije od podloge oznacavaju oblasti u kojima je korelacija pozitivna.

Imaginarni deo korelacije nije od znacaja jer se isti oblik javlja za sve angu-
larne momente, pa posmatraju¢i imaginaran deo ne mozemo ih razlikovati.
Korelacija (ST (r,0)S~(r,¢)) nije prikazana posto je u slucaju singletnog
stanja duplo veé od odgovarajuce (S.(r,0)S,(r,¢)), pa ne pruza nove in-
formacije.

Zadrza¢emo se za trenutak na stanjima HS lanca. Talasna funkcija os-
novnog (5.11) i alternativnog osnovnog stanja (5.15) HS spinskog lanca za
N =4 je

U(21,2) = (21 — 22)*2122, (5.27)
U (21, 29) = (21 — 22)%(1 — 2723). (5.28)

Jednostavnim izracunavanjem dobijamo osnovno i alternativno osnovno sta-
nje koja su, do na faktor proporcionalnosti, oblika

) =[TTD +TITH A THID +TTHD =20 T + 1IN (5:29)
(U =110 =TI+ LT = [ TLT). (5.30)

Prva strelica oznacava projekciju spina u ¢voru kome pridruzujemo z =
1 i redni broj jedan, a svaka slede¢a oznacava projekciju spina u ¢voru

pomerenom za 3, u suprotnom smeru od kazaljke na casovniku, od pret-

hodnog. Spinske korelacije u osnovnom stanju su
(W [5.(1)S.(2)[ 0 ) = —2, (5.31)
(W[5:(1)S:(3)|w) =1,

a u alternativnom osnovnom stanju su
(W]5:(1)5:(2)[¥') = 0, (5.32)
(W]8.(1)8:(3)[¥) = 1.

Analizom korelacija prikazanih na slici 5.1 mozemo izvrsiti identifikaciju
stanja za koja smo racunali korelacije. Ispitivanjem da li je zadovoljen uslov
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(5.31) ili uslov (5.32) na nekom radijusu izvodimo zakljucak da stanjima
angularnog momenta L = 2,10, 14 odgovara spinska konfiguracija osnovnog
stanja, dok stanjima L = 4,8,16 odgovara spinska konfiguracija alterna-
tivnog osnovnog stanja HS lanca. Ispunjenost pomenutih uslova smo trazili
do na konstantu skaliranja, tj. trazili smo da odnosi izmedju korelacija budu
zadovoljeni.

Naves¢emo kao primer singletno stanje angularnog momenta L = 14. Ko-
relacija (S,(r,0)S,(r,m)) je veca ili jednaka nuli za svako r, pa zaklju¢ujemo
da ovo stanje ne moze biti alternativno osnovno stanje. Sto se tice ispun-
jenosti uslova (5.31) trazi¢emo da bude zadovoljeno

™

Re[(S.(r,0)S.(r, §)>] = —2(5.(r,0)S.(r, 7)) (5.33)
[Im[{S.(r,0)S.(r, V]| < (S:(r. 0)S.(r. 7). (5.34)

Napomenimo da je vrednost korelacije (S,(r,0)S,(r, 7)) uvek realna. Na slici
5.2(b) su prikazane funkcije

fi(r) = (5.35)

[(S=(r, 0)S.(r, m))| ’
|

) = 5,005 (5:30)
Vidimo da su uslovi (5.33) i (5.34) dobro ispunjeni (kvalitativno) za sve
vrednosti prikazanih radijusa izuzimajuci one u neposrednoj okolini r» = 1.5.
(Duzina je izrazena u jedinicama [, = 1.) Vrednosti korelacija za r = 2.1 u

jedinicama h = 1 su

(S.(2.1,0)S.(2.1, g)> — (—2.56 + 0.05967)10° (5.37)
(5.(2.1,0)5.(2.1,7)) = 1.19% 10
(5.(2.1,0)5.(2.1, 7))

= —2.15 + 0.0501i ~ —2
(5.(2.1,0)5.(2.1, 7 T i :

i smatramo da dobro ispunjavaju uslove (5.31). Ocekivana vrednost opera-
tora gustine (5.6) u ovom stanju je prikazna na slici 5.2(a). Gustina je radi-
jalna, tj. ne zavisi od polarnog ugla. Ima maksimalnu vrednost za ry = 2.56,
a vrednosti korelacija u toj tacki su

= (—3.62 + 0.0204i)10? (5.38)
1.58 %1072

= —2.29 4+ 0.0129i ~ —2,

)
) =
)
)
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Slika 5.2: (a) Gustina za stanje L = 14,5 = 0. Duzina je u izrazena u jedinicama I, = 1.
Gustina je normirana tako da je 2w fooo p(r)rdr = 4. (b) Punom linijom je prikazana
funkcija f1(r), a isprekidanom linijom f5(r). Za one vrednosti radijusa u kojima su uslovi
(5.31) kvalitativno ispunjeni funkcije fi i fa treba da imaju vrednost blisku nuli.

i takodje prilicno dobro zadovoljavaju uslove (5.31). Bitno je naglasiti da su
u oblasti oko maksimuma gustine uslovi (5.31) ispunjeni pa mozemo reéi da
je ovo stanje osnovno stanje HS lanca. Isto vazi i za ostala stanja, tj. samo
jedna grupa uslova (5.31) ili (5.32) je ispunjena i to za radijuse na kojima je
gustina znacajna.

Vrednosti kvantnog broja ks (definisanog u poglavlju 4) za osnovno stanja
HS lanca je ks = 0, a za alternativno osnovno stanje je k, = 2. Sledi da je
izneta klasifikacija singletnih stanja u skladu sa Maksimovom zakonitoséu
(4.4), tj. od razmatranih singletnih stanja ona stanja ¢iji angularni momenat
zadovoljava L = 2 (mod 4) su identifikovana kao osnovno stanje HS lanca, a
stanja angularnog momenta L = 0 (mod 4) su identifikovana kao alternativno
osnovno stanje HS lanca.

U prostoru spinskih konfiguracija spina S = 0 za Cetiri ¢vora resetke u
kojim su spinovi 3, postoji bazis [?]. Bazis je dobijen pokrivanjem ¢vorova
resetke spin singletnim parovima %ﬂ 11y —117)). Bazis ¢ine dva vektora, a
njihove linerane kombinacije daju osnovno i alternativno osnovno stanje HS
spinskog lanca [7]

v =1+ (5.39)
=] -E=X (5.40)

(| T1)—111)). Ostale linearne kombinacije bazisnih vektora

nasem slucaju, jer ne bi bile invarijantne na rotacije za 7.

gdeje —= =
nisu dozvoljene

-

2

=

5.3 'Tripletna stanja

Na slici 5.3 prikazan je realni deo korelacije (S*(r,0)S™(r,¢)) za osnovno
stanje datog angularnog momenta za Cetiri elektrona. Nije urac¢unat Zemanov
¢lan u hamiltonijanu. Stanja su tripleti projekcije spina S, = —1. Pazljivim
posmatranjem realnog dela spinske korelacije uocavamo da se samo za stanja
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Slika 5.3: Realni deo korelacije (ST (r,0)S™(r,$)) za osnovno stanje datog angularnog

momenta za ¢etiri elektrona. Spin za sva stanja je S = 1,5, = —1. Vrednosti na osama
su u jedinicama I, = ,/%. Konture tamnije od podloge oznacavaju oblasti u kojima
korelacija uzima negativne vrednosti, a svetlije od podloge oznacavaju oblasti u kojima je

korelacija pozitivna.

Slika 5.4: Imaginarni deo korelacija (ST (r,0)S™(r,¢)) za osnovno stanje datog angu-
larnog momenta za Cetiri elektrona. Spin za sva stanja je S = 1,5, = —1. Vrednosti

na osama su u jedinicama [, = \/£~ Konture tamnije od podloge oznac¢avaju oblasti u
kojima korelacija uzima negativne vrednosti, a svetlije od podloge oznacavaju oblasti u
kojima je korelacija pozitivna.

angularnog momenta L = 3 1 L = 12 javljaju razliciti oblici, njima karakter-
istiéni, dok ostala stanje ne mozemo razlikovati po realnom delu pomenute
korelacije. Analizom slike 5.4 primec¢ujemo da jedan oblik karakterise stanja
angularnog momenta L = 5,9, 13,17, a drugi karakterise stanja L = 7,11, 15.
Oblici za L = 12 i L = 3 su samo njima osobeni. Ispostavilo se da korelacija
(S.(r,0)S,(r, ¢)) ne prikazuje razlike medju razmatranim stanjima, zato njen
grafik ne navodimo.

Zadrzacemo se za trenutak na stanjima HS lanca. Talasne funkcije dvo-
spinonskog stanja (5.22) tj. ekscitovanog osnovnog stanja za N = 4 su oblika

Woo(z) = 1627, (5.41)
Wio(z) = —1627, (5.42)
Uy(2) = 162. (5.43)

Jednostavnim izracunavanjem dobijamo da su odgovarajuca stanja, do na
konstantu normiranja, oblika

00) = [ TLLL) =4[ LTLD) — | LITL) +4] LLLT), (5.44)
110y = [ TLLL) = [ITLL) + [ LLTL) = [ LU, (5.45)
[11) = [ TLLL) +a LTLD — [ LETL) =4 LLLT), (5.46)

(5.47)

Koris¢ene su oznake kao i u prethodnom poglavlju. Spinska korelacija je za
sva gore navedena stanja ista i iznosi

(5:(1)5:(2)) = (5:(1)5:(3)) = 0. (5.48)

Ali stanja se razlikuju po vrednostima korelacije (ST(a)S™(3)). Vrednosti
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Slika 5.5: (a) Gustina za stanje L = 15,5 = 1,5, = —1. DuzZina je u izrazena u
jedinicama [, = 1. Gustina je normirana tako da je 2r [~ p(r)rdr = 4. (b) Punom linijom
je prikazana funkcija fi(r), tackastom linijom f5(r), isprekidanom crta-crta linijom f5(r),
crta-tacka-crta linijjom f4(r), a crta-crta-crtica linijjom f5(r). Definicija ovih funkcija data
je u tekstu. Za one vrednosti radijusa u kojima su uslovi (5.49) kvalitativno ispunjeni
navedene funkcije treba da imaju vrednost blisku nuli.

su sledece

(00]S*(1)87(2)]00) = —i, (5.49)
(00[S™(1)S™(3)|00) = —1;

(10]ST(1)S™(2)[10) = —1, (5.50)
(10[S*(1)S(3)[10) = 1;

(11S+(1)S~(2)|11) = 4, (5.51)
(11|5+(1)S(3)[11) = —1.

Analizom korelacija prikazanih na slikama 5.3,5.4 mozemo izvrsiti identi-
fikaciju stanja za koja smo racunali korelacije. Ispitivanjem da li je zadovol-
jen neki od uslova (5.49,5.50,5.51), uz zahtev (5.48), za neku vrednost radi-
jusa za koju je ocekivana vrednost operatora gustine (5.6) znacajna (tj. u
blizini maksimuma gustine), mozemo tvrditi da stanjima angularnog mo-
menta L = 5,9,13,17 odgovara spinska konfiguracija stanja |11), stanjima
L = 7,11,15 odgovara spinska konfiguracija stanja |00), a stanju L = 12
odgovara spinska konfiguracija stanja [10). Pri identifikaciji smo zahtevali da
odnosi medju spinskim korelacijama budu zadovoljeni.

Naves¢emo kao primer tripleno stanje angularnog momenta L = 15.
Uslovi (5.50) nisu ispunjeni ni za jednu vrednost radijusa, $to odmah vidimo
i sa slike 5.3 jer korelacija (ST (r,0)S™(r,7))! nije pozitivna. Imaginarni deo
korelacije (S*(r,0)S™(r, %)) je manji ili jednak nuli (moguce je videti i na
slici 5.4 ) za sve vrednosti radijusa pa nije u pitanju ni stanje |11). Na slici

yrednost korelacije (ST (r,0)S~(r, 7)) je realan broj
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5.5(b) su prikazane funkcije

filr) = 2 (T’O),fsfz;?g)ﬂsj(rtg;)(ﬁo)s(M)), (5.52)
fo(r) = RF([S(fZT(TO)O ;S“(,C’Ti)f] (5.53)
- SO
- PO
fs(r) = (S:Ar, 0)8. (. m) (5.56)

[(S*(r, 0)5 (r, ™))"

Ocekivana vrednost operatora gustine (5.6) za ovo stanje je prikazana na slici
5.5(a). Gustina je radijalna i ima maksimalnu vrednost u tacki o = 2.65 a
vrednosti korelacija u toj tacki su

(S.(r9,0)S.(r, §)) = (—2.24 — 0.8454)10°, (5.57)
(S,(r0,0)S(r, 7)) = 3.80 % 107°, (5.58)
(ST (ro,0)S~(r ,g» = (—0.0381 — 2.674)1073, (5.59)
(St (rg,0)S™ (r,m)) = —2.44 % 1072, (5.60)
a odgovarajuci odnosi su
f;g:‘; 8?((:0 ‘;))>> — (918 + 3.46i)107° ~ 0, (5.61)
<SZ(T07 O)SZ(T07 7T)> _ -2
e O)S:(m oy = 1.56 % 1072 ~ 0, (5.62)
g&: 8;?_2;2 i;i — 0.156 + 1.11i ~ i. (5.63)

Zakljucak je da su zahtevi (5.48) kao i uslovi (5.49) ispunjeni kvalitativno
dobro za radijus ry u kome gustina ima maksimum, kao i za ostale vrednosti
radijusa prikazane na slici 5.5(a) (grubo odredjeno) veée od 1.9 . I za stanja
ostalih angularnih momenata mozemo izvrsiti identifikaciju na slican nacin.
Uvek je ispunjena samo jedna grupa uslova (5.49 ili 5.50 ili 5.51) za vred-
nosti radijusa u kojima je gustina znacajna (tj. odstupa manje od 10% od
maksimalne vrednosti gustine).

Vrednost kvantnog broja k, (definisanog u poglavlju 4) je 3,2, 1 redom za
stanja |00), |10), |11), pa vidimo da je Maksimova zakonitost (4.4) zadovoljena
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za identifikacije koje smo uocili. Za tripletna stanja koja smo razmatrali,
vazi da ako je L = 1 (mod 4) pronalazimo spinsku konfiguraciju stanja |11),
ako je L = 3 (mod 4) pronalazimo spinsku konfiguraciju stanja |00), ako
je L = 0 (mod 4) pronalazimo spinsku konfiguraciju stanja |[10). Stanje
angularnog momenta L = 3 nismo uspeli da identifikujemo.

U tripletnim stanjima koja imaju ve¢u projekciju spina pronalazimo spin-
ske konfiguracije koje dobijamo delovanjem operatora St na veé prepoznate
konfiguracije za S, = —1.

5.4 Orbitalna spinska struja

Posmatrajmo sistem od tri spina S = % Dimenzija Hilbertovog prostora je
23 = 8. Operator ukupnog spina je S = S; + Sy + S3. Definisimo operator

E123 = Sl * (SQ X Sg), (564)
takozvani operator kiralnosti [?]. Vaze slede¢e komutacione relacije
[S?,5.] =0, (5.65)
[S?, B3] = 0, (5.66)
S, Eras] = 0, (5.67)

pa ovi operatori imaju zajednicki svojstveni bazis. Svojstvenu vrednost op-
eratora kiralnosti oznacavacemo slovom Yy i nazivati kiralnost stanja. Stanja
¢emo oznacavati kao |9, 95, %), gde je kvantni broj S odredjen relacijom
S? = S(S + 1), projekcija spina datog stanja je S., a x kiralnost stanja.
Ukupan spin sistema moze biti S = % ili § = % Vektore spina S =
% mozemo jednostavno dobiti delovanjem operatora S~ na stanje najvece
projekcije spina | T17):

3 3
33 33 -
§,§—m,0>=(5 ) |§,§,0> ,m=1,2,3. (5.69)

Tvrdjenje da sva stanja spina S = % imaju kiralnost nula ¢e biti dokazno.
Stanje | 177) ima nultu kiralnost jer je invarijantno na permutaciju bilo koja
dva spina (videti definiciju operatora kiralnosti (5.64)).

Operator kiralnosti izrazen preko operatora ST i S, je oblika

Biay = 5(~ST 55 Sy + ST55 Sy + 57 5250+ (5.70)
L SF 85,85 — 81,55 ST + .55 S5).
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Sada je ocigledno da vazi

B3| 111) = 0. (5.71)

Jednostavno se pokazuje koris¢enjem komutacionih relacija

[S;", S5 = 2861, (5.72)
(S, 8j.2] = F5761;, (5.73)

gde 7, 7 oznacavaju ¢vorove, da vazi
[E123, Si] - O, (574)

pa je relacija (5.69) ocigledno zadovoljena.

Prostor stanja spina S = % grade cCetiri bazisna vektora. Prostor stanja
S = % iS, = % je dvostruko degenerisan i grade ga medjusobno ortogonalni
vektori

1

v (| 1)+ 111 exp (%”) 1T exp (—%”)) (575)
_1

S == (1 e (<) + e (i), 69

Stanje |+) je svojstveno stanja operatora kiralnosti sa svojstvenom vrednoséu
X+

+)

1 2
Es|+) = —= sin — |+), (5.77)
2 3
a stanje |—) ima svojstvenu vrednost x_
1 2
E123’—> = § sin §|—> (578)

Stanja |£) su stanja |3, 3, x+), a slitno se moze uraditi i za stanja spina dole.

Posmatrajuéi jednacine (5.75) i (5.76) mozemo primetiti da se spin dole
kre¢e od jednog do drugog temena trougla pri ¢emu je spinski orbitalni an-
gularni momenat k, = +1. Stoga je stanje nenulte kiralnosti stanje u kome
postoji nenulta spinska struja, posto se spin dole premesta po temenima
trougla.
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5.4.1 Operator kiralnosti u Haldane-Shastry spinskom
lancu

Operator kiralnosti u HS spinskom lancu je (A % S), gde je A definisano u
(5.10). Koristeéi komutacione relacije

[Say Sb] = iEachm (579)
[Saa Ab] = Z“EabcAca a, b> C=x,Y,z (580)

jednostavno se pokazuje da vazi

[(A8),5.] =0, (5.81)
[(A*8S),S% =0. (5.82)

Na osnovu prethodnih relacija sledi
[(A*8S),S% =0. (5.83)

Operatori Hgg,S% S, i (A * S) komutiraju, pa imaju zajednicki svojstveni
bazis. Kiralnost je dobar kvantni broj.
1

Za slucaj cetiri spina S = 5 u ¢vorovima kvadrata bazisnih vektora ima

24 = 16. Od toga dva singletna stanja osnovno i alternativno osnovno stanje,
3 %3 = 9 tripletnih i 5 stanja spina S = 2, ali razlicite projekcije. Stanja
spina S = 1,5, = —1 su |00}, |10), |11). Kvantni broj koji ih razlikuje je
kiralnost. Jednostavno se pokazuje da vazi

(A % S)[00) = 2|00), (5.84)
(A % S)[10) = 0, (5.85)
(A % S)[11) = —2|11). (5.86)

Mozemo primetiti da se u nasoj identifikaciji tripletnih stanja, datoj u
poglavlju 5.3, stanja smenjuju sa porastom angularnog momenta tako da
se sa periodom angularnog momenta jednakim dva javljaju stanja nenulte
orbitalne spinske struje koja menja smer.



6
Zakljucak

U ovom radu koriséen je metod egzaktne dijagonalizacije u aproksimaciji
najnizeg Landauovog nivoa, za ispitivanje fizickih osobina kvantne tacke u
jakom magnetnom polju.

Prvo poglavlje je uvod u tematiku i problematiku ovog rada, dok je u
drugom poglavlju dat detaljan opis modela kvantne tacke koji je koris¢en
u radu. Izracunati su matriéni elementi Kulonove interakcije. Opisano je
formiranje bazisa brojeva popunjenosti za dati broj elektrona i izracunati
su matri¢ni elementi hamiltonijana celog sistema u tom bazisu. Pored toga
spinski operatori su predstavljeni u reprezentaciji druge kvantizacije.

U treé¢em poglavlju detaljno je obradjena evolucija angularnog momenta
i spina sistema u magnetnom polju do pojave stanja kapljice maksimalne
gustine. Primecene su karakteristicne oscilacije spina za N =4 i N = 6
elektrona. Uocena je pojava potpuno depolarizovanih stanja.

Poglavlje cetiri daje kratak pregled Maksimove teorije interagujucih elek-
trona zadrzavajuci se na najbitnijim zakljuc¢cima.

Poglavlje pet poc¢inje uvodjenjem Haldane-Shastry spinskog lanca. U nas-
tavku poglavlja izracunate su spinske korelacije u osnovnim stanjima za dati
angularni momenat, za kvantnu tacku od N = 4 elektrona, bez Zemanovog
¢lana u hamiltonijanu. Izvrsena je identifikacija spinskih konfiguracija u ovim
stanjima. Od razmatranih singletnih stanja ona stanja ¢iji angularni mom-
enat zadovoljava L = 2 (mod 4) su identifikovana kao osnovno stanje HS
lanca, a stanja angularnog momenta L = 0 (mod 4) su identifikovana kao
alternativno osnovno stanje HS lanca.

Po prvi put je izvrSena identifikacija i tripletnih stanja projekcije spina
S, = —1. Zakljuéili smo da ukoliko je L = 1 (mod 4) pronalazimo spin-
sku konfiguraciju stanja |11), ako je L = 3 (mod 4) pronalazimo spinsku
konfiguraciju stanja |00), ako je L = 0 (mod 4) pronalazimo spinsku kon-
figuraciju stanja [10). Stanje angularnog momenta L = 3 nismo uspeli da
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identifikujemo. Primetili smo da se ova stanja smenjuju sa porastom angu-
larnog momenta tako da se sa periodom angularnog momenta jednakim dva
javljaju stanja nenulte orbitalne spinske struje koja menja smer.

U daljem istrazivanju bi bilo zanimljivo ispitati nisko pobudjena stanja za
cetiri elektrona, kao i pokusati slicnu identifikaciju stanja najnizih energija
za sisteme sa ve¢im brojem elektrona.



Dodatak A

Svojstvene funkcije u najnizem
Landauovom nivou

Posmatrajmo jednocesti¢ni hamiltonijan
1
H=_— A)’ Al
(D -+ cA)? (A1)

koji opisuje elektron naelektrisanja —e u spoljasnjem konstantnom magnet-
nom polju B = —Be, gde je vektorski potencijal A = %B(yem — ze,) dat u
simetricnom gejdzu. U cilju reSsavanja svojstvenog problema hamiltonijana
(A.1) uvodimo hermitski operator IT = p+eA koji zadovoljava komutacionu
relaciju

11, 11,] = iheB. (A.2)

Uvodjenjem operatora I1; = I, +4IL, i II_ = II, —¢II,, definiSemo operatore

bib" kao
b=/ (A3)
“ V2eBr T ’
1
+_
b= T (A.4)

Lako se proverava da novi operatori zadovoljavaju bozonsku komutacionu
relaciju

.07 =1 (A.5)
i da adjungovanjem jednog dobijamo drugi:
(b)" =0,
(b)) = b. (A7

—~
t;[>

D
S~—
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Hamiltonijan (A.1) izrazen preko novih operatora se svodi na hamiltonijan
linearnog harmonijskog oscilatora:

H = huo(b™b + %), (A.8)

gde je w, = %. Energetski nivoi ovog LHO se nazivaju Landauovi nivoi.
Lako se pokazuje da operatori:

l
R, =+ Hy%b, (A.9)
l
Ry =y~ I, (A.10)
gde je [, takozvana magnetna duzina i iznosi l, = w/%, zadovoljavaju ko-
mutacione relacije:
(R, 1] =0 i,j=mzy (A.11)

odakle je ocigledno da komutiraju i sa hamiltonijanom (A.1). Fizicka in-
terpretacija magnetne duzine je da kroz povrsinu 272 prodire jedan kvant
magnetnog fluksa &, = % tj. gustina magnetnog fluksa je B = %. U da-
ljem tekstu ¢emo smatrati da je h = 11 [, = 1, radi jednostavnijebg zapisa.
Operatori

7t = Ro + 1R, (A.12)
V2
z- ==t (A.13)
V2
zadovoljavaju komutacionu relaciju
(ZtZ~ H] =0 (A.14)

odakle sledi da operatori Z*Z~ i H imaju zajednicki svojstveni bazis. Svoj-
stvene vrednosti operatora b*b su n=0,1,2. . .1 oznacavaju Landauove nivoe.
Iz uslova za najnizi Landaouv nivo(LLL)

bf(z,2*)=0 (A.15)

gde je z = x + iy, jednostavno se dobija da je f(z,z*) = f(2)exp (—;11\2\2)
gde je f(z) proizvoljna analiticka funkcija samo od z. Operatori Z* 1 Z~
zadovoljavaju uslove

Z=,ZzF]=1 (A.16)
(Z) =2" (A.17)
(ZN =272~ (A.18)
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i predstavljaju dodatne operatore podizanja i spustanja koji deluju u fiksi-
ranom Landauovom nivou. Svojstvene vrednosti operatora Z*Z~ su m =
0,1,2,... Iz uslova

ZYZ7 f(2,2%) =mf(z,2%) (A.19)

koji se svodi na

0
25 fz) =mf(2) (A.20)

dobijamo da je svojstvena funkcija razmatranog hamiltonijana u najnizem
Landauovom nivou tj. za n = 0 oblika

Um(r) = (rlm) = (A.21)

1 . 1
N (‘1‘2'2)

m predstavlja svojstvenu vrednost operatora angularnog momenta L, =
—i% gde je ¢ polarni ugao tj. argument kompleksnog broja z. Lako se
pokazuje da je

(m||z)*|m) = 2(m + 1) (A.22)

sto kvalitativno pokazuje koliko daleko od centra cestica orbitira. Maksi-
malna vrednost |¥,,(r)[* je na takozvanom radijusu orbite

P = V2m (A.23)

pa povrsina 27m sadrzi m kvanata fluksa tako da je gustina stanja jedno
stanje po Landauovom nivou po kvantu fluksa koji prodire kroz sistem.



Dodatak B
Magicni brojevi

Primecéeno je da osnovna stanja mogu imati jedino odredjene vrednosti spina
i angularnog momenta. Na primer, angularni momenat tri polarizovana elek-
trona je uvek celobrojni umnozak broja tri, dok za cetiri polarizovana elek-
trona L = 2 (mod 4). Na slici B.1 najvisa kriva prikazuje zavisnost ukupne
energije Cetiri polarizovana elektrona od angularnog momenta, u aproksi-
maciji LLL. Tacke na krivama predstavljaju minimum ukupne (tj. Kulonove)
energije za dati angularni momenat i odgovarajuca stanja ¢emo nazivati os-
novna stanja. Strelice ukazuju na minimum ukupne energije za prikazane
angularne momente, i odgovarajuce stanje ¢emo nazivati apsolutno osnovno
stanje.

Sa porastom angularnog momenta cestice se medjusobno udaljavaju i
Kulonova energija osnovnog stanja opada, dok jednoelektronska energija os-
novnog stanja linerano raste. Ukupna energija osnovnog stanja je zbir Ku-
lonove i jednoelektronske energije osnovnog stanja. Kao funkcija angularnog
momenta ima globalni minimum koji se sa porastom magnetnog polja pomera
ka ve¢im vrednostim angularnog momenta, o ¢emu je ve¢ bilo reci u poglavlju
3. Na krivoj koja predstavlja ukupnu energiju primecujemo i vise izrazenih
lokalnih minimuma. Ovi minimumi imaju period cetiri i globalni minimum

(&h)
B—

AT

Slika B.1: Najvisa kriva na graficima predstavlja ukupnu, srednja jednoelektronsku, a
najniza Kulonovu energiju za N = 4 polarizovana elektrona, kao funkciju ukupnog angu-
larnog momenta. Konfinirajuéi potencijal je hiwg = 2meV. Tacke na krivama predstavljaju
minimum ukupne (tj. Kulonove) energije za dati angularni momenat. Strelice ukazuju na
minimum ukupne energije za prikazane angularne momente.
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Slika B.2: Najvisa kriva na graficima predstavlja ukupnu, srednja jednoelektronsku,
najniza Kulonovu energiju za N = 6 polarizovanih elektrona, kao funkciju ukupnog angu-
larnog momenta. Konfinirajuéi potencijal je hwg = 2meV . Tacke na krivama predstavljaju
minimum ukupne (tj. Kulonove) energije za dati angularni momenat. Strelice ukazuju na
minimum ukupne energije za prikazane angularne momente.

se uvek (za razlicite vrednosti magnetnog polja) poklapa sa nekim od njih.

U opstem slucaju angularni momenat apsolutno osnovnog stanja je odred-
jen brojem elektrona i spinom S (S? = S(S + 1)). Dozvoljene vrednosti
angularnih momenata apsolutno osnovnog stanja se nazivaju magi¢nim bro-
jevima.

Na slici B.2 je prikazana zavisnost ukupne energije Sest polarizovanih
elektrona. Vidimo da za razliku od cetiri elektrona smenjivanje magicnih
brojeva nije tako jednostavno. Primecéujemo da pravilnost nije samo L =
3 (mod 6) ve¢ se javljaju i brojevi koji zadovoljavaju L = 0 (mod 5), sto se
vidi na slici B.2(b).

Magicne brojeve polarizovanih elektrona mozemo objasniti pomocu ar-
gumenata koje nam pruza interakcija izmene. U slucaju jakog polja kada
mozemo pretpostaviti da se svi elektroni nalaze u najnizem Landauovom
nivou, najvecu energiju izmene ima ona Slejterova determinanta sastavljena
od jednocesti¢nih stanja uzastopnih angularnih momenata. Ovakva konfig-
uracija se moze dobiti samo za odredjene angularne momente, magicne mo-
mente. Na primer, za cetiri elektrona jedan od nacina da dobijemo opisanu
Slejterovu determinantu je da odaberemo stanja angularnog momenta m =
1,2, 3,4, pa je ukupni angularni momenat L = 10, Sto je jedan od magic¢nih
brojeva za Cetiri polarizovana elektrona. Ali za veci broj elektrona Hartrijeva
energija je vec¢a od izmenske za opisanu raspodelu elektrona, pa favorizovana
konfiguracija ima jedan elektron u m = 0 a ostali elektroni se nalaze u sused-
nim orbitalama. Na primer, za Sest elektrona m = 0,4,5,6,7,8 Sto daje
L = 30, sto jeste jedan od magicnih brojeva za Sest polarizovanih elektrona.
Opisane (obe) konfiguracije se javljaju sa velikom verovatno¢om u apsolutno
osnovnom stanju [?] (apsolutno osnovno stanje je linearna kombinacija Sle-
jterovih determinanti). Na ovaj nac¢in moguce je konstruisati moguée vred-
nosti magic¢nih brojeva za dati broj polarizovanih elektrona.

Objasnjenje magi¢nih brojeva pruza i Maksimova zakonitost (4.4). Za
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polarizovane elektrone ks = 0, a za apsolutno osnovno stanje Vi, n; = 0 pa je

7= { mO (mod m), m neparan (B.1)
2

(mod m), m paran.

Odavde sledi da za §est polarizovanih elektrona vazi L = 3 (mod 6) (Sto smo
ranije uocili) ali samo uoliko se elektroni “nalaze” u temenima sSestougla. U
slucaju raspodela elektrona u temenima pravilnog petougla sa elektronom u
centru vazi L = 0 (mod 5), $to smo takodje ranije primetili.

Maksimova zakonitost daje sve magicne brojeve koji su nadjeni u nu-
merickim izracunavanjima za kvantne tacke koje sadrze manje do sedam
elektrona.



