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SADRZAJ



Uvod

U klasiénoj mehanici zadatak opisivanja nekog fizickog sistema je da se predvidi njegova
evolucija u budué¢nosti ukoliko su nam poznati pocetni uslovi. Princip najmanjeg dejstva
nam je dao matematicki ekvivalentan opis dinamike, ali baziran na drugacijem zadatku: na
osnovu zadatog pocetnog i krajnjeg polozaja sistema se odreduje trajektorija koja
minimalizuje dejstvo. Na prvi pogled ovakav pristup je zbunjujué¢ jer namece ideju da
sistem unapred zna kojim putem treba da se krece, no, kao sto je dobro poznato, lako se
pokazuje da su ova dva pristupa ekvivalentna. U oba slucaja sistem u svakom trenutku ima
dobro definisane vrednosti fizicki merljivih velicina.

Po ovome se klasi¢na mehanika sustinski razlikuje od kvantne mehanike, pogotovo od
njene originalne Kopenhagenske interpretacije. U kvantnoj mehanici izraz ‘vremenska
evolucija’ dobija drugaciji smisao nego u klasicnoj teoriji. Izmedu pocetnog i krajnjeg
stanja (merenja) ne propagiraju direktno merljive veli¢ine, ve¢ operatori. Za razliku od
operatorskog formalizma kvantne mehanike, koji je generalisao opis klasicne mehanike preko
jednacina kretanja, Fajnman je 1942. godine uveo drugu, ekvivalentnu formulaciju kvantne
teorije koja za centralni objekt uzima dejstvo. Iz ovog razloga ovaj formalizam ne polazi
od vremenske evolucije!. Kao §to éemo videti, u funkcionalnom formalizmu se kvantno-
mehanicke amplitude (amplitude verovatnoée prelaza iz pocetnog u neko od moguéih

krajnjih stanja) dobijaju sabiranjem doprinosa svih mogucih trajektorija saglasnih sa

LOvakva razmatranja nisu bila ono §to je originalno nagnalo Fajnmana da razvije novi formalizam, veé
se pokazalo da su posledica njegovih ideja. Medutim, na¢in razmisljanja koji ovde prezentujemo je vrlo

blizak originalnoj Dirakovoj ideji koja je inspirisala Fajnmanov rad.
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zadatim granicnim uslovima, pri ¢cemu je doprinos svake pojedinacne trajektorije jedno-
stavna funkcija dejstva te trajektorije. Funkcionalni formalizam nudi intuitivno blisku i
bogatu sliku onoga sta se desava izmedu merenja. Na primer, on osvetljava pravu prirodu
semiklasi¢nog limesa, tj. prelaska kvantne u klasi¢nu teoriju. Lako se pokazuje (semi-
klasi¢ni razvoj) da dominantan doprinos amplitudama daju trajektorije u neposrednoj
okolini klasi¢ne trajektorije (tj. trajektorije koja ima minimalno dejstvo). Sirina relevantne
oblasti oko klasi¢ne trajektorije je to veca sto je Plankova konstanta h veca od karakte-
risticnog dejstva sistema. U semiklasicnom limesu (A — 0) se relevantna oblast suzava
samo na klasi¢no resenje i tada je klasicna mehanika dobra aproksimacija prave dinamike.
Sa druge strane, u ultra-kvantnom limesu (i > S) oblast relevantnih trajektorija se Siri —

zapravo sve trajektorije postaju jednako vazne, a ne samo one u blizini klasi¢nog resenja.

Ovim je ilustrovan samo jedan primer u kome je funkcionalni formalizam doveo do
razvoja jedne nove fizicke intuicije. Funkcionalni formalizam se pokazao kao krucijalan
za dalji razvoj teorijske fizike, prvenstveno zato Sto je olakSao uopstenje procesa kvan-
tizacije (od kvantne mehanike, do nerelativisticke i relativisticke teorije polja, pa sve do
teorija struna i polja u krivom prostor-vremenu), no i zato $to je u jedinstveni formalizam
obuhvatio dva osnovna pravca teorijske fizike — fiziku visokih energija (tj. fiziku elemen-
tarnih ¢estica) i fiziku kondenzovanog stanja, omogué¢ivsi time razmenu niza osnovnih ideja
izmedu ove dve oblasti (npr. naruSenje simetrije i fazni prelazi, renormalizacija, solitoni i

instantoni).

U operatorskom formalizmu resiti neki model znaé¢i pronaci svojstvene vrednosti hamil-
tonijana (energetski spektar) i odgovarajuca svojstvena stanja. U funkcionalnom formalizmu
nalazenje amplituda verovatnoce prelaza iz stanja |¢;, ;) u stanje |qy, tf) predstavlja resenje
teorije jer ukoliko poznajemo vrednosti ovih amplituda moguce je izracunati vrednosti svih
opservabli. U bilo kom formalizmu da smo, broj egzaktno resivih teorija je mali. U ovome
je operatorski formalizam ¢esto i u prednosti u odnosu na funkcionalni. Naime, funkcionalni
integrali su izuzetno slozeni matematicki objekti za koje ne postoji razvijena opsta teorija
slicna, na primer, Rimanovoj teoriji odredenih integrala. U funkcionalnom formalizmu, u
ovom trenutku, nemamo mnogo vise od same definicione formule funkcionalnog integrala

kao beskonacnog limesa visestrukih integrala.

Nesto siri krug teorija se moze proucavati aproksimativno, i u izvodenju raznih aproksi-

mativnih Sema je funkcionalni formalizam bio od posebne koristi. Ipak, najveci broj teorija



od interesa mozemo resSavati iskljuc¢ivo numericki. Ovde se vidi dodatna velika prednost
funkcionalnog formalizma, posto je definicija funkcionalnih integrala kao limesa diskretnih
izraza izuzetno pogodna za numericki rad. 2

Da bismo amplitude prelaza rac¢unali numericki u funkcionalnom formalizmu, potrebno
je racunati viSestruke integrale, a Monte Karlo metod dominira nad drugim numerickim
metodima bas u tom sluc¢aju. Detaljniji pregled dat je u dodatku A.

Centralna tema ovog rada je dobijanje energetskog spektra teorije na osnovu racunatih
amplituda prelaza. Amplitude se ra¢unaju numericki na osnovu formula izvedenih u funkcio-
nalnom formalizmu. U radu ¢emo pokazati vezu izmedu particione funkcije i amplituda
prelaza koja predstavlja most izmedu kvantne i statisticke mehanike. Bice predstavljen
standardni metod rac¢unanja energetskog spektra teorije na osnovu poznavanja particione
funkcije. U ovom radu ¢emo opstu proceduru ilustrovati na primeru anharmonijskog oscila-
tora sa kvarticnom interakcijom. Vazno je, medutim, naglasiti da se prezentovani numericki
metod jednako lako moze koristiti za dobijanje spektra bilo kog kvantnomehani¢kog modela,
te da se jednako moze primeniti i na slozenije kvantne sisteme kao sto je kvantna teorija
polja.

U seriji radova [4], [5], [6] i [7] analitcki je opisan tok opSte kvantne teorije od jedne
njene diskretizacije do druge, pa sve do kontinualne teorije. Direktne posledice ovoga su
analiticke relacije kao, na primer, izvedena generalizacija Ojlerove sumacione formule na
funkcionalne integrale [5]. Na nivou numerickih simulacija ovaj novi analiticki input dovodi
do ubrzanja racunanja amplituda prelaza opste kvantne teorije za osam redova velicine.
Na samom kraju ovog rada ¢emo analizirati poboljsanja do kojih dovodi ova procedura pri

proracunu energetskog spektra neke teorije.

2Treba napomenuti, medutim, da su numeri¢ke simulacije za ra¢unanje funkcionalnih integrala izuzetno
racunarski zahtevne. Dublje razumevanje analitickih svojstava funkcionalnih integrala se u numerici direktno

pretace na stvaranje novih sustinski efikasnijih algoritama.
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Funkcionalni formalizam

Arhetipski problem kvantne mehanike je opis kretanja jedne cestice u jednoj dimenziji.
Razmatra¢emo ovaj model upravo zbog njegove jednostavnosti, no treba naglasiti da se
u funkcionalnom formalizmu uopstenje na visedimenzione i komplikovanije sisteme vrsi
relativno pravolinijski. Jedna od prednosti funkcionalnog formalizma u odnosu na druge
formulacije kvantne mehanike, posebno sa numericke tacke gledista, je upravo u tome tome

Sto sve teorije tretira na isti nacin.

2.1 Kanonska kvantizacija

Kretanje cestice je u klasicnoj mehanici opisano hamiltonijanom koji u opstem slucaju
ima oblik H(p,q) = fup®q®, gde podrazumevamo sumiranje po ponovljenim indeksima.
Kanonsku kvantizaciju vrsimo zamenom promenljivih p i ¢ operatorima p i g tako da oni
zadovoljavaju komutacionu relaciju [q,p] = ih. Na ovaj na¢in kvantni hamiltonijan nije
jednoznacno definisan jer prelazimo sa komutiraju¢ih na nekomutirajuce objekte. Na primer,
izrazu pq mozemo pridruziti izraz a pq+ (1 — a) gp sa potpunom slobodom izbora vrednosti
a, a svi ti izrazi se medusobno razlikuju. Nejedenoznacnost otklanjamo izborom konkretne
preskripcije uredenja. Najjednostavnije preskripcije su leva i desna (oznacavéemo ih in-
deksima (L) i (D)), u kojima operator impulsa uvek pisemo sa leve, odnosno desne strane

respektivno. U ovim preskripcijama hamiltonijan ima oblike

Hp = fapd’, odnosno  Hp = fud’p".
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Primetimo, medutim, da ove preskripcije, mada jednostavne ne pridruzuju hamiltonijanu
hermitski operator. Da bi preskripcija bila dobra ona mora svakoj fizicki merljivoj velicini
(opservabli) da pridruzuje hermitski operator. Najjednostavnija i najcesée koriséena je
simetri¢na ili Vajlova preskripcija. Formalna definicija Vajlovog uredenja implicitno je data

preko izraza
n

~ N n —k/rkAn—

(ap+ Q)" = <k) oF B R (R
k=0

Eksplicitno zapisan proizvod operatora ¢e u Vajlovoj preskripciji biti simetrican (pa time i

hermitski) tako da dobijamo

= |
Pq — (P)w = §(pq + ap)
2 (24 Lo, ann | aso .
p’q — (p°q)w = z(p°a+pap + qp°)  itd.

3

2.2 QOdredivanje energetskog spektra

Cilj ovog rada je odredivanje energetskog spektra teorije. Opisac¢emo standardni metod za
odredivanje spektra na osnovu izracunatih vrednosti particione funkcije. Broj teorija za koje
mozemo analiticki izracunati particionu funkciju je veoma mali, pa stoga koristimo razne
aproksimativne metode za njeno izrac¢unavanje. Numericko rac¢unanje Z je u funkcionalnom
formalizmu vrlo jednostavno i prirodno, sto ¢emo i pokazati. Opisana procedura moze se
lako uopstiti na bilo koji drugi fizicki sistem.

Objasni¢emo najpre kako se iz particione funkcije racunaju energetski nivoi. U opera-
torskom formalizmu kvantne mehanike particiona funkcija data je u obliku
Z[fl= Tr e=PH. Kao i u klasi¢noj teoriji na osnovu poznate particione funkcije mozemo

izracunati razne termodinamicke potencijale. Za slobodna energiju, na primer, vazi:

Flg) = ~5 1 Z[3]. (2.1

Vrednost particione funkcije se u operatorskom formalizmu kvantne mehanike izracunava
eksplicitnim eksponenciranjem datog hamiltonijana i racunanjem traga dobijene matrice.
Oznacimo vrednosti svojstvene energije hamiltonijana sa FE, tako da vazi E, < E,,; i
n = 0,1,2,.... Uz pretpostavku da energije nisu degenerisane particiona funkcija ¢e biti

zadata relacijom

Z[B) =Y e (2.2)
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Ova veza izmedu vrednosti svojstvenih energija hamiltonijana i particione funkcije je
jednoznacna. Jasno je da ako poznajemo vrednosti energija mozemo direktno izracunati
particionu funkciju. Medutim, nas zadatak je da uradimo obrnuto: u funkcionalnom for-
malizmu lako rac¢unamo vrednosti particione funkcije (Sto éemo pokazati nesto kasnije), a
na osnovu njih treba izracunati spektar teorije. Ovaj problem je u matematickom smislu
jednostavno resiti ako nam je funkcija Z[5] u potpunosti poznata. Ako izraz (2.2) uvrstimo
u jednacinu za slobodnu energiju primec¢ujemo da u limesu § — oo vrednost slobodne
energije tezi energiji najnizeg nivoa FEj, tako da nalazenjem ovog limesa nalazimo i vrednost
energije Fy. Ako sada definisemo novu funkciju Z*[f] = Z[f] —exp{—[FEs}, ona ¢e formalno
predstavljati particionu funkciju sistema cije su svojstvene energije E,,, gde indeks n uzima
vrednosti n = 1,2, ... Iterativnim ponavljanjem opisanog postupka za novi sistem mozemo
odrediti i sve ostale energetske nivoe.

Medutim, u praksi se suo¢avamo sa brojnim problemima prilikom izracunavanja spektra,
jer ne poznajemo vrednost Z u svakoj tacki. Numericki se ne moze izra¢unati F'[oo], §to je
tacna vrednost energije osnovnog nivoa. U svetu fizicara beskonacno znaci dovoljno veliko.
Numerika nas ogranicava i u racunanju Z za proizvoljno veliko 3. Sa porastom [ vrednost
Z tezi nuli, tako da ¢e zbog konacne tacnosti racunarskih simulacija Z postati nula i za
neku konacnu vrednost 3. Takode, velicina greske u odredivanju Z raste sa porastom [3.

Ovaj problem se moze resiti na racun vremena trajanja simulacije.

2.3 Particiona funkcija u funkcionalnom formalizmu

Da bismo izveli formulu za ra¢unanje Z primetimo najpre vezu izmedu particione funkcije
i evolucionog operatora. Kod konzervativnih sistema operator koji opisuje evoluciju od

trenutka ¢; do trenutka t; = ¢, + 71 je
N 1~
U(T) = exp {—ﬁTH}.
Uoc¢imo da ¢e particiona funkcija biti jednaka tragu evolucionog operatora ako uzmemo da

je njen agument § = %T . U koordinatnoj reprezentaciji taj izraz ¢e imati oblik

217) = [ dalalO(D)]a).

Slede¢i korak je izracunavanje matricnih elemenata evolucionog operatora (gs|U(T)|qqs) i

ovo je mesto gde uvodimo funkcionalni integral.
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Podeli¢emo vremenski interval evolucije sistema na N jednakih podintervala. Podeone
tacke oznaci¢emo sa t, = t; + ne, gde je € = (ty — t;)/N, tj. to = t; i ty = t;. Takode
uvedimo oznake ¢y = ¢; 1 gv = q5. Ako sad u izraz za matricni element ubacimo N — 1

razlaganja jedinice u koordinatnoj reprezentaciji, izraz za matriéni element postaje

/dq1 - dgy 1 (an|U(O)lgn—1) {an—1[U(€)lan—2) - .- (a1 [U(€)]0)- (2:3)

Kao sto ¢emo videti najpogodnije je da uzmemo veliki broj podeonih tacaka N. U tom
slucaju lako mozemo racunati amplitude prelaza za vremenski interval € u gornjem izrazu.
To ¢emo uraditi u levoj preskripciji u kojoj hamiltonijan ima oblik H, = fap?@’. Ukoliko
je interval e dovoljno mali mozemo U(e) da napisemo kao U(e) =1 — %EI:IL. Umetanjem jos
jednog razlaganja jedinice (ovog puta u impulsnoj reprezentaciji) dobija se

~ ~ 1 o~ o0 ~ 1 o~
(@n+11U(6)|gn) L = (qns1|I — ﬁGHLMn) = / Apn Gn+1|pn) (Pn|l — ﬁEHL|Qn> =

/OO dp €xp {}%an71+1}

.~ g a
n \/ﬁ <pn‘I - ﬁefabp qb’q’n>

—00

 exp {Lipn(qns1 — n)} i
= dp,, 1— —eH(py, qn
/_OO p s € (Pn; an)

o dpn i dn+1 — 4n
~ Z dntl 70
/oo Py exp{he { e (Prsqn) | ¢
1

gde smo iskoristili poznatu vrednost skalarnog proizvoda (q|p) = (p|¢)* = me%pq. U

limesu N — oo priblizne jednakosti u gornjem izrazu, koje vaze do na linearne ¢lanove po
€, postaju egzaktne. Na slican nacin se trivijalno pokazuje da bismo za desnu preskripciju

dobili:

o0

2 dpn, i Gn+1 — dn
nt1|U(€)|qn) R ~ Py —€ |ph———— — Hpn tn :
(ns11U(€)qn) r /_oo orF eXp{he [p - (Prs Gnt1)
Moze se pokazati da se za Vajlovu simetri¢nu preskripciju dobija:

- dpn { qn+1 an an qn+1
I ~ X — - -~ _H A o el .
<Qn+1‘ (6)‘Qn>w /_ 9 h €xp { he |:pn B Pn, 9

(e 9]

Primetimo da se ove tri preskripcije razlikuju samo po izboru tacke u intervalu [g,, ¢ni1]
u kojoj se recuna hamiltonijan. Ovo su zapravo razlicite Darbuove sume jedne teorije. U
opstem slucaju nekomutiranje p i ¢ u operatorskom formalizmu se svodi na neekvivalentnost

razli¢itih Darbuovih suma u funkcionalnom formalizmu. Ubuducée ¢emo koristiti iskljucivo
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Vajlovu preskripciju tako da indeks W necemo pisati. Ako ovaj rezultat uvrstimo u izraz

(2.3) i pustimo da N tezi beskona¢nosti, dobijamo

R o e
(@|U(M)|gn) = hm /dq1 dgn— o g;hl
i N—-1 g q +q
n+1 = n a1
. P> L — . (24

Desna strana gornjeg izraza predstavlja definiciju funkcionalnog integrala u faznom prostoru.

/[dqdp] exp {% /: (pqg — H) dt} : (2.5)

Vazno je naglasiti da iako je svaki pojedina¢ni integral u definiciji Rimanov, funkcionalni

Kraci formalni zapis je

integral u limesu N — oo nema to svojstvo. Kao sto smo ve¢ napomenuli, vrednost limesa
u izrazu (2.4) u opstem slucaju zavisi od izbora preskripcije koja direktno uti¢e na izbor
Darbuove sume za integral u eksponentu. Upravo u ovoj osobini funkcionalnog integrala lezi
zapis nekomutativnosti teorije, a to je i jedan od osnovnih razloga zasto jos nije razvijena
opsta teorija funkcionalnih integrala

Fajnman je originalno dao amplitude preko funkcionalnog integrala u konfiguracionom
prostoru. Time je zapravo zavrSio projekat koji je zapoceo Dirak, a ¢iji je cilj bio da se
kvantna mehanika da preko lagranzijana, odnosno dejstva. Izraz (2.4) nam daje jasan put
kako treba da dodemo do ovakvog funkcionalnog integrala: treba izvrsiti integraciju po svim
impulsima. Nazalost to u opstem slucaju nije moguce uraditi. Medutim, to ne predstavlja
praktican problem jer je skoro u svim fizickim teorijama hamiltonijan kvadratican po p.
Tada su svi integrali Gausovi, pa ih mozemo resiti. U ovom radu ogranici¢cemo se na klasu
hamiltonijana oblika H = %p2 +V(q). Gotovo svi modeli koji nas interesuju u fizici upadaju
u ovu klasu hamiltonijana. Primetimo da hamiltonijan iz ove klase ima isti oblik u svim

preskripcijama jer ne sadrzi ¢lanove tipa pg. Sada ¢emo izvrsiti integraciju po impulsima

/Z.../Z%.,_dgihlexp{']i% [ Gnt1 = Gn _%pi_‘/(%)}}.
Kako je
* dpy, € 5 1 1 P 5
[ seiese (gt + ot =00} = o { o () }
dobijamo
dgr. - dgy

Uty —t;)|g;) = i
<Qf|U( f ’L)|Ql> NLHéo (27Thi€)N/2
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p{NZ[ (u)_v(%) } (26)
- dq exp{ £dt}.1

Integral u eksponentu prepoznajemo kao diskretizovan oblik izraza za klasi¢no dejstvo

teorije S[q(t)] = fttf Ldt. Matricni elementi evolucionog operatora (q|U(T)|g;) predstay-
ljaju amplitudu verovatnoce prelaza iz stanja |g;) u stanje |gs) za vreme 7. Konaéno, izraz
(2.6) predstavlja integral po svim trajektorijama ¢(t) saglasnim sa navedenim grani¢nim
uslovima, tako da svaka trajekkorija daje doprinos od exp (%S [q(t)]) ukupnoj amplitudi
prelaza. Fajnman je prilikom formulisanja funkcionalnog formalizma ovo uzeo za postu-
lat. Mi smo ovde pokazali kako se Fajnmanova formulacija moze izvesti iz operatorskog
formalizma, tj. da su ove dve formulacije ekvivalentne.

Prelaskom na imaginarno vreme ¢t — 7 = 1t, takozvanom Vikovom rotacijom, dobijamo

vezu sa statistickom mehanikom. Transformacija izraza u eksponentu jednacine (2.6) ima

oblik
T iT
iS = z/ dtL(q(t)) — —/ drL(q(T)).
0 0
Ako sada predemo u sistem prirodnih jedinica u kom je A = 1 i uvedemo smenu 3 = T,

izraz za particionu funkciju u funkcionalnom formalizmu se svodi na

B
Z= / dg] expf{— / drLig(r))}. 2.7)

Primetimo da funkcionalna mera [dg] u izrazu za particionu funkciju ima jedno dg vise u
odnosu na meru za amplitudu prelaza (upravo ova dodatna integracija nam daje trag),

a integracije se vrSe po svim mogué¢im putanjama koje zadovoljavaju uslov periodi¢nosti

q(0) = q(pB).

Mera [dg] u funkcionalnom integralu u konfiguracionom prostoru sadrzi netrivijalan ¢lan koji zavisi od
e. Za klasu hamiltonijana oblika H = $G(q)p? +V (q) mera sadrzi i clanove zavisne od G(q). U ovom smislu
Dirak-Fajnmanov program svodenja kvantizacije na Lagranzev formalizam nije sasvim doveden do kraja,

jer moramo koristiti Hamiltonov formalizam da bi definisali meru.



Numericko izracunavanje energetskog

spektra

Da bismo vrednost funkcionalnog integrala ra¢unali numerickom simulacijom preko defini-
cione formule moramo pre¢i na realne promenljive sto postizemo Vikovom rotacijom. Tako

za particionu funkciju u prirodnom sistemu jedinica (A = 1) dobijamo definicionu formulu:

Z[B] = lim Zy= hm/ / dgodqy - - - dqn - 1
-

N—voo (2mhie)N/2
uz oznaku qn = qo. Za konacnu vrednost /N gornju sumu racunamo Monte Karlo simulacijom

1 n+1 — dn n+1 + qn
. — B L L |V il
exp { ; € [2 ( . ) + < 5

na sledeci nacin. Skup svih zatvorenih trajektorija od trenutka 7 = 0 do 7 = (3 aproksimi-
ramo skupom istih takvih izlomljenih trajektorija koje se sastoje od N duzi. Podeone tacke
su promenljive i mogu da se nadu na proizvoljnom mestu na odgovarajucoj pravoj (Slika 3.1),

Sto odgovara integraciji po promenljivim qg, g1, ..., gv_1 u definiciji funkcionalnog integrala.

3.1 Osnovni energetski nivo

U daljem radu ¢emo opsti metod racunanja spektra ilustrovati na primeru anharmonijskog

oscilatora sa kvarticnim anharmonicitetom. Takav model ima potencijal oblika

1 9
174 — 2 41
(q) = 54"+ 54"

'Radi jednostavnosti smo uzeli da je w? = 1.

11
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A qO A ql A qz A q3 A q.’\’—Z A q‘\‘—l
B dv=4
1>/
9
t
—>
5,=0 Z L I3 Lo Ly =B

Slika 3.1: Tlustracija definicije (3.1) particione funkcije u konfiguracionom prostoru

Specificnost u numerickom resavanju funkcionalnih integrala u odnosu na resavanje
obi¢nih visestrukih integrala je postojanje limesa N — oo u definiciji (2.6). To znaci da
ako za svaku vrednost broja podeonih tacaka N izracunamo vrednosti funkcionalnog inte-
grala Zy, iz dobijenih vrednosti mozemo ekstrahovati ocenu prave vrednosti funkcionalnog
integrala Z fitovanjem odgovarajuce funkcije. Lako se vidi da je u pitanju polinomijalna

zavisnost po 1/N,

A B
IN=Z+ =+ —+... 2
N ty Tt (3.2)

a parametri ove zavisnosti se mogu odrediti metodom najmanjih kvadata. Slobodni ¢lan
gornjeg polinoma je trazena vrednost funkcionalnog integrala, a metod najmanjih kvadrata
nam daje i ocenu greske AZ dobijene vrednosti Z. Tipi¢na zavisnost vrednosti Zy, kao i
fit funkcijom (3.2) prikazana je na slici 3.1.

Racunali smo vrednost particione funkcije u zavisnosti od § Monte Karlo metodom za
razne vrednosti interakcione konstante g. Na osnovu dobijenih vrednosti za Z izrac¢unali
smo vrednosti slobodne energije. Jednacinu za slobodnu energiju (2.1) za veliko 5 mozemo

aproksimirati izrazom

1 _
F%E0+Be AC.

Iz eksperimentalno dobijenih vrednosti slobodne energije metodom najmanjeg kvadrata
nalazimo vrednosti parametara Fy i C' kao i odgovarajuce greske. Zavisnosti slobodne
energije od [ za vrednosti interakcione konstante g = 0, 0.1 i 1 prikazani su na slici 3.3. Pri-

likom fita odbacujemo prvih nekoliko tacaka za koje 3 nije dovoljno veliko da bismo mogli
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g=1, B=5
0.22 T T T T T

018 -

N 014 F i

0.1 -

0.08 | e .

0.06 1 1 1 1 1

Slika 3.2: Vrednosti diskretizovane particione funkcije Z u zavisnosti od vred-
nosti broja podeonih tacaka N za =51 g = 1. Prikazana je i vrednost limesa

za N — oo dobijena fitom.

primeniti aproksimaciju. Takode je primeéeno da za vec¢e vrednosti promenljive 3 vred-
nost F' pocinje da opada, sto je artefakt numericke procedure zadate tacnosti; te vrednosti
odbacujemo prilikom fita.

Ovakvo ponaSanje mozemo pripisati ¢injenici da za veliko (§ interval ¢ = /N izmedu
podeonih tacaka nije dovoljno mali za vrednosti N do kojih smo isli u nasim simulacijama.
Otklanjanje ovih artefakata bilo bi pra¢eno povecanjem vremena potrebnog za izvrsavanje
simulacije. Efekat je narocito izrazen kod modela kod kojih je anharmonijski ¢lan potencijala
dominantan. Reskaliranjem teorije ¢ — Mg, gde je g?\ = 1, prelazimo na teoriju u kojoj je
g =1 a h prelazi u gh. Na taj nacin za g > 1 kao da povecavamo vrednost &, a to utice na
povecanje oblasti u kojoj se nalaze trajektorije koje daju dominantan doprinos amplitudi.
Povecanje oblasti integracije bi nas takode kostalo u kompjuterskim resursima i pove¢anju
vremena trajanja simulacije. Na slici 3.4 ilustrovano je opisano ponasanje, i primecuje se
da za vrednost g = 1000 slobodna energija pocinje da opada ve¢ pri malim vrednostima /3
tako da iz ovog grafika uopste ne mozemo ocitati vrednost energije osnovnog nivoa. U ovom

slucaju je dakle neophodno koristiti simulacije sa ve¢im vrednostima za V.
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Slika 3.3: Vrednosti slobodne energije F' u zavisnosti od (3 za vrednosti parametara

g =0, 0.1i1. Prikazane su i vrednosti limesa Ey dobijene fitovanjem.
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Slika 3.4: Vrednosti slobodne energije F' u zavisnosti od (3 za vrednosti parametara

g =10, 100 i 1000. Prikazane su i vrednosti energije osnovnog nivoa Ey dobijene

fitovanjem. Za vrednost g = 1000 ne mozemo ocitati vrednost energije osnovnog

nivoa

3.2 Pobudeni nivoi

U odeljku 2.2 objasnili smo metod kojim racunamo energetski nivo F,, ako su nam poznati

svi nizi nivoi. U praksi je broj nivoa koji mozemo odrediti konacan usled ogranic¢enja koje
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nam namece numerika. Broj eksperimentalnih tacaka iz kojiih racunamo energetski nivo
se smanjuje sa poveCanjem nivoa, a greska se nagomilava. Stoga nam broj energetskih
nivoa koje mozemo racunati zavisi od broja eksperimentalnih podataka, kao i od preciznosti
numerickih simulacija koja direktno zavisi od broja Monte Karlo uzoraka i broja podeonih

tacaka. Rezultati dobijenih vrednosti energetskog spektra dati su u tabeli 3.1.

g Ey Ey Ey Es
0.49992 (2) | 1.504 (6) | 2.45 (7) | 3.5 (7)

0.1 | 0.50298 (2) | 1.522 (7) | 2.45 (7) | 3.4 (7)

1 | 0.52756 (2) | 1.642 (5) | 2.68 (6)

10 | 0.67333 (4) | 2.26 (1

)
100 | 1.1618 (1) | 4.12 (3)

Tabela 3.1: Energetski spektar anharmonijskog oscilatora za razli¢ite

vrednosti parametra interakcije

3.3 Ubrzanje

Do sad smo u vise navrata pominjali da svako poboljsanje u smislu preciznosti rezultata ili
dobijanja visih energetskih nivoa pla¢amo vremenom trajanja simulacije. Stoga je potrebno
razviti metode za ubrzanje numerickih simulacija. Da bismo znacajno ubrzali numericke pro-
cedure za izracunavanje funkcionalnih integrala neophodno je implementirati nova analiticka
znanja. U seriji radova [4], [5], [6] 1 [7] izvr8eno je sistematsko istrazivanje odnosa izmedu
razlicitih diskretizacija date teorije. Istrazivanja su rezultovala procedurom za konstruisanje
serije efektivnih dejstava S koja imaju isti kontinum limes kao i pocetno dejstvo S, ali koja
teze tom limesu kao 1/NP?. Problem je $to sa povecanjem nivoa tacnosti p slozenost izraza
za S eksponencijalno raste, a greska opada stepeno tako da se primena novog efektivnog
dejstva isplati samo do neke vrednosti p, ali te vrednosti su visoke. Za sad je analiticki
izrac¢unato S® do vrednosti p = 10.

Mi smo primenili ubrzanje sa nivoom tac¢nost p = 5 i vrednosti izracunatih energetskih
nivoa prikazani su u tabeli 3.2. Pri tom smo koristili iste parametre numericke simulacije

i istu vrednost maksimalnog N kao i u ra¢unu bez ubrzanja. Primenom ubrzanja vrednost
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Zn znatno brze konvergira ka pravoj vrednosti, dobar rezultat dobijamo i za relativno mali
broj podeonih tacaka N (samim tim za mnogo kra¢e vreme izra¢unavanja), a primecujemo

da nam ovo ubrzanje daje rezultate i u nekim sluc¢ajevima za koje metod bez ubrzanja to

nije ¢inio.
g Ey Ey Ey Es
0.50028 (4) | 1.51 (1) | 2.5(1) | 3.2 (5)

0.1 | 0.50354 (7) | 1.498 (9) | 2.6 (1) | 4.1 (4)
1 |0.52825 (4) | 1.616 (7) | 2.8 (1)

10 | 0.67402 (5) | 2.22 (1) | 4.1 (4)

100 | 1.1614 (4) | 4.16 (8)

1000 | 2.3613 (7)

Tabela 3.2: Energetski spektar anharmonijskog oscilatora za razlicite

vrednosti parametra interakcije racunate koris¢enjem ubrzanja p=>5

Na slici 3.5 uporedene su zavisnosti Fiy od N za p = 1 (nepopravljeno dejstvo) i p =5
(dejstvo popravljeno do petog nivoa tac¢nosti). Vidimo da za p = 5 vrednost Fy postaje
jednaka pravoj vrednosti (do na gresku) veé za N ~ 32. Dolazimo da zakljucka da veé za
N = 32 mozemo koristiti vrednosti funkcije Fly za dobijanje energetskih nivoa i te vrednosti

su date u tabeli 3.3.

g Ey E FEs
0.50229 (6) | 1.46 (1) | 2.5 (1)
0.1 | 0.50554 (6) | 1.47 (2) | 2.7 (2)
1 ]0.53041 (4)

10 | 0.6769 (1)
100 | 1.1663 (3)
1000 | 2.3613 (7)

Tabela 3.3: Energetski spektar anharmonijskog oscilatora za razlicite
vrednosti parametra interakcije racunate koriséenjem ubrzanja p = 5

iN =32
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Slika 3.5: Vrednosti diskretizovane slobodne energije Fiy u zavisnosti od N za
0 = 5 za simulacije bez ubrzanja (p = 1) i sa ubrzanjem (p = 5) pri vrednosti

g = 1. Prikazana je i vrednost limesa za N — oo dobijena fitom.

Na slici 3.6 uporedeni su rezultati za slobodnu energiju dobijeni za vrednosti N = 32.
Vidimo da u tom slucaju F' poc¢inje da opada veé¢ pri malim vrednostima pre nego Sto
dostigne vrednost osnovne energije, dok za p = 5 ostaje blisko grani¢noj vrednosti i za ve-
like vrednosti 3. Na slici 3.7 prikazana je slobodna energija rac¢unata za vrednost konstante
interakcije g = 100. Vidimo da se korisS¢enjem ubrzanja ¢ak pri vrednosti N = 32 dobijaju
bolji rezultati nego u simulacijama bez ubrzanja pri vrednosti N = 1024. U ovom konkret-
nom slucaju dobijamo znatno bolje rezultate za tridesetak puta krac¢e vreme izvrsavanja

simulacije.
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Slika 3.6: Vrednosti diskretizovane slobodne energije F3o u zavisnosti od § za
simulacije bez ubrzanja (p = 1) i sa ubrzanjem (p = 5) pri vrednosti g = 1.
Prikazana je i vrednost energije osnovnog nivoa dobijena fitom.
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Slika 3.7: Vrednosti diskretizovane slobodne energije F3o u zavisnosti od 0 za

simulacije bez ubrzanja (p=1) i sa ubrzanjem (p=>5) pri vrednost g = 100. Za

vrednosti dobijene ubrzanjem (p = 5) prikazana je i vrednost energije osnovnog

nivoa dobijena fitom.



3.3. UBRZANJE 19

Slike 3.8 i1 3.9 ilustruju brzinu konvergencije vrednosti Fy njihovom kontinum limesu sa
povec¢anjem vrednosti V. Ocigledno je da koris¢enjem ubrzanja diskretizovane vrednosti
slobodne energije za dosta manje vrednosti N teze svom kontinum limesu, a kako je vreme

izvrSsavanja simulacije proporcionalno sa N do rezultata dolazimo u znatno kra¢em roku.
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Slika 3.8: Vrednosti diskretizovane slobodne energije Fy u zavisnosti od § za sim-
ulacije bez ubrzanja (p = 1) pri vrednost g = 1 za razne vrednosti N. Prikazana

je i vrednost energije osnovnog nivoa.
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Slika 3.9: Vrednosti diskretizovane slobodne energije Fy u zavisnosti od § za sim-
ulacije sa ubrzanjem (p = 5) pri vrednost g = 1 za razne vrednosti N. Prikazana

je i vrednost energije osnovnog nivoa.
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4

Zakljucak

U ovom radu je prezentovan funkcionalni metod za reSavanje teorije sa posebnim osvrtom
na racunanje particione funkcije i dobijanje energetskog spektra na osnovu nje. Racunat je
funkcionalni integral za particionu funkciju numericki Monte Karlo metodom
(¢ije su osnove datu dodatku A). Za ova izracunavanja koriséen je kod za racunanje
amplituda prelaza [12] koji smo prilagodili potrebama ra¢unanja particione funkcije. Metod
racunanja spektra ilustrovan je na primeru anharmonijskog oscilatora. Pokazano je kako
se novi metod efikasnog racunanja funkcionalnog integrala (tzv. (p)-ubrzanja), razvijen ne-
davno u Laboratoriji za primenu racunara u nauci na Institutu za fiziku, moze koristiti za
efikasniji proracun spektra.

U buduc¢em radu analiziratéemo teorije koje pored diskretnog poseduju i kontinualan
spektar. Takode, u planu je analiza teorija koje poseduju tuneliranje (potencijali sa dva
vakuuma, ili sa laznim vakuumom). Razvijeni metod, pogotovo (p)-ubrzanja, primenié¢emo
na neke relevantne modele u fizici kondenzovanog stanja za koje do sada nije postojao

efikasan nacin racunanja spektra.

21
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Dodatak A

Monte Karlo integracija

Da bismo izracunali funkcionalni integral potrebno je racunati visestruke odredene integrale,
a u tom cilju najpogodnije je koristiti Monte Karlo (MC) metod. Uopsteno receno Monte
Karlo je metod koji koristi slucajne brojeve i teoriju verovatnoce i statistike za resavanje
numerickih problema. Klasi¢ni numericki metodi “kvadraturne formule” sastoje se u podeli

domena integracije na N delova i aproksimiranju integrala sumom

Jé] N
I= [ f@de =Y fle)aa,,

gde je Az, Sirina n—tog dela u datoj podeli domena integracije definisanoj podeonim tackama
Zn. Ako u gornjoj formuli umesto vrednosti f(z,) koristimo pogodnije izabrane vrednosti
mozemo postiéi da greska AT bude proporcionalna sa 1/N%, gde je a mali prirodan broj ¢ije
su vrednosti tipicno od 2 do 5. Ovo vazi i za jednostruke i za visestruke integrale. Vreme
izvrsavanja algoritma 7T za D-tostruki integral proporcionalno je sa N, pa dobijamo da je
AI ~ 1/T%P. Sa druge strane, koristeéi centralnu grani¢nu teoremu moze se pokazati da
kod Monte Karlo metoda uvek vazi AI ~ 1/v/Nyc ~ 1/V/T, gde je Nyse broj MC uzoraka,
pa je jasno da kod ra¢unanja visestrukih integrala Monte Karlo metod dominira. Opisa¢emo

ukratko u ¢emu se sastoji ovaj metod. Jednostavni identitet

8 B iy
I:/ f(l’)dl’:/ Mp(ac)d:zc (A.1)

p()
predstavlja osnovu za MC izracunavanje integrala tipa I = | f f(x)dz. Ukoliko za funkciju p
u gornjem izrazu odaberemo nenegativnu funkciju ¢iji je integral na intervalu [«, (] jednak

jedan, onda ovu funkciju mozemo da interpretiramo kao raspodelu neke slucajne promenljive

i gornji izraz mozemo da prepisemo u obliku I = (f/p),, gde smo sa (f/p), oznacili srednju

23
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vrednost funkcije f/p u odnosu na raspodelu p. Sustinu Monte Karlo metoda mozemo da

opiSemo u cetiri koraka:
1. generiSe se Nys¢ slucajnih brojeva (x4, ..., zn,,.) ¢ija je raspodela data funkcijom p,
2. izracunaju se vrednosti f;/p; = f(z;)/p(x;) zai € {1, ..., Nyc},

3. vrednost integrala I se oceni sa

1 Ny f
Tye = = A2
MO Nyse ZZ1 Di (42)

4. greska Al gornje ocene vrednosti integrala se na osnovu centralne granic¢ne teoreme

oceni sa

N 1 LA e g 2 .
MET N Nare — 1 NMCiZI(]?i) _<NMCiZI]7i> ' (A-3)
Rezultate MC metoda citiramo u obliku I = Iy £ Alye, uz interpretaciju greske na
standardan nacin, kao Sirine odgovarajuce Gausove raspodele.

Za primenu MC metoda u ovom radu koriScen je slede¢i nacin generisanja trajektorija:
pocetnu tacku trajektorije (koja je jednaka krajnjoj) birali smo iz raspodele

1 q°
p(q) = mexp{—m}-

Izabrana je ova raspodela jer Monte Karlo metod daje najmanju gresku ako je funkcija
f/p priblizno konstantna, a gornji izraz je do na konstantu jednak analitickom resenju za
dijagonalne elemente amplitude za linearni harmonijski oscilator [9]. Unutrasnje podeone
tacke zatim biramo bisekcionim metodom, detaljno opisanim u radu [13], koji je optimalan za
racunanje amplituda prelaza. Karakteristicno za bisekcioni metod je da je broj podintervala

na koji se deli vreme propagacije uvek jednak nekom stepenu broja dva.
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