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GLAVA 1

UvoD

Kvatni Hall-ov efekat (QHE) je, sasvim sigurno, jedno od najveéih otkrié¢a u
fizici poslednjih decenija, rame uz rame sa fenomenima superprovodnosti
i superfluidnosti. Tako je njegova klasiéna verzija (koja potice sa kraja
19. veka) deo standardne metologije za karakterizaciju materijala, QHE
je manifestacija kvantne mehanike par excellence na makroskopskim (pre-
ciznije, mezoskopskim) skalama i kao takav potpuno je revolucionizovao
duboko usadene ideje o sistemima mnostva cestica. Obja$njenje kvantnog
Hall-ovog efekta tete ruku pod ruku sa razvojem tehnologija za sintezu
poluprovodnickih nanostruktura, ali i teorijskih koncepata, kakvi su npr.
pojam kompozitnih ¢estica sa frakcionim naelektrisanjem i topoloskih teorija
polja u dve dimenzije. Kratak pregled trenutnog korpusa znanja o QHE dat
je u Glavi 2, gde je uveden i centralni pojam Chern-Simons transformacije
kojom elektroni vezuju sa sebe kvante magnetnog fluksa, menjajuéi pritom
statistiku.

Na ovom mestu nije loSe skrenuti paznju na naslov ovog rada koji naglasava
bozonske korelacije. Osnovni ”sastojak” Hall-ovog efekta su, naravno, elek-
troni, medutim kao i na mnogim drugim mestima u fizici kondenzovanog
stanja, mi paznju usredsredujemo na kvazicestice koje su u limitu malih en-
ergija neinteragujuce ili slabointeragujucée. Stoga i fermioni unutar jakoint-
eragujuceg okruzenja mogu da ”gledano izdaleka” budu bozoni i vice versa.
Kod supeprovodnosti, bozone predstavljaju slavni Cooper-ovi parovi, dok
analogni slucaj kod kvantnog Hall-ovog efekta ¢ine kompozitni bozoni kod
FQHE (Glava 3) i dvosloji (Odeljak 2.4, Glava 4). U ovom radu nas pri-
marno interesuju dvosloji. Kvantni fluid u tom slu¢aju ¢ine elektron iz
jednog sloja i Supljina u suprotnom sloju. Kada postoji mehanizam koji
kvazicestice ¢ini bozonima, onda se u nekim rezimima otvaraju moguénosti
za kondenzaciju i dugodometno uredenje. Specificnost kvantnog Hall-ovog
efekta je da ceo pristup nije moguce izvrsiti putem teorije perturbacije jer
odsustvuje mali parametar po kome bi se vrSio perturbativni razvoj - in-
terakcija je u igri od samog pocetka! Dugodometno uredenje kod obi¢nog
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bozonskog superfluida povezano je sa narusenjem U (1) simetrije, kakvu smo
onda simetriju narusili u slu¢aju dvosloja? Kod dvosloja se radi o simetriji
fazne koherencije izmedu slojeva, odnosno ako se bozon sastoji od elektrona
i Supljine, nemoguce je reéi u kom od slojeva se oni nalaze. Naglasimo da
je ovo cisto kvantnomehanicki efekat i dogada se kada je rastojanje izmedu
slojeva manje od neke kriti¢ne vrednosti i pri nultom tuneliranju izmedu slo-
jeva. Za ovaj slozeni sistem dvosloja postoji ¢itav niz egzoticnih predikcija
koje do danas nisu u celosti verifikovane u eksperimentima. U Glavi 2 dat
je kratak izbor relevantnih eksperimenata sa dvoslojem.

Glave 3, 4 se jednako mogu shvatiti kao rekapitulacija poznatih rezultata.
U njima su razradene gejdz teorije za kvantni Hall-ov efekat (Glava 3) i
dvosloj (Glava 4), koje su, kako je pokazano, u stanju da reprodukuju najbit-
nije eksperimentalne rezultate i omogucéavaju lak prora¢un funkcija odziva
sistema.

Glava 5 je centralna u ovom radu i ona se bavi kvantnim faznim prelazom koji
se desava u dvosloju pri variranju parametra d-rastojanja medu slojevima.
Ovom problemu je pristupljeno metodom probnih talasnih funkcija koji je i
istorijski dao prvo objasnjenje za FQHE. Identifikovane su dve moguénosti
za razuredenje Bose kondenzata, formulisane su talasne funkcije koje njima
odgovoraju i uporedene elementarne predikcije ovih modela. U nastavku je
ovaj pristup dopunjen efektivnom teorijom polja koja pruza uvid u korelacije
i uredenost sistema.



GLAVA 2

KVANTNI HALL-OV EFEKAT:
FENOMENOLOGIJA I ISTORIJAT

Klasi¢ni Hall-ov efekat je otkriven krajem 19-og veka. U tipi¢nom eksperi-
mentu, kroz tanak list metala (npr. zlata) se propusta struja, dok u pravcu
normale na metal deluje magnetno polje. Elektroni ”osecaju” Lorentz-ovu
silu koja je normalna na pravac magnetnog polja i pocetne brzine. Tako
se uspostavlja transverzalni, Hall-ov napon, a njemu odgovaraju¢a Hall-ova
otpornost (prema klasi¢noj teoriji) linearno zavisi od magnetnog polja. Za
razliku od transverzalne, longitudinalna otpornost nema zavisnost od mag-
netnog polja.

Kvantni Hall-ov efekat (QHE) se dobija u esencijalno istom eksperimentu,
samo S$to umesto lista metala posmatramo tzv. dvodimenzion: elektronski
gas (2DEG). 2DEG se formira na granici izmedu slojeva kristalne struk-
ture GaAs-AlGaAs tako sto elektroni bivaju konfinirani potencijalnom bar-
ijerom i efektivno se kre¢u u jednoj ravni. Na visokim magnetnim poljima
(~ 5 —20T) i kriogenim temperaturama (~ 10mK), klasi¢ni Hall-ov efekat
biva narusen na dramati¢an nacin: umesto linearne zavisnosti Hall-ove ot-
pornosti, uo¢ava se niz platoa (Slika 2.1).

Vrednost otpornosti na platoima je Ry = %, gde je h-Planck-ova kon-
stanta, a v-ceo broj, pa je fenomen dobio ime celobrojni kvantni Hall-ov
efekat (IQHE),a otkrili su ga von Klitzing, Dorda i Pepper 1980. godine [2].
Dve godine kasnije, Tsui, Stérmer i Gossard [1] su ustanovili da v moze da
uzima i vrednosti p/q, gde su najéuveniji primeri bili v = 1/3,2/5 1 3/7
(Slika 2.1). Ovaj slucaj je nazvan frakcioni kvantni Hall-ov efekat (FQHE).
U stvari, na istoj slici se vidi da na mestima gde je Hall-ova otpornost kvan-
tovana dolazi i do anuliranja longitudinalne otpornosti - ovo odmah sigerise
da sistem mora da ima nekakav energetski procep (gap) izmedu osnovnog
i prvog pobudenog stanja, medutim, kako ée nize biti objasnjeno, poreklo
ovog procepa je drugacije prirode za IQHE i FQHE.
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Hall Resistance, Ry; (he?)

Resistance, R

Magnetic Field (T)

Slika 2.1: Kvantni Hall-ov efekat, prema [1].

Kvantni Hall-ov efekat je izuzetan fenomen iz nekoliko razloga. Kvanti-
zacija otpornosti dostize univerzalnu preciznost od 1079, §to ga ¢ini jednim
od najpreciznije merenih efekata u celoj fizici koji sluzi i za standard jedinice
otpornosti. Dalje, paradoksalno, ova univerzalnost i visoka reproducibilnost
je sasvim robustna i ne zavisi od prirode i ¢istoée uzorka na kojem se vrsi
merenje (Stavise, odredena neidealnost materijala je neophodna da bi se
efekat uopste video). Ispitivanje QHE je u tesnoj vezi sa razvojem novih
tehnologija za fabrikaciju nanomaterijala (tehnike epitaksijalnog rasta het-
erostruktura, pisanja elektronskim snopovima itd., Dodatak A). Konacno,
kvantni Hall-ov efekat je jedna od najboljih laboratorija za testiranje jako
korelisanih sistema i koncepata koji bi inace predstavljali samo egzoti¢ne
artefakte u teoriji polja.

2.1 IQHE

Kvantizacija koja se dogada kod IQHE je u sustini jednocesti¢ni fenomen i
svodi se na poznati kvantnomehanicki problem kretanja elektrona u ravni
pri postojanju magnetnog polja B normalnog na ravan, koji je resio Lan-
dau [3]. Za potrebe ovog rada, svuda pretpostavljamo da je magnetno polje
veoma jako, tako da su svi spinski stepeni slobode efektivno zamrznuti,
odnosno elektrone tretiramo kao fermione bez spina koji su opisani slede¢im
hamiltonijanom:
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N

HZZ% [Pz’+6A(ri)]2+ZGAO(”)+ZV(”_I'J')’ (21)

i=1 i<j

uz standardne oznake: p;-impuls, A*-elektromagnetni potencijal i V- poten-
cijalna energija interakcije, gde nas prevashodno interesuje slu¢aj Coulomb-
ove interakcije V(r) = % (e je dielektriéna konstanta materijala), ali u
okviru neinteragujuce teorije, svakako, imamo V = (0. Naelektrisanje elek-

trona je —e, a (gola) masa m.

Prema Landau-ovom resenju, energija je kvantovana po tzv. Landau-ovim
nivoima (LL): E = <8 (n41) = hwy(n+1), gde je wy ciklotronska frekvenca.
Svaki LL ima degeneraciju! koja je jednaka ®/®g, gde je ®-magnetni fluks,
a ®p-jediniéni magnetni fluks dat izrazom 27wh/e. U daljem tekstu ée biti u
upotrebi sistem jedinica h = e = ¢ = 1, iako ¢e mestimi¢no biti poziva na
Sl-sistem kada je potrebno da se jasnije sagleda fizicka sustina. Svojstvene
funkcije? za najnizi Landauov nivo (LLL) su (u simetri¢nom gejdzu)

Yrpn = 2me  F/AE
gde je z = x + iy-kompleksna koordinata,,m = 0,1, ...-komponenta angu-
larnog momenta i [p = y/h/eB - prirodna jedinica duzine za problem, tzv.
magnetna duzZina. U daljem tekstu ¢esto ée gausovski faktor u izrazu za
talasne funkcije biti zanemaren.
Za viSe elektrona, moramo uzeti u obzir da postoji minimalna korelacija
koja je nametnuta Paulijevim principom, iako je problem eksplicitno nein-
teragujuéi. Veli¢ina od znacaja u ovom slu¢aju je odnos broja cestica N i
degeneracije LL, odnosno broja kvanata fluksa:

N
y—q)/q)o.

(2.2)

Ovaj parametar se zove faktor popunjenosti i ukoliko je ceo broj npr. v =
1, to znaci da je LLL potpuno popunjen, pa je osnovno stanje Slater-ova
determinanta:

1z 22 . z{v_l
1 2z 22 .. 21 1
B
1 zn 212\] z%_l

1Ona potice od grupe magnetnih translacija, ¢iji generatori komutiraju sa hamiltoni-
janom (2.1), [4].
Umesto polinoma z™ moze se uzeti bilo koji bazis prostora analitickih funkcija [4].
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TG 2emp |- g (a4 x|  (23)
i<j B

Osnovno stanje je nedegenerisano i razdvojeno je procepom energije wg od
pobudenih stanja, $to implicira da je osnovno stanje nekompresibilno (doda-~
vanje novih elektrona istovremeno znaci da bi se neki od postojeéih morali
da ekscituju u vise LL). Ipak, ovo i dalje nije objasnjenje zasto se na Slici 2.1
vide platoi. Njihovo postojanje je povezano sa efektom necistoéa u mater-
ijjalu [5]. One dovode do &irenja LL-ova u trake, pri ¢emu za vrednost
energije u centru trake elektronska stanja se prostiru Sirom kristala, a za
ostale vrednosti su lokalizovana. Lokalizovana stanja ne doprinose trans-
portnim svojstvima i stoga u okviru jedne energijske trake nema promene
otpornosti. Problem lokalizacije je slozen i izlazi iz okvira ovog rada, te mu
ne mozemo posvetiti adekvatnu paznju [5],[6].

2.2 FQHE

Na Slici 2.1 je uocljivo da postoje platoi i za necelobrojne vrednosti v.
Kao sto je prethodno napomenuto, poreklo ovih platoa ne moze se ob-
jasniti jednocesticnom slikom kao u slucaju IQHE. Uzmimo, na primer,
sluéaj v = 1/3, odnosno kada imamo N-elektrona i 3N-stanja u LLL. De-
generacija nivoa u ovom slucaju je ogromna, posto iznosi %, a N je
makroskopski broj®. Naivno bi se o¢ekivalo da je ovakvo stanje kompresi-
bilno, medutim eksperimenti ukazuju suprotno. Jedino objasnjenje je da
zanemarena elektron-elektron interakcija nekako favorizuje jedno stanje iz
cele mnogostrukosti degenerisanih stanja u Hilbertovom prostoru.
Kompletan fizicki opis FQHE bi posao od mikroskopske teorije (koja ce
ovde biti predstavljena u narednom poglavlju). Istorijski, medutim, stvari
su tekle drugacije i objasnjenje FQHE je doslo Laughlin-ovim predlogom
varijacione talasne funkcije za osnovno stanje [5]. Laughlin-ov predlog za
funkciju osnovnog stanja FQHE u slucaju v = 1/(2k + 1) je:

U 1 (21,0 28) = [ [ (2 — ) exp [—%Z(y%y?)l. (2.4)

1<j

Kao sto se vidi, ovo je varijaciona funkcija bez varijacionog parametra!
Stoga, mozemo zakljuciti da ako ona uopste valja, mora da u sebi sadrzi u
neku fundamentalnu informaciju o nasem problemu. Veliki broj numerickih
simulacija je pokazao da postoji izuzetno preklapanje izmedu ove varijacione

30dmah je jasno da je perturbativan pristup potpuno neadekvatan za ovaj problem, a
takode ni Hartree-Fock aproksimacija, primenjena direktno na hamiltonijan (2.1), [6]
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funkcije i egzaktnih osnovnih stanja (tipi¢no preko 95%, [5]). Laughlinov iz-
bor mozemo u retrospektivi obrazloziti na sledeéi nacin. Prvo, posmatramo
potprostor funkcija oblika Jastrow:

\IJ(ZL ey ZN) = H f(zl - Z])
1<j
(ograni¢avanjem na ovaj potprostor, u stvari, uzimamo u obzir repulziju
izmedu elektrona). Laughlinova funkcija je ona funkcija iz potprostora koja
dodatno zadovoljava sledeée uslove:

e U mora da bude antisimetri¢na, odnosno f mora da bude neparna
funkcija;

e posto se radi o stanju najnize energije, ono mora da bude izgradeno od
jednoelektronskih funkcija iz LLL tj. f mora da bude nekakav polinom
po z; (zbog analiti¢cnosti ne sme da postoji zavisnost od z;).

”Tajna” uspeha Laughlin-ove funkcije je u tome Sto dobro tretira elektron-
elektron korelacije. Iz izraza (2.4) vidi se da talasna funkcija jako brzo
opada kada se dve ¢estice medusobno priblize, te se tako minimizira vred-
nost Coulomb-ove energije (kineticka energija ne igra ulogu, jer se cela
fizika odvija u LLL). Preciznije, Laughlin-ova funkcija ima nulu (2k + 1)-
og reda kada neki z; — z;. Posto je ukupan broj nula fiksiran vrednoscu
v, talasna funkcija (2.4) postavlja sve nule na pozicije drugih elektrona,
tako da maksimalno uzima u obzir njihovu medusobnu korelaciju 4. Dublji
uvid u prirodu Laughlin-ove funkcije moze se ste¢i pomocu tzv. plazma
analogije [5]. Naime, iz formule (2.4) nije bas jednostavno videti kakvo
stanje ona opisuje, na primer da li je uniformna gustina naelektrisanja. Pos-
matrajmo normu funkcije:

LS L2
ZE/dzzl.../d22’N\I’2 :H|zi—zj|2/”e aig, i (2.5)

i<j

i uvedimo oznaku [¥|> = eV gdeje f=20iU = 5 >ici(=Infz — 2z5]) +
+ 37, |z Kao $to oznaka Z sugerige, normu mozemo formalno shvatiti kao
particionu funkciju za sistem za koji se ispostavlja da je jednokomponentna
2D plazma Cestica naelektrisanja 1/v sa neutralisu¢im pozadinskim naelek-
trisanjem (tzv. jellium model). Osobina ovakve plazme je da su fluktuacije
gustine energijski vrlo ”skupe” i gledano na duzinama veéim od Debye-ovog
ekraniranja, plazma je elektroneutralna. Dakle, u plazma analogiji nam se
pruza mogucénost da kvalitativno razumemo da Laughlin-ova funkcija opisuje
nekompresibilnu tecnost, stanje koje je potpuno drugacije od Fermi gasa.’

4Paulijev princip bi zahtevao da samo N nula bude postavljeno na mestima drugih
elektrona, a ne svih N(2k + 1) nula.

®Nekompresibilnost FQHE stanja je potvrdena u brojnim egzaktnim dijagonalizacijama
elektronskog hamiltonijana [5].
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2.3  Kompozitne cestice i v =1/2

Laughlin-ova konstrukcija za osnovno stanje u slu¢aju v = 1/2, na zalost,
ne daje dobar rezultat, posto se njenom primenom dobija funkcija sa bozon-
skom simetrijom! Rezayi i Read [7] su krenuli od ovakve bozonske funkcije
i minimalno je deformisali da bi dobili fermionsku. Konkretno, oni su (2.4)
pomnozili sa Slater-ovom determinantom ravnih talasa:

eiklrl eik1r2
(bf — 6zk2r1

a zatim izvrsili projekciju na LLL (jer ¢lan ®; u principu moze da unese
mesanje sa visim LL-ovima), da bi dobili:

U)o = Proo®y [ [(2i — 2)%exp [—4;% 2(21\2)] : (2.6)

1<j

Rezayi-Read talasna funkcija je takode pokazala dobro poklapanje sa rezul-
tatima numerickih simulacija na sistemima sa malim brojem elektrona [7].
Postoji jos jedan nacin da se interpretira slucaj v = 1/2 - u slici kom-
pozitnih cestica koja potice od Jain-a [8]. Formalno, prelaz u ovu sliku
se obavlja unitarnom transformacijom koja je eksplicitno data u (B.6), a
moze se vizualizovati tako Sto svaki elektron vezuje za sebe odredeni broj
kvanata fluksa. U Dodatku B strogo je pokazana ekvivalencija pocetnog
i na ovaj nac¢in transformisanog hamiltonijana, dok transformisana talasna
funkcija zadrzava fermionsku antisimetriju ako je broj kvanata fluksa paran,
a ina¢e poprima bozonsku simetriju. U slu¢aju v = 1/2 ispostavlja se elek-
troni vezuju spoljasnje magnentno polje u celosti tj. frakcioni QHE za elek-
trone na v = 1/2 je ekvivalentan celobrojnom QHE za kompozitne fermione!
Naravno, epistemoloski posmatrano, konstrukcija slozenijih ¢estica je uvek
mogucéa, ali ovde (u slici srednjeg polja) ona donosi znatna uproséenja, pa
ima i konceptualni i realni znacaj, posto su mnoge osobine kompozitnih
fermiona izmerene u eksperimentima (mozda jedna od najspektakularnijih
jeste frakciono naelektrisanje, [9]) i smatramo da su oni prirodne éestice®
za FQHE [6]. Za potrebe ovog rada, sumira¢emo najbitnije zakljucke koji
se odnose na v = 1/2: to je kompresibilno stanje i ima Fermi sferu, zadato
je Rezayi-Read funkcijom (2.6) a niskoenergijske ekscitacije su kompozitni
fermioni.

5Stanje v = 1/2 je prvi put i bilo objadnjeno u slici kompozitnih fermiona, [10].
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2.4 Dwvosloji

Kvantni Hall-ov dvosloj je sistem koji se sastoji iz dve potencijalne jame
razdvojene izolatorom (Slika 2.2) i postavljene u normalno magnetno polje.

Izolator

Slika 2.2: Kvantni Hall-ov dvosloj

Paradigma eksperimenta sa dvoslojem je sledec¢a: dve GaAs-AlGaAs jame
irine ~ 20mm, sa izolatorom debljine < 10nm, u magnetnom polju koje
je podeseno da faktor popunjenosti iznosi v = 1/2 (za jedan sloj). Fizika
ovakvog sistema je odredena, pre svega, sa dva parametra: srednjim ras-
tojanjem izmedu centara jama (d) i verovatnoéom za tuneliranje iz jednog
sloja u drugi.

Prethodno je bilo napomenuto da je za IQHE (i FQHE) prirodna jedinica
duzine Ip. Ukoliko je d > [p, ne otekujemo nikakvu novost u odnosu na
jedan Hall-ov sloj: imac¢emo dva nekuplovana Fermi-mora za v = 1/2 koja
su dobro opisana Rezayi-Read talasnom funkciom (2.6). Sa druge strane,
ukoliko je d < Ip, eksperimenti pokazuju da dolazi do kvantizacije otpornosti
koja odgovara jednom Hall-ovom sloju sa vp = 1/2 4+ 1/2 = 1. O¢cigledno,
uspostavlja se nekakva koherencija medu slojevima i utvrdeno je da ova
koherencija prezivljava i u limesu nultog tuneliranja, te njen uzrok mora
biti (barem delimi¢no) Coulomb-ova interakcija izmedu elektrona. Stoga,
nadalje potpuno zanemarujemo tuneliranje i tretiramo isklju¢ivo Coulomb-
ovu interakciju.

U limitu kada nema tuneliranja (tada su brojevi ¢estica u svakom od slojeva
otuvane veli¢ine), Halperin je prvi predlozio talasnu funkciju ("111”) za
osnovno stanje dvosloja:

Uiyy = [[zir = 20) [[(zr1 = 200) [ ] (2t = 2): (2.7)

1<J k<l m,n

gde strelice T, | oznacavaju elektrone u gornjem i donjem sloju, respektivno.
Proanalizirajmo ovu funkciju sa tacke gledista (2.4). Ona se, kao $to i treba,
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anulira kada bilo koje dve ¢estice iz istog sloja se nadu na istom mestu (prva
dva faktora u 2.7). Poslednji faktor unosi novu fiziku: naspram elektrona
u jednom sloju ne moze se naéi elektron u drugom sloju (ili, ekvivalentno,
naspram svakog elektrona mora da bude $upljina u drugom sloju). Elektron
vezan za Supljinu u naspramnom sloju se zove eksciton, odnosno Halperinova
funkcija kaze da je osnovno stanje dvosloja ekscitonski kondenzat u kojem
je dominantna korelacija izmedu slojeva. Za ovaj ekscitonski kondenzat
se predvida da poseduje Goldstonovu (akusticku) modu (koja je posledica
narusene simetrije - spontane fazne koherencije medu slojevima), Kosterlitz-
Thouless fazni prelaz na konaénoj temperaturi i transport bez disipacije kada
suprotno usmerene struje jednakih intenziteta teku u slojevima. Sa druge
strane, sa porastom d, dolazi do dekuplovanja slojeva i jacaju korelacije
unutar slojeva. Detalji ovog prelaza su i dalje predmet istrazivanja i o
njima ¢e biti vise re¢i u Glavi 5. Na ovom mestu mozemo se zapitati kako
izgleda fizicki opis dvosloja u slici kompozitnih ¢estica koje su uvedene u
Odeljku 2.3. Ni sa eksperimentalne, ni sa teorijske tacke gledista stvari nisu
jednako dobro zasnovane kao kod FQHE. Po svemu sudedéi [11], fizicki opis
dvosloja je najprirodniji u slici kompozitnih bozona i ova ideja ¢e biti sledena
u Glavama 4,5.

Na kraju, predstavi¢emo tri kategorije eksperimenata koji ilustruju aktuelne
probleme u fizici dvosloja:

e Spielman et al. [12],[13] su uocili rezonatni pik u tuneliranju iz jednog
sloja u drugi (Slika 2.3).

A) N,=10.8| D) N,=5.4
o
=) N X
——
i
= [ N9
£ JAVA) 0.5
= e O | Ly
£
S o N6.1
£
5
£
& H\f"’\/ﬁ _“\/Wf\/~

Interlayer Voltage (mV)

Slika 2.3: Rezonantno tuneliranje kroz dvosloj, prema [12].

Za visoke odnose d/lg, tuneliranje je energijski potisnuto jer ubaci-
vanje jednog elektrona u jako korelisano, kompresibilno more drugih

10
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elektrona dovodi do kompletnog preuredenja sistema, $to je dovoljno
sporo da blokira tuneliranje. Medutim, kako se d/lp smanjuje, javlja
se pik u konduktanci, odnosno postoji nekakva kolektivna moda koja
prebacuje naelektrisanje iz jednog sloja u drugi i Spielman et al. za-
kljuc¢uju da se radi o linearnoj, Goldstone-ovoj modi.

o Kellog et al. [14] i Tutuc et al. [15] su sproveli eksperimente u ko-
jima suprotno usmerene struje jednakih intenziteta teku kroz slojeve
(Slika 2.4). Na slici su longitudinalna i Hall-ova otpornost, u kon-
vencionalnom eksperimentu (kada struje kroz slojeve teku paralelno)
i kada su struje u slojevima antiparalelne.

(k)

R

Slika 2.4: Longitudinalna i Hall-ova otpornost na 7' = 350mK. (a) Struje teku
paralelno u slojevima. (b) Struje teku antiparalelno (prema [14].)

Uocava se da Hall-ova otpornost u drugom slu¢aju pada u nulu, $to
je konzistentno sa idejom ekscitonskog kondenzata. Oba eksperimenta
direktno pokazuju da su nosioci naelektrisanja u sistemu elektroneu-
tralni, odnosno da mogu biti elektroni i njima konjugovane Supljine u
suprotnom sloju, ali daju razli¢ite temperaturske zavisnosti transport-
nih koeficijenata.

e "Drag” eksperimenti (Kellog et al., [16],[17]) podrazumevaju propustanje
struje I ~ nA kroz jedan sloj i merenje pada napona Vp na drugom
(izolovanom) sloju. ”Drag” otpornost se definise kao Rp = Vp/I.
Ova otpornost je direktna mera relaksacije transporta impulsa medu
slojevima i, na niskim 7" i malim d, zavisi isklju¢ivo od Coulomb-ovih
rasejanja. Na vy = 1, longitudinalna i Hall-ova otpornost zadovol-
javaju tzv. polukruznu zavisnost, Slika 2.5.

Tako na prvi pogled deluje da ovi eskperimenti potvrduju teorijske predikcije,
oni otvaraju i mnoga dodatna pitanja. Na primer, pik na Slici 2.3 podseca na
DC Josephson-ov efekat kod superprovodnika, ali o¢igledno je da ne moze
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Slika 2.5: Hall-ova (prazni kruziéi) i longitudinalna (puni kruziéi) otpornost na
vr =11T =50mK, kao funkcija d/lp (prema [17]).

biti re¢i o pravom Josephson-ovom efektu poSto izmerena provodnost ne
B 2
prelazi 1072

;- Takode, nije demonstrirano postojanje Kosterlitz-Thouless

prelaza na kona¢noj temperaturi [16]. O ovim problemima bice vise re¢i u
Glavi 5.
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GLAVA 3

GEJDZ TEORIJA ZzA FQHE

U Glavi 2 je, iz istorijskih razloga, kvantni Hall-ov efekat bio objasnjen u for-
malizmu prve kvantizacije, gde je talasna funkcija osnovnog stanja poznata
ab initio i ne postoji recept da se ona nade. Sada zZelimo da ovaj pristup
dopunimo efektivnom mikroskopskom teorijom koja bi nam omogudila da
izracunamo fizicke veli¢ine (odgovor) sistema i identifikujemo parametar
poretka, odnosno uredenje. Zhang, Hansson i Kivelson [18] su razradili
jednu takvu teoriju, tipa Landau-Ginzburg-Wilson, koja polazi od ”prvih
principa” i omogucéava da se FQHE razume u okviru opsteg konteksta jako
korelisanih sistema. Nadalje ¢e se slediti prikaz ove teorije dat u [18].

Posmatrajmo fermionski sistem u dve dimenzije i u jakom magnetnom polju,
opisan hamiltonijanom (2.1) i talasnom funkcijom koja je antisimetri¢na u
odnosu na transpoziciju cestica. Kako je detaljno pokazano u Dodatku B,
moZe se izvrsiti mapiranje ovog problema na ekvivalentan bozonski problem,
zadat hamiltonijanom:

N

1
ZQm [pi + eA(r;) + ea(r;)] +ZeA0 (r;) +ZV r; —r;), (3.1

=1 1<j

H/

u kojem se javlja dodatni Chern-Simons gejdz potencijal:

K
Lo f =" Viay, (3.2)

2
7r7r]¢2

gde je ®p-kvant fluksa, 6 = (2k + 1), k-ceo broj i a;j-ugao izmedu z-ose i
radijus-vektora koji spaja cestice j i . Primetimo da gejdz potencijal koji
vidi jedna cestica zavisi od polozaja svih drugih Cestica. Ova Cinjenica e
imati dalekosezne posledice na mikroskopsko uredenje QHE stanja.

13
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Smisao transformacije U (B.6) je da unosi fazni faktor e*® pri transpoziciji
dve Cestice. Alternativno, mozemo ovaj fazni faktor shvatiti kao Aharonov-
Bohm efekat u gejdz potencijalu a(r;) = Z#i A(ri —rj), gde je

Aw) = 2 ), (33)

Za proizvoljnu zatvorenu putanju C' oko koordinatnog pocetka, imamo

fA /27r dol — @, (3.4)
271'71' 0 reen = o ‘

a primenom Stokes-ove teoreme:

j{CA(r)dr = /erv x A(r). (3.5)

Iz prethodne dve relacije sledi

V x Ar) = @0%5(1«)% (3.6)

Posto je (u dve dimenzije) zamena dve Cestice ekvivalentna situaciji kada
prva od njih miruje, a druga biva zarotirana za ugao m oko prve, vidimo da
je promena faze AO jednaka

= ;%.A(I‘z — rl)dl‘z =0. (37)

Ovaj efekat, specifican za dve dimenzije, zove se statisticka transmutacija.
Za proizvoljno @, ¢estice u 2D mogu imati statistiku koja nije ni Bose ni
Fermi tipa.

Dakle, uspostavljena je verna bozonska reprezentacija za pocetni problem
i nadalje radimo isklju¢ivo sa bozonskim funkcijama, odnosno operatorima
polja koji zadovoljavaju [¢(r), ¢! (r')] = 6@ (r — r'). Hamiltonijan (3.1) u
reprezentaciji druge kvantizacije postaje:

H = / d?r¢'(r) [ iV + eA(r) + ea(r)]* — pu + eAo(r))o(r)

+ /dzr/er'p(r)V(r—r')p(r'), (3.8)

DN | =

14
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gde je p-hemijski potencijal, a p(r) = ¢f(r)¢(r)-operator gustine. Relaciju
za gejdz potencijal prepisujemo u obliku

a(r) = /er’A(r —1')p(r'). (3.9)

Odgovarajuce gejdz polje se lako nalazi:

V x a(r) = /d2r’Vr x A(r —1')p(r') = <I>0§p(r)ez (3.10)

Ova relacija odslikava sustinu Chern-Simons transformacije: gejdz fluks /7
je vezan za svaku od cestica (Slika 3.1).

B

Slika 3.1: Chern-Simons transformacija
Uzimanjem divergencije prethodnog izraza, vidimo da gejdz polje ispunjava
Coulomb-ov kalibracioni uslov: V -a(r) = 0, kad god je r # r;. Jednacina

(3.10) je veza koju zelimo da uklju¢imo u funkcionalni integral - to se moze
uraditi uvodenjem Lagrange-ovog mnozitelja ag prema slede¢em ansatz-u:

I1 5(%%[38&%@7 t) — ep(r, 1))
r,t

= /Dao(r, t)exp [;;Jea/gaaag(r,t) —ep(r,t)|,

gde smo uveli Levi-Civita tenzor u dve dimenzije €10 = —€9; = 1.

Konaé¢no, mozemo napisati funkcionalni integral za ceo sistem u spoljasnjem
polju A,:

Z[A,] = /Da,ﬂ)qbexp [iSc.s. [au] +iSy [Ay + ap, @], (3.11)
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Sc.s. lay] = / dt / erLGeaﬁaoaaag, (3.12)
0o

So A+ auné) = [ at [ r(ol )0, — e(Ao-+ ao) + ()

1
5 (—iV +e(A + a))(b|2

_% / dt / d’r / Crlpr)V (e —r)p()}  (3.13)

Ovde je S-oznaka za dejstvo koje se sastoji od bozonskog dela, Sy, i kinetickog
¢lana za gejdz polje, S¢.s.. Mera integracije i preostale oznake su standardne
za formalizam funkcionalnih integrala u realnom vremenu [19].

Tretira¢emo integral (3.11) u aproksimaciji srednjeg polja. Bozoni, kao sto
je u zapisu formule (3.11) naglaseno, efektivno ”vide” sumu spoljasnjeg i
gejdz potencijala. Ako svaki od potencijala predstavimo u vidu odgovarajuce
srednje vrednosti i fluktuacije oko nje (staticko spoljasnje magnetno polje
B je uzeto u negativnom smeru z-ose), za efektivno polje koje vide bozoni
dobija se:

0
Bepp =V x(a+A)=—Be; + go_pe,. (3.14)

Posto je 6 izrazeno preko k, koji je proizvoljan neparan ceo broj, moze se
dogoditi da desna strana prethodne relacije bude jednaka nuli. Tada bozoni
efektivno ne ose¢aju nikakvo polje. Primenom (2.2), lako se vidi da se ovo
dogada za

1
V= .
2k+1

(3.15)

Dakle, elektroni koji se nalaze u stanju FQHE za proizvoljno v sa neparnim

imeniocem se mogu shvatiti kao Chern-Simons bozoni koji interaguju kratkodometno

i nalaze se wan spoljasnjeg polja. Ovo su preduslovi za nastajanje Bose-
kondenzacije i superfluidnosti. Da bismo detaljnije ispitali Sta se dogada,
koristi¢emo Madelung-ov ansatz koji bozonsko polje ¢(r) predstavlja u ob-
liku proizvoda amplitude p(r) i faze 0(r):

o(r) = v/p{®)e™), (3.16)

Zamenom u (3.13) moze se ekstrahovati bozonska gustinu lagranzijana:

16
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Ly ={p(=00 — e(Ao + ao) + p)}
o P(V0+e(A + ) = (V)

_;/dzr’p(r)V(r —1')p(r)). (3.17)

Metodom najbrzeg spusta [19], pod pretpostavkom da tako dobijeno resenje
ne zavisi od prostorno-vremenskih promenljivih, dobija se vrednost py koja
odgovara ekstremumu dejstva:

=50 > 0. (3.18)

(V(k) je Fourier transform od V(r)). Bozonska amplituda se sada moze
zapisati kao zbir stacionarne vrednosti pg i fluktuacije §p. Razvojem do
drugog reda po dp i 9,0 + e(a, + A,) dobija se:

Ly = {0p(—0 — e(Ag + ap))
_%(v9+e(A+a)) — 8megl(5p)2}

_% / d*r'V (r —t')dp(r)dp(r'). (3.19)

Clan koji je proporcionalan sa (Vép)? otpada u poredenju sa poslednjim
(u dugotalasnom limesu). Nakon Fourier transformacije (k = (w,k)) i in-
tegracije po dp (koja se svodi na gausovsku, posto su svi ¢lanovi u kojima
figurise dp najvise drugog stepena), dobija se efektivni lagranzijan za fazni
stepen slobode:

1 .
Ly= () (—iwd(—k) — e(Ao(—Fk) + ao(—k)))

x (iwb(k) — e(Ao(k) + ao(k)))
2m( ikO(—k) + e(A(=k) + a(=k)))
x(ik0(k) + e(A(k) + a(k))) (3.20)

Ukupno dejstvo dato je sumom S [0, a,, A, = Sc.s. [au]+Sp [0, a, + Ayl Da
bi dobili odgovor sistema, neophodno je prointegraliti po svim preostalim
stepenima slobode (6, a,,). Integracija po a, se lakse obavlja u Coulomb-ovo]
kalibraciji:

17
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ieaﬂkg
k|

aa(k) = ar(k), (3.21)

gde grcki indeksi oznacavaju prostorne koordinate,a 7" je oznaka za transverzalnu
komponentu. Ovaj gejdz ima vrlinu u 2D §to se sva raCunanja sprovode samo

sa jednom prostornom i jednom vremenskom komponentom. Kada se polja
zapiSu u transverzalnoj kalibraciji, integracija se opet svodi na gausovsku i
kao konacan rezultat se dobija:

Loy = Y 37 (B) Au(—K) Ay k), (3.22)
[TR%

gde su koeficijenti 7, eksplicitno zapisani u Dodatku C. Ovde nas trenutno
interesuje samo ¢lan koji se kupluje sa A% - on predstavlja kompresibilnost
sistema:

K = 11m = 11m .
ko 00 B0 iy - (Kl /20)2

Ukoliko pretpostavimo da je gustina pg-konacna, $to je u skladu sa ponasanjem
superfluida, vidi se da kompresibilnost (3.23) tezi 0. Zaklju¢ujemo da se radi
o nekompresibilnoj tecnosti. Pogled unazad pokazuje da je ovaj zakljucak
mogao biti anticipiran: nekompresibilnost je posledica Meissner-ovog efekta
Bose kondenzata [18]. Naime, u komentaru relacije (3.10) je napomenuto da
gejdz polje u direktnoj vezi sa gustinom cestica. Svaka promena gustine bi
uzrokovala promenu fluksa gejdz polja, ali zbog Meissner-ovog efekta ovo je
zabranjen proces, tako da se gustina opire ovakvim fluktuacijama i sistem se
ponasa nekompresibilno. Takode, iz opstih izraza za funkcije odziva, lako se
vidi je provodnost kvantovana, bas kao §to i treba, u jedinicama e?/h, [18].

Za uobicajeni Bose superfluid znamo da je parametar poretka faza talasne
funkcije koja opisuje kondenzat i da se Bose kondenzacija moze shvatiti
kao sponatno narusenje U (1) simetrije, [19],[20],[18]. Alternativno, uredenje
sistema se moze dijagnostifikovati posmatranjem ocekivane vrednosti izraza

lim (61()0)) (324)

Ovo je element matrice gustine [3]; kondenzacija se manifestuje u nenul-
toj vrednosti gornje grani¢ne vrednosti (za bozone u nultom polju to je
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konstanta), kada se kaze da postoji dugodometno uredenje (ODLRO?!). Nas-
taviéemo sa ispitivanjem analogije izmedu Bose superfluida i FQHE, trezeéi
signal ODLRO-a (3.24). Za to je potrebno vratiti se na pocetni izraz za
dejstvo S [0, a,, A,) (3.13) i eliminisati a,, uz uslov A, = 0. Racun se ni po
¢emu ne razlikuje od veé pojasnjenih i kao konacan rezultat sledi:

u12

_o= ! _ o] g
L1604, =0) =3 T (oo A 8T 2|k | 6(—k)6 (k). (3.25)

Korelaciona funkcija se moze direktno procitati iz ovog kvadrati¢nog la-
granzijana:

277%001%2 + 17(k)

2 _ 2 ’
w wk

(O(=k)0(k)) =

(3.26)

gde je wi = w? + %Ok2V(k), weo = 2;”. Staticka korelaciona funkcija je:

v

dw 1 27 1

(6(~1)0(k)) = —i / 5o 0RO = —5 ne +olgy). (327

Prelaskom u realni prostor, izraz (3.24) postaje:

lim (6T (r)p(r))) = po(e®® 1)y 5 poeldmO)

[r—r/|—00

o polr —r'| 71/, (3.28)

gde je u prvom redu primenjen razvoj eksponenta, a potom Wick-ova teo-
rema. Dobijeni ODLRO je algebarskog tipa i ne zavisi od interakcije V.
Ocigledno, ne radi se o obi¢nom Bose superfluidu - modifikacija ODLRO-a
je potekla od (3.2). Naime, gejdz potencijal koji vidi jedna Cestica zavisi od
polozaja svih drugih Cestica i ovo dovodi do stepenog zakona (3.28).
Laughlinova talasna funkcija (2.4) prirodno sledi iz lagranzijana (3.25) kao
osnovno stanje( [18], i iscrpnije u [20]). Dakle, sa sigurnoséu mozemo tvrditi
da Chern-Simons teorija dobro opisuje FQHE na niskim energijama. Kao
kod superfluidnosti, i ovde postoje ekscitacije u vidu vorteksa koje sistem-
atski zanemarujemo u ovom radu, uz napomenu da vorteksi, pored kvanto-
vane cirkulacije koja je prisutna kod obi¢nih superfluida, ovde imaju frak-
cionu statistiku i naelektrisanje, spomenute u Glavi 2.

LOff-diagonal long-range order.
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GLAVA 4

TEORIJA ZA DVOSLOJ U BLIZINI
d=0

U Glavi 2 objasnjena je fenomenologija kvantnog Hall-ovog dvosloja v =
1. Osnovni izazov koji opstaje i nakon vise od deceniju intenzivnog is-
trazivackog rada jeste priroda kvantnog faznog prelaza koji se dogada vari-
ranjem parametra d-rastojanja izmedu slojeva. I kada nema tuneliranja, za
d manje od neke kriti¢ne vrednosti (koja je reda magnetne duzine) sistem
prelazi u nekompresibilnu fazu u kojoj postoji spontana koherencija medu
slojevima. Za velike vrednosti d, naravno, slojevi su dekuplovani i i svaki
ponaosob je kompresibilno stanje koje poseduje neke osobine Fermi tec¢nosti.
Teorijska paradigma, u formalizmu prve kvantizacije, je Halperin-ova talasna
funkcija (2.7). Podsetimo, ova talasna funkcija je zapisana uzimajuéi u obzir
da ne postoji tuneliranje izmedu slojeva, tako da je broj elektrona u svakom
od slojeva ocuvana veli¢ina. Formalno, mozemo zamisliti da se radi o dve
vrste elektrona, 21 i 2|, koji su korelisani na dva nacina: unutar i medu sloje-
vima. Odatle je sledila formula (2.7) koja je, strogo gledano, validna jedino
u slucaju d = 0. U ovoj Glavi ¢e biti pokazano da se ista formula moze
dobiti kao osnovno stanje jedne Chern-Simons teorije, iz koje automatski
sledi i separacija spina i naelektrisanja, neutralna Goldstone-ova moda sa
linearnom disperzijom i pravi ODLRO u spinskom kanalu. Neki od ovih
zakljucaka su prethodno veé bili dobijeni moénijim teorijama (od kojih su
najprominentniju razvili Moon et al. u [21]), ali Chern-Simons pristup ima
prednost u tome Sto na vrlo transparentan nacin daje kvalitativno dobre
predikcije i ovo nas motivise da ga dalje razvijamo.

Podimo od lagranzijana:

Lin =Y {$(id, — a0 + Ao + 0Bo) s

1 . 9
—% (—Zv +a+ A + O'B)¢U| }
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+%a0(v X a)

—% / d?r’ Z 606 (2)Vior (x — 1/ )0por (1) (4.1)

gde o =T, | prebrojava slojeve, a je Chern-Simons polje, A,,, B, su spoljasnja
polja, pri ¢emu se B kupluje sa o, pseudospinskom promenljivom (B moze
da bude, na primer, elektri¢no polje usmereno suprotno u gornjem i donjem
sloju), dok je interakcija izmedu slojeva opisana sa V, . (iz simetrije, V4 1 =
Vi, =VeiVy =V = V). Interakcioni deo se moze, uvodeéi smenu
Vo = %, Vg = %, dijagonalizovati u :

1 1
—50pVedp = 59psVsdps, (4.2)

gde je 6p = dpy + 0p| i 0ps = 0py — Op;. Primetimo da lagranzijan (4.1)
u limesu d — 0 ima SU(2) simetriju, ali prisustvo ¢lana Vg tu simetriju
narusava do na U(1).

Kao i do sada, radimo u Coulomb-ovom gejdzu (3.21), a integracija po ag
daje sledec¢u vezu:

V x a=27dp. (4.3)

Bozonska polja ¢emo tretirati Madelung-ovim ansatzem:

s =\ Po + 5:00€i90a

ali je prethodno zgodnije faze izraziti u vidu linearnih kombinacija 0 =
0y + 0,,0s = 0y — 0] i uvesti oznake da = a+ A,p = py = p;. Nakon
Fourier transformacije lagranzijan (4.1) se raspada na deo koji sadrzi samo
0 i opisuje naelektrisanje (tzv. charge kanal) i deo sa fg - pseudospinski
kanal:

w pk? P 1
Li11 = Z5p0 + 6pAg — 262 — L (5a)% — Z6pViedp
2 dm m 2
iw PE? o P e 1
—dpgls — dpsBy — —05 — —B* — —dpsVsd 4.4
+50ps0s = opsBo — 705 — 50PsVs0ps, (4.4)
uz uslov (4.3). Parametar 2 se zove &vrstina (stiffness), posto ¢lan uz
koji stoji zavisi od kvadrata gradijenta 6, dakle elasticne je prirode (kao

da se faza ponasa kao ¢vrsto telo). Gornja formula je zapisana u krajnje
kompaktnoj notaciji, kako ¢e i nadalje biti ¢injeno, pa je potrebno ¢itati je uz
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GLAVA 4. DVOSLOJ U BLIZINI d =0

odreden oprez. Na primer, svuda su potisnute zavisnosti od k, odnosno —k, a
kvadratni ¢lanovi tipa [X + Y% su u stvari [X (—k) + Y (—=k)] [X (k) + Y (k)].
Separacija koju smo dobili u (4.4) je vazna zbog toga Sto pri projekciji
na LLL operatori spina i naelektrisanja ne komutiraju [21], pa interakcija
ova dva stepena slobode proizvodi zanimljive fizicke efekte (npr. kada se
rotira spin, pomera se i naelektrisanje). U okviru Chern-Simons pristupa,
imamo moguénost da paralelno ispitujemo oba stepena slobode na jednos-
tavan nacin. Na primer, za kanal naelektrisanja, lako se moze dobiti p — p
korelaciona funkcija (prostom integracijom po 6 i a), iz koje se vidi da je
sistem nekompresibilan za k,w — 0. Uredenje (ODLRO) je algebarskog tipa,
kao i u (3.28), jer je efektivni lagranzijan:

2 2

4Vo(k) + (25)

1
Lo = 300-H) 5 00E) (4.)
m
gde je wi = w? + %f;mvc(k) i we = 4%5, a prethodno je uzeto A, = 0.
Korelator je:

(B(-RB(R)) = ~2x 27+ o(3) (46)

Sto je identi¢no rezultatu za jedan sloj (upor. 3.27) i samim tim, ODLRO

lim (¢f(r)o(r')) oc (OE0ED) ~jr — 1|72, (4.7)
|[r—r’|—00
je istog, algebarskog tipa, kao i kod obi¢nog FQHE . Zanimljivija je situacija
u pseudospinskom kanalu. Tamo se za efektivni lagranzijan dobija:

1 w? — Vg (k)k?
= —05(—k m

0s(k). (4.8)

I ova formula je izvedena pod pretpostavkom da je spoljasnje polje B, = 0
(kompletan linearni odgovor u pseudospinskom kanalu dat je u Dodatku C).
Odavde je korelaciona funkcija:

4Vs(k)

(0s(=k)0s (k) = —— Dy (k)k2

Iz njenog podla nalazi se disperziona relacija za pseudospinsku modu:

WO(k) = \/%Vs(k}) -k, (4.10)
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i ovo je dobro poznata akusticka moda iz teorije superfluidnosti [20], do
koje su u analizi dvosloja stigli i K. Moon et al. [21]. U dugotalasnom
limesu, imamo da je Vg(k) = 5- (2 — 2Ze ") ~ Zd, pa zamenom vrednosti
za efektivnu masu m = 0.07m,, gustinu p ~ 2 5 x 10'%m~2, rastojanje
medu slojevima d/lp = 1.6, i dielektri¢nu konstantu e = 12.6, dobija se da
Goldstone-ova moda premasuje izmerenu vrednost u [12] za faktor 10, sto
ilustruje kvantitativnu slabost Chern-Simons teorije (ona ne moze mnogo
toga da kaze o parametrima, kakav je npr. m, za koji je uzeta obi¢na efek-

tivna masa u GaAs).

Korelaciona funkcija za 6g u realnom prostoru je:

1 md

0 Os(r')) = — | —— 4.11
(Os(r)0s(r’)) =\ 2’ (4.11)

te u pseudospinskom kanalu postoji pravi ODLRO:
(T ()p(r) o« lim 0O const. (4.12)

[r—r/|—00

Dakle, u pseudospinskom kanalu, sistem je superfluidan, kompresibilan i ima
linearnu (akusticku) modu, koja je uzrok Slike 2.3.

Halperin-ova funkcija (2.7) prirodno sledi iz lagranzijana (4.1). Posmatra-
jmo za pocetak deo koji odgovara kanalu naelektrisanja. U njemu se 6 i dp
sprezu u Berry-jevom ¢lanu, $to znaci da su konjugovane varijable i vazi ko-
mutaciona relacija [0(k), dp(k’)] = 2id(k + k’). Hamiltonijan koji se odnosi
na sektor naelektrisanja je:

2

o =2 [Sor-rom +

1
ks Pap(-RI3p(0)| + o~V (D(k)(1.13)
gde je iskoriééena veza za gejdz polje (4.3). Uvodenjem smene (k) —
— 25— 65p —7y» brepoznaje se hamiltonijan linearnog harmonijskog oscilatora
i talasna funkcija osnovnog stanja je:

Uosn X €xp [ 1 k‘2 5,0( k)ép(k)] : (4.14)

Koristeci da je dp(r) = Y (r — zi1) + . (r — z;;) — p, prelaskom na realni
prostor (uz neke suptilnosti oko integracije, objasnjene u [20]), dobija se da
je Wosn zapravo jednako modulu Halperinove funkcije:

23



GLAVA 4. DVOSLOJ U BLIZINI d =0

‘I/osn = |\Illll|- (415)

Ovo je talasna funkcija u bozonskoj slici. Originalna fermionska talasna
funkcija se dobija inverznom Chern-Simons transformacijom koja u ovom
slucaju glasi:

=T = T e
<

i i =2l laey =2l 5 T2mt = znl’

Nakon delovanja U dobija se ba§ 111 funkcija: UW,g, = Wi11. Medutim, u
ovom izvodenju je koriSéen okrnjeni hamiltonijan bez pseudospinskog dela.
Analogan racun pokazuje da na d = 0 pseudospinski doprinos talasnoj
funkciji je konstanta koja nema nikakvog uticaja. Sa druge strane, jasno
je da za d # 0 funkcija osnovnog stanja vise nije 111 funkcija nego nekakva
modifikacija o kojoj sa tacke glediSta ovde iznete teorije ne mozemo nista
tvrditi. Medutim, rigidnost Bose kondenzata [22] uti¢e na to da je 111
funkcija zadovoljavajuc¢a i za kona¢ne vrednosti d koje su manje od mag-
netne duzine. U rezimu d ~ [ na scenu stupaju kvantne fluktuacije koje
razureduju Bose kondenzat i osnovno stanje pocinje da pokazuje znatnu
devijaciju u odnosu na 111.
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KVANTNO RAZUREDPENJE
111-STANJA

Fizika kvantnog Hall-ovog dvosloja je uslovljena kompeticijom dveju vrsta
korelacija: medu elektronima u suprotnim slojevima i izmedu elektrona u is-
tom sloju. Za malo d/lp dominantan je prvi tip korelacija i postoji nekoliko
teorijskih modela koji ga na odgovarajudi na¢in uzimaju u obzir: 111-stanje
(dato funkcijom 2.7), kvantni Hall-ov feromagnet [21], kondenzat kompozit-
nih bozona ili ekscitona (Glava 4). Ipak, teorijski i eksperimentalno, jasno
je da poveéavanjem d/lp dolazi do kvantnog razuredenja ovog stanja. Na
primer, pik u tuneliranju (Slika 2.3) jeste oStar ali ima kona¢nu Sirinu, dok
temperaturne zavisnosti Hall-ove i longitudinalne otpornosti u eskperimen-
tima [16],[15] ne daju potvrdu predvidenog scenarija za Kosterlitz-Thouless
fazni prelaz. Razumevanje prelaza na d ~ [p je vazan, otvoren problem u
fizici kvantnih Hall-ovih dvosloja i jako korelisanih sistema uopste.

U ovoj Glavi ¢e biti izlozeni neki rezultati vezani za problem kvantnog
razuredenja dvosloja. Osnovno stanje d = 0 je Bose kondenzat opisan
111-funkcijom (2.7). Niskoenergetske ekscitacije u ovom slu¢aju su kom-
pozitni bozoni tj. elektroni odeveni sa jednim kvantom fluksa (Glava 3).
Ideja razuredenja je da pri poveéanju d/lp dolazi do formiranja kompoz-
itnih fermiona ! koji koegzistiraju zajedno sa kompozitnim bozonima [22].
Postoje dva nacina da se (sa aspekta korelacija) uvedu kompozitni fermioni
u Bose kondenzat i to ¢e biti u¢injeno u Odeljku 5.1. Zatim c¢e biti ispitane
elementarne predikcije ovakvih modela na bazi jedne fenomenoloske Chern-
Simons slike. U nastavku (Odeljak 5.2), kao i u prethodnoj Glavi, bi¢e data
efektivna gejdz teorija za oba slucaja i izvedene korelacione funkcije, mode
niskoenergijskih ekscitacija i karakteristi¢no uredenje (ODLRO), sa akcen-
tom na fizicki zanimljivijem, pseudospinskom kanalu. Sadrzaj ove Glave
se mahom oslanja na radove Simon et al. [22] i Milovanovi¢ [23], a mes-

U smislu Chern-Simons transformacije, to su isti elektroni samo odeveni sa dva kvanta
fluksa.
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timi¢no ¢e biti prezentovani rezultati koji do trenutka pisanja nisu objavljeni
u literaturi.

5.1 Probne talasne funkcije za dvosloj

Sledeéi Laughlin-ov predlog talasne funkcije za jedan sloj, konstrukciju Rezayi-

Read talasne funkcije za v = 1/2 (2.6), te diskusiju oko Halperin-ove 111-
funkcije za dvosloj (2.7), mozemo zamisliti da u svakom od slojeva imamo
dve vrste elektrona (z,w) koji su svi medusobno kuplovani intrakorelacijama
(unutar jednog sloja) i interkorelacijama (izmedu slojeva), Slika 5.1.

/ﬁvf‘i/ :

W z, W, z,

Y1 b S

Slika 5.1: Korelacije izmedu elektrona u dva sloja.

Krenué¢emo od 111-funkcije koja opisuje Bose kondenzat i minimalno je de-
formisati da bi se u nju ukljué¢ili kompozitni fermioni. Posto svaka cestica
mora da vidi isti broj kvanata fluksa i posto za fermione vazi Paulijev prin-
cip, ovo se svodi na kombinatorni problem koji ima dva reSenja. U prvom
slucaju:

= PA{[ [zir — 20) [Tzt = 200) [T (o = 2a1)

i<j k<l p.q
x @ (wy, @) [ [(wir = wjr)® x @p(wy, @) [ J(wiy — wyy)?
1<j k<l
x [TGir = win) [TGrr = wi) x [1ps = wer) [T(zmy = wap)}. - (5.1)
.J k,l P,q m,n

Prvi red u formuli je 111-funkcija, drugi red su dva v = 1/2 sloja, a poslednji
red su korelacije koje su nametnute vezom broja cestica i kvanata fluksa
(sve ove korelacije su predstavljene na levoj polovini Slike 5.1). Oznake
P, A oznacavaju redom projekciju na LLL i antisimetrizaciju (za svaki sloj
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posebno). U termodinami¢kom limesu veza izmedu broja ¢estica i kvanata
fluksa glasi [23]:

Ng = NbT +Nbl +NfT +Nfl
= 2Ny + Nyp + Ny = 2Ny + Nyp + Ny, (5.2)

sto daje dodatni uslov Ny = Ny|. Dakle, broj fermiona je balansiran, dok
za bozone ne postoji ogranicenje.

U drugom slucaju, za koji ocekujemo da opisuje scenario kada su dominantne
intrakorelacije, fermioni se vezuju isklju¢ivo unutar sloja u kojem se nalaze
(desna polovina Slike 5.1) i talasna funkcija je:

Uy = PA{] [(zir = 251) [ T (a0 = 20) T (201 = 2a0)

1<j k<l p,q
x @ (wy, ) [ [(wir — wr)® x @p(wy, @) [ [ (wiy —wyy)?
1<J k<l
x [ [ (it = wi)? [ ] 2y — wiy)?}- (5.3)
ij k,l

U ovom slucaju veza broja kvanata fluksa i broja Cestica je [23]:

Ng = 2NfT + 2NbT = 2Nfl + 2Nbl
= 2Nyp + Nop + Ny = 2Ng| + Nop + Noy, (5.4)

odnosno broj i fermiona i bozona mora da bude balansiran: Ny = Ny, Ny =
Nbi-

U [22] numericki je racunato preklapanje ¥; za egzaktnom funkcijom os-
novnog stanja za sistem od 5 elektrona po sloju u zavisnosti od d/lp.

Ovde navodimo njihove rezultate (Slika 5.2) zato $to se ¢ini da ubedljivo
(barem za male sisteme) demonstriraju da ceo pristup preko probnih talas-
nih funkcija koje interpoliraju izmedu dva poznata limesa, 111 i odvojenih
v = 1/2 slojeva, ima nekakvu fizicku sustinu. Iako je broj elektrona u
ovoj simulaciji daleko od termodinamickog limesa, ¢injenica da na Slici 5.2
postoje pikovi kod intermedijernih stanja uliva dodatno poverenje u oprav-
danost izbora talasne funkcije Wi. Za Wy jos uvek ne postoji detaljna nu-
meric¢ka analiza.

Ukoliko izmedu mora kompozitnih bozona i kompozitnih fermiona postoji
fazna granica, fazni prelaz ¢e biti prvog reda. Ovakav scenario je opisan
u [24], gde autori zamisljaju da postoje izolovani regioni nekoherentne faze
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—— {1 Fermions

+——= 2 Fermions |
=—=u 3 Fermions 7
0.6 e—=o 4 Fermions —
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Slika 5.2: Preklapanje probne talasne funkcije ¥ sa egzaktnim osnovnim
stanjem, prema [22]. Napomena: oznaka za 111-stanje je |0 fermiona) i
za malo d/lp ono ima najveée preklapanje; sa druge strane, za veliko d/lp
osonovno stanje je najblize onom sa maksimumom kompozitnih fermiona.

unutar 111 faze. Iako ovaj model korektno predvida neke uocene pojave
(npr. polukruzni zakon), Slika 2.3 sugerise da se pik razvija postepeno i da
je fazni prelaz kontinualan. Ova moguénost je prirodno prisutna u slici o
mesavini kompozitnih bozona i kompozitnih fermiona.

Transportna teorija Drude-ovog tipa se moze lako formirati ako se uzme u
obzir da su kompozitni fermioni zapravo elektroni koji sa sobom nose dva
kvanta magnetnog fluksa, dok kompozitni bozoni vezuju jedan kvant fluksa.
Tada je efektivno elektriéno polje koje vide Cestice u sloju o, u prvom slucaju
(Uy), dato sa:

£ =E7 —2eJF — €(J}) + I7), (5.5)
& =E7 — eIy +I; +I; +33), (5.6)

gde su J‘}(b) Fermi- i Bose-struje u sloju o, a € = [ _0 0 ], 0 = e%

Transportne jednacine su onda:
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Efwy = PrmyI 7w (5.7)

pri ¢emu je usled simetrije p}(b) = p?(b),dok je ukupna struja data sa J° =
Jy+J ? Mozemo definisati otpornost za jedan sloj (p'!) i "drag” otpornost
(p"):

E! = ptJt, (5.8)

E? = pPJt. (5.9)

U slucaju v1 = vp = 1/2, tenzori py, ps su dijagonalni (zato $to su kom-
pozitne Cestice u nultom efektivnom polju): pp, = diag|ppes, Pbez)s PE =
diag[pfea, Pfae), @ u "drag” slucaju imamo i uslov J? = 0,J'—konacno.
Tada iz (5.8,5.9) elementarnim algebarskim manipulacijama se dobija:

—h, (5.10)

pP =1/2{ [pb—l - p;l] T e [(pr+20) 4,17}, (5.11)

—1
p't =1/2{ [pgl + pﬂ +2e+ [(pr+26) " +p, ']

ili, preko matri¢nih elemenata:

202 52
oD — . brx 5 , (5.12)
(Pbzz + Pfaz) (P + 2Pb20Pfrx + Py +40%)
D 0(2pbzaf fox + p?‘xl‘ +46%) (5.13)
P 2 phapran + Py + 407 |
11 _ PoualP s (Poee + Praw)® + 2Pome (o + 2P f20)0* (5.14)

T (pbmc + pf:c:r:)3 + 4(pbm: + me)52

U formulama se javljaju parametri o, ppzy i prea, Pri ¢emu su poslednja
dva slobodni i ne moze se a priori nista reé¢i o njima. Stoga su Simon et
al. [22] rezonovali na sledeéi na¢in. Pri velikim d/Ip mali je broj kompozitnih
bozona zato §to je kondenzat razbijen i ppe, je veliko u odnosu na J, koje je
tipi¢na Hall-ova otpornost. S druge strane, sa Slike 2.5 se vidi da je za velike
d/lp pouzdano py,, < 0, a cak i kad se d/lp smanjuje, pa, raste sporo [10].
Sve u svemu, za veliko d/lp pretpostavljamo da vazi pyzz > & > prga, @
ako dodatno pretpostavimo i pyzzpfre < 82, imamo asimptotski:
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242
D
rz ) 5.15
P Pora ( )
1)
D 2
oy N 40 , 5.16
Py (pm) (5.16)
|0zsl = |P5 - (5.17)
Iz ovih formula sledi polukruzni zakon:
0 0
(p:lp)x>2 + (pgy - 5)2 ~ (5)27 (518)

Sto se slaze sa [24] (ovaj zakon je opsteg karaktera za dvokomponentne sis-
teme u dve dimenzije i ovde ga shvatamo kao kljucni test za gornji, pomalo
naivan, niz aproksimacija).

U suprotnom limesu (kada se d/lp smanjuje), u skladu sa [22], vazi ppy, <
Prze <K 0, jer pyz, opada zbog Bose kondenzacije. Kada ppg, — 0 sledi
kvantizacija Coulomb-ovog drag-a:

o &6, (5.19)
02
pa?:ﬂ ~ b, 0, (5'20)
Pfrx

§to su izmerili Kellogg et al. [16].

Sada se vratimo na slucaj kada su kada su dominantne intrakorelacije (5.3).
U skladu sa Slikom 5.1 formule za efektivna polja se modifikuju u:

£f =E° —2eJ5 — 2eJ7, (5.21)
& =E7 — e(Iy + Ij +23%), (5.22)

pa analogni racun daje za tenzore otpornosti:

p't = %{[pb‘l + p}l]_l + 2¢
o207 407 [(on— 20 00+ 2072 1} (5.23)

pP = %{[pb‘l +p}1]_1 + 2¢
=207 457 [(00— 20 207 (5.24)
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Matriéni elementi od interesa su:

P 20020 (5.25)
o (pbmt + pfrz)3 + 4(pbxa: + pf:cz)52 '
P} 220
D T
= , 5.26
Pey (pfzx + pbzx)2 + 462 ( )

pll _ PbazfPfax (Pbzz + pfzx)2 + 2pfﬂcx(2ﬂbm; 4 pfxx)52 5.2m)
T (Pb:mc + pfzx)?’ —+ 4(Pb:m: + mez)(SQ

I u ovom slucaju postoje dva fizi¢ki znacajna limita uz skladu sa sledeé¢im
pretpostavkama za pyrz, P fze- Kada je ppre <K ppre < 0:

p
pre =L, (5.28)
2
1p
b, ~ i f;‘m’, (5.29)
p
P & P, (5.30)

tako da vazi polukruzni zakon (p2,)? 4 (pb, — 92 =(2)%i|pL| = |ptL).

U rezimu pyz, < 0 < prye dobijamo kvantizaciju Coulomb-ovog drag-a:

29
oD — Pal o, (5.31)
pfrr
p o
P ~ — 0. (5.32)
Pfxx

Naglasimo da su ovi limiti razli¢iti od onih koje su posmatrali Simon et
al. [22]. Na primer, ovde polukruzni zakon sledi kada je ppz.-malo (dakle,
suprotno u odnosu na [22]), dok pfz, moze da bude i veliko u odnosu na
0. Posto je ve¢ napomenuto da za vrednosti py;.,pfe ne znamo kolike
su, onda ne mozemo ni sa sigurnosé¢i re¢i koji od ovih grani¢nih slucajeva
su fizicki korektni. Smisao predasnje analize je samo da se ustanovi kakvo
kvalitativno ponasanje u principu moze da se pojavi u eksperimentu.

5.2 Chern-Simons teorija za dvosloj

Posto preliminarni racun iz prethodnog odeljka pokazuje kvalitativno sla-
ganje sa eksperimentom, kao i u Glavi 4 zZelimo da formuliSemo Chern-
Simons teoriju polja za koju ¢e funkcije ¥y, Wy biti osnovno stanje. Ovaj
zahvat ne vr§imo samo radi kompletnosti, ve¢ i zbog toga sto ¢e se iz takve
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teorije lako videti funkcije odziva, uredenost sistema i spektar niskoener-
getskih ekscitacija. Generalni nedostatak Chern-Simons teorija je §to ne
ukljucuju projekciju na LLL, gde mora da se odvija celokupna fizika. Ovde,
pored tog problema, postoji i problem uklju¢ivanja antisimetrizacije kao u
(5.1,5.3). Nadalje ¢e oba nedostatka biti ignorisani. Polazni lagranzijan je
dat sa [23]:

1
L= {Ul(idy — af” + Ag + 0By) ¥y — o |(=iv + al” — A —oB)¥,|?}
(—iV +al? — A - oB)®, %}

—I—Z Z %%a%"(v x a'%)

o =F,B

1
—2Z/d2r'6pg(r)Vw/5p0/(r'(}5.33)

. . 1
+ zg:{fbl,(zc{?o — a(]j3 + Ao+ 0By)P, — %|

gde su oznake u skladu sa Glavom 4: ¢ prebrojava slojeve, ¥, i ®, su polja
kompozitnih fermiona i kompozitnih bozona u sloju o, Vi1 = V|| = V,,
Vi = Vi1 = Ve, a gustine su dp, = 5pE 4+ 6pB. Polja A i B se kupluju sa
naelektrisanjem i pseudospinom, a u opstem slucaju moramo uvesti 4 gejdz
polja af(B)?  Sreéom, nisu sva nezavisna. Tako u prvom slu¢aju analogon
relacije (5.2) su jednacine za gejdz polja:

V x al = 27(26p"7 4 6pPT + 6pB1),
V x aBP? = 27 (6p""T + 5pFt + 6pPT 4 6pP), (5.34)

iszojiFh se V}igdi dg postoje samo dea linearno nezavisna gejdz polja: ac =
a Tera o= T;a - iag=2 Tga l, za koja (5.34) u Coulomb-ovom gejdzu

glasi: ”“2% =dpy+dp =0pi % = 6pt'T — §pT't = §pE. Ovo su veze

koje u funkcionalni integral uklju¢ujemo Lagrange-ovim mnoziteljima ag i
C

ag . Deo sa interakcijom se lako dijagonalizuje (kao u Glavi 4) uvodenjem
Vo = Yo i Vg = Yagte,

Strategija za integraciju bozonskih funkcija je ranije ve¢ primenjivan Madelung-
ov ansatz (3.16), dok se fermionske funkcije tretiraju kako je detaljno objasnjeno
u [10]. Nakon Fourier transformacije, u kvadrati¢noj (RPA) aproksimaciji,
uvodenjem smena dpl, = (5,0% + (5,01,5/)% = (SpiT — (5pi,i = F,Bifc =
0y +0),0s = 0y — 0], svi clanovi se uredno raspadaju na deo koji opisuje
kanal naelektrisanja i pseudospinski deo:

1
Lo = Koo(6a§)? + K11 (bac)? + %agjz‘kac —
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Bec, W g, Dk o By 2
dpcday + 25p00(; m460 m(éac)

e
2 (2m)?

Vo (5.35)

1 s
'CPS = K00(5ag)2 + K11(5a5)2 + %a(‘?lk‘as

: = 1.2 -
B W B Pb k 2 Pb 2 1 B
B - - - 7B - -
+6ps o+ 5 50595 m 95’ m 5 [/S<5IOS +

ﬁaS)Q, (5.36)
27

gde su 5a8j = aoc — Ap, dac = ac — A, 5ag = aOS — By, das = ag — B,
pp-srednja gustina bozona u (bilo kom) sloju, a u zapisu je iskoriséena kom-
paktna notacija koja je pojasnjena u Glavi 4. Koo(k) i K11(k) su korela-
cione funkcije (gustina-gustina i struja-struja, redom) za slobodne fermione

u RPA aproksimaciji [10]. U dugotalasnom limesu (k/k¢ < 1) one se mogu
izracunati prema opstim formulama iz [10]:

m

Ko (k,w) = 5

(1-0@? —1)—

S (5.37)

k’2
K1 (k,w) = W(—ﬁ " 2y +0(z? = 1)|z|vVz2 -1

+i0(1 — 2?)|z|V/1 — 22), (5.38)

gde je z = %, k¢-Fermi impuls i ng-gustina fermiona, a ©- Heaviside-ova
funkcija. Masa koja figuriSe u izrazima za Kgg, K11 moze se poistovetiti sa
golom masom elektrona samo u okviru RPA aproksimacije (u kojoj trenutno
radimo).

Sada posmatramo kanal naelektrisanja (5.35). Integracijom po & pg, a potom
po dac, dobija se korelaciona funkcija za gustinu:

(35)°
mo(k) = - “k ; ST (5.39)
b 27
Lo — 2K 11 4 Vo(ss)? + e,
Posto je u grani¢nom slucaju x < 1: Kgg ~ %(1—1—2’;16), K=~ —12k7r2m+i2%fx,

iz korelacione funkcije (5.39) se vidi da je sistem nekompresibilan za k,w —
0, sve dok postoji termodinamicki znacajna koli¢ina bozona.

U pseudospinskom kanalu pre svega trazimo signal Bose kondenzata, odnosno
interesuje nas da li postoji Goldstone-ova moda (4.10) i kakvo je dugodometno
uredenje. Zato u (5.36) stavljamo? A, = B,, = 0, pa eliminacijom ag, as, 5p€

dobija se:

2Kompletan linearni odgovor u pseudospinskom kanalu dat je u Dodatku C.
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(65(~R)Os(K)) = —

. (5.40)
_ 2pp Vs ]{12
m

gde je a = %K&)l - KH(%)Q. Zaista se pojavljuje Goldstone-ova moda,
doduse uz mali disipativni ¢lan®:

25 ,
WO(k) =/ PoVsy Vs ys (5.41)
m 1673/2, /ny

Cak i za velike vrednosti z, moze se proveriti da pol ostaje na istom mestu
ako pretpostavimo da je p, > ny (5to je opravdana pretpostavka u ovom
slu¢aju), a imaginarni ¢lan pritom nestaje. Kao i u 4.12, ovo implicira
postojanje pravog ODLRO-a, znaci radi se o "dobrom” Bose kondenzatu.
Goldstone-ova moda w?(k) (5.41) lako se uocava na Slici 5.3, gde je predstavl-
jen realni deo korelacione funkcije gustina-gustina, moo(k) (Dodatak C.12)
u zavisnosti od parametara Q = k/ky i © = w/(kky). Preostali (fiksirani)
parametri su: m =Igp =1,d = 0.5, ¢ = 12.6, Vg = nd/e, py, + ny = 1/(47),
n=ns/p, = 1/10.

Ee my

Slika 5.3: Remgo(k) i Goldstone-ova moda za slu¢aj ¥y

Opredelili smo se za grafik korelacione funkcije gustina-gustina jer ona ima
direktan fizicki smisao, mada i 8 — 6 korelaciona funkcija daje kvalitativno

3Disipativni ¢lan nam, u principu, smeta i pozeljno je otkloniti ga [23].
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identi¢nu sliku (moze se lako proveriti da oba izraza, C.12 i 5.40, imaju isti
singularitet).

Sada se vratimo na drugi slucaj (5.3). U skladu sa Slikom 5.1, relacije (5.34)
postaju:

V x al'? = 27(26p"7 4 26p57),
V x aP? = 27(20p"7 + 681 + 5pB)), (5.42)

odakle se vidi da u ovom slucaju pOStOJe 3 linearno nezavisna gejdz polja,
FT_,’_CLFL BT—‘,—CL a T_aFl CLBT—G,B

ac = > = 5 as = 3 iapg = “—5*—. Uvodenjem istih

smena kao i u prethodnom slucaju, lagranzijan se opet raspada na sektor

naelektrisanja:

ik
Lo = Koo((;ag)z + K11(5a0)2 + %CLOC(IC

w . g Be o Pk o 1 ko o
— — — - — = — A4
t5 dpcbc — dpcdag - ——bc m(5 ac)? QVC(%) ac: (5.43)
i pseudospinski sektor:
S\2 9, Ik g ik ps
Lps = K00(5a0) + K11(5a5) + gao ars + ﬂao (as — aps)

W g, pops BE L Py 2 1ok 9,
+26p595 dpgdag i 05 m(5aFS) QVS(QF) ag, (5.44)

FS_

gde su day — By,dars = apgs — B, a sve ostale oznake su iste kao i

ranije.

Na kanalu naelektrisanja se neéemo zadrzavati. Napomenimo samo da se
integracijom po svim gejdz poljima, gustinama i bozonskoj fazi, dobija da
je sistem nekompresibilan u ovom sektoru. Za pseudospinski deo, 6 — 6
korelator je:

=By i
()28 +7) — 26y

(0s(—k)0s(k)) = (5.45)

gde su 3 = 2K00( k)2 25;’, v = Vs(£)? — 2K11. Za male vrednosti k/ky i

4 s . .
x, korelator divergira za w’ = % = const, §to ocigledno nije u saglasnosti

sa pretpostavkom o vrednosti tekué¢ih varijabli i ovaj p()l odbacujemo. Za

. . . v Tlf
x> 1 (i k < ky), relacije (5.37) su priblizno Ko ~ Ky~ -1, pa
se dobijaju dva pola:

4#12 )
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WO(k) = 47;1” ", (5.46)
Q0(k) = 47::’” (1+1n), (5.47)

gde je parametar n = p,/nys, odnos bozonske i fermionske gustine za koji
ocekujemo da je mali u limesu koji na ovom mestu posmatramo. Na Slici 5.4
prikazan je realni deo korelacione funkcije gustina-gustina za sluéaj ¥y (for-
mula C.15), gde je, za razliku od Slike 5.3, prikazana zavisnost od w i @,
uz promenjene parametre d = 1.5 i 9 = p,/ny = 1/10 za koje ocekujemo da
su relevantniji za ovaj slucaj. Lako se uoc¢ava ”plazmena” frekvenca Q° na
w=1iw’ naw=1/10. Takode, upadljivo je odsustvo Goldstone-ove mode
na Slici 5.4.

0.00Q il |||||||
il
. ‘ \\ g —-1|I||ll i| i|i||||||||||| |||I |||I |||| |||||| ||
| \\'|'|'|'|"|'|l||||'|"'|"|"" |"|'|““'

||||||||| i )

|||||||||||

Slika 5.4: Remgo(k) za slucaj ¥o

Sada se bez veéih problema moze izracunati ODLRO. Prema [18], znamo
da u takvom racunu interakcija nema uticaja na vrednost karakteristiénog
eksponenta (ovo je evidentno i iz Glave 3, primedba nakon relacije 3.28), p
¢emo uzeti Vg = 0. Imajuéi u vidu da radimo u dugotalasnom limesu i da
je m-malo, dobija se sledeéi izraz za korelator:

2mwp w? — wl%n

OsRPs () = Sz 2 = (O [ — (@)

(5.48)
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. 4mn . . . . . .
gde jewp = Tf Do na linearne ¢lanove po n, usled kvadriranja u imeniocu,

pol w(k) izjednacavamo sa nulom i nakon konturne integracije po w (slicne
onoj u Glavi 3), dobija se:

47

(O5(— k)6 (k) = — 5 (1= 20), (5.49)

i ODLRO je algebarskog tipa:

. — 1
i0s(r) ,—i0s(r') - -
(e e ) x PR (5.50)
Vidimo da za n = 1/2 u stvari mozemo govoriti i o pravom ODLRO.

Izraz (5.50) formalno podseca na Kosterlitz-Thouless XY-uredenje, samo $to
ulogu temperature preuzima parametar 7 (ceo sadrzaj ove Glave je baziran
na pretpostavei 7' = 0). Prema ovoj analogiji, relativne fluktuacije bozonske
i fermionske gustine predstavljaju mehanizam koji dovodi do ultimativnog
razuredenja kondenzata.
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GLAVA 6

ZAKLJUCAK

Jako korelisani sistemi u niskim dimenzijama, kakvi su kvantni Hall-ovi jed-
nosloji i dvosloji, i dalje su predmet intenzivnog eksperimentalnog i teori-
jskog istrazivanja. U ovom radu predstavljene su neke osobine ovih sis-
tema, pre svega kvantnomehanicke korelacije, parametri poretka i uredenje.
Preslikavanje elektronskog sistema na odgovaraju¢i bozonski sistem koji
moze da ispolji Bose-Einstein-ovu kondenzaciju (ili, opstije, superfluidnost)
ispostavlja se kao vrlo efikasan metod za objasnjenje raznovrsne fenom-
enologije kvantnog Hall-ovog efekta u razlicitim sistemima (Glava 2). Tako,
kompozitno-bozonska teorija (Glava 3) uspeva da ¢ak i u slici srednjeg polja
potpuno reprodukuje najbitnije eksperimentalne rezultate koji se odnose na
FQHE. Ipak, mesto na kojem kompozitno-bozonska teorija moze da pokaze
svoj pun potencijal su kvantni Hall-ovi dvosloji (Glava 4).

Dvosloji su slozen sistem koji i dalje nije kompletno opisan, a Glava 5 donosi
rezultate koji se odnose na kvantni fazni prelaz u dvosloju pri variranju ras-
tojanja d izmedu slojeva. Za male vrednosti d, eksperimenti ukazuju da su
dominantne interkorelacije, a za velike d intrakorelacije postaju znacajnije.
Rezim d ~ [p je otvoren problem i u Glavi 5 su ponudene dve probne talasne
funkcije za koje o¢ekujemo da dobro opisuju sistem u tom rezimu i njegovoj
okolini. U stvari, za manje d prethodno je ve¢ utvrdeno da prva od ovih
funkcija (V1) ima zadovoljavajuée preklapanje sa egzaktnim osnovnim stan-
jem u simulacijama sa malim brojem elektrona. U okviru Chern-Simons
pristupa mi smo pokazali da ¥; opisuje nekompresibilno stanje u kanalu
naelektrisanja i ima pravi ODLRO u pseudospinskom kanalu i linearnu
Goldstone-ovu modu.

Druga moguénost (V) nas zapravo vise interesuje jer se ¢ini da bi mogla da
objasni neidealnost superfluida koja se vidi u eksperimentima (npr. konacan
pik u tuneliranju ili izostanak Kosterlitz-Thouless prelaza). Pokazano je da
u okviru Chern-Simons RPA aproksimacije ¥y dobro opisuje "drag” eksper-
imente i predvida polukruzni zakon u odredenom rezimu. Dalje, U5 u stvari
pokazuje kako se kondenzat dvosloja razureduje (uvodenjem kompozitnih

38



GLAVA 6. ZAKLJUCAK

fermiona) i ODLRO u pseudospinskom kanalu postaje algebarskog tipa.
Ovaj zakljucak je, na neki nacin, glavni rezultat ovog rada.

Potrebna je dodatna analiza da bi se mogao konstruisati definitivan fazni di-
jagram za dvosloj i da bi se uopste videlo moze li homogen opis razuredenja
(kakvim smo se bavili u ovom radu) da objasni eksperimentalne rezultate.
Neka od pitanja koja ostaju predmet bududeg istrazivanja su npr. izostanak
Goldstone-ove mode u slucaju Vo, efekat neuredenosti u sistemu, kao i
prosirenje formalizma za konacne temperature 1" # 0.
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DODATAK A

FABRIKACIJA UZORAKA

Uobicajeni metod za fabrikaciju niskodimenzionih struktura je uzgajanje
poluprovodnickih legura, sloj-po-sloj, unutar tzv. MBE! magina sa visokim
vakuuumom. GaAs kao materijal (Slika A.1) je trenutno najzastupljeniji
(jedna od prednosti je sto elektroni u GaAs imaju vrlo malu efektivnu
masu), iako najnoviji trendovi otvaraju moguénost povratka ugljenika, u
vidu grafena).

Slika A.1: GaAs

MBE rast omogucéava da se eliminisu defekti, tako da je mobilnost elek-
trona i Supljina vrlo visoka. Tehnikama MBE moguce je i direktno konfini-
rati elektrone u dve dimenzije. Da bi se potpuno definisala nanonstruktura
uredaja koji se dizajnira, proces se nastavlja litografijom (Slika A.2). Ona
podrazumeva nanosenje organskog materijala (rezist) na supstrat i njegovu
delimi¢nu polimerizaciju zagrevanjem. Nakon izlaganja svetlosti ili fokusir-
anom elektronskom snopu (e-beam) kroz masku (na kojoj je Sema bududée
nanostrukture), polimer na odredenim mestima biva razgraden. Ispiranjem
u rastvaracu, ti delovi ¢e biti potpuno odstranjeni i imamo definisanu mezu
koja nosi 2DEG nekih ~ 100nm ispod povrsine (korak 4 na Slici A.2).

Zgodan nacin za konfiniranje elektrona je putem metalnih gejtova koji se
mogu evaporirati na povrsinu uzorka. Postavljanjem napona na gejtove,

'Molecular Beam Epitaxy
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1. Depozicija rezista 5. Evaporacija gejtova

I 4 7St é
. 4= 2DEG-ovi «4— metal

2. Ekspozicija 6. Gornji gejt
< y . G- svetlost/e-beam

iy ) -
2 2 5 <

i S 8V & ' RS il & zornji gejt
4 2DEG-ovi ’—-

3. Rastvaranje

- - e W W
s 4—Rastvarad

400 um

4. Definisana je meza: 7. Donji gejt

1\ 4 2DEG-ovi %
[ _ donji gejt = _

Slika A.2: Proces litografije za 2DEG: prva kolona opisuje definisanje meze,
druga kolona se odnosi na dizajniranje gejtova. Donji gejtovi(7) su pogodni
za eksperimente sa dvoslojima.

modifikuje se profil gustine elektronskog gasa duboko unutar poluprovodnika
2. Gejtovi se obi¢no postavljaju sa gornje strane, ali u nekim slu¢ajevi (kod
dvosloja npr.) pogodno je da budu i sa gornje i sa donje strane. Tako
je zeljena struktura (po modelu sa maske) realizovana, potrebno je samo
dodati omske kontakte da bi se iSta na njoj moglo meriti (omski kontakti se
dobijaju kaljenjem Au,Ge, Ni).

Ovde je izlozena procedura fabrikacije u najgrubljim crtama, namera je bila,
pre svega, da se opiSe njena kompleksnost i da se omoguéi razumevanje
citiranih eksperimenata u Odeljku 2.4. Za sve dodatne detalje, konsultovati
[25].

2Svega nekoliko volti DC napona dovoljno je da dovede do potpunog proboja 2DEG-a,
tako da je ovaj metod zaista vrlo koristan.
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DODATAK B

CHERN-SIMONS
TRANSFORMACIJA

Sistem od N elektrona u dve dimenzije i magnetnom polju normalnom na
ravan zadat je hamiltonijanom

N

H:Z;n[pz—keAr, +ZeA0rZ+ZV r; —Tj), (B.1)

=1 1<j

i talasnom funkcijom koja je antisimetricna u odnosu na transpoziciju dve
Cestice:

PU(ry,...,ry) = U(rpy,....rpy) = (—D)FU(ry, ..., ry). (B.2)

Transformacijom koja deluje na fazu talasne funkcije, moguce je gornji elek-
tronski problem preslikati u ekvivalentan bozonski problem. Naime, talasna
funkcija

0
— 771 — _j P
d(r1,...,rny) =U " "VU(ry,....,ry) =exp | —i Zéj —aij o(r1,...,ry) (B.3)

i hamiltonijan

H =UYHU

1
o [pi + eA(r;) + ea(r;)] 24 Z eAp(r;) + Z V(r;—r;), (B.4)
i=1 1<j

Mz
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opisuju isti sistem kao i (B.1,B.2), pri ¢emu je ¢-simetricna u odnosu na
transpozicije ¢estica i u transformisanom hamiltonijanu (B.4) se javlja do-
datni, tzv. Chern-Simons gejdz potencijal, koji je dat izrazom:

R
22N Viaig, (B.5)

T on
WWJ#Z

gde je ®p-kvant fluksa, 6 = (2k + 1), k-ceo broj i a;j-ugao izmedu x-ose i

radijus-vektora koji spaja cestice j i 4.

U nastavku ¢e biti pokazana ova ekvivalencija. Unitarna transformacija je
eksplicitno:

0
U=exp|iy_ —aij | (B.6)

i<j

gde je aj;- ugao izmedu z-ose i radijus-vektora rj —rj, pa kao takav ne zavisi
od operatora impulsa p;j. Impuls se pod uticajem U transformise kao:

UpiU™t =U(—iV, U™ ) +UU L (—iV))

= exp ’LZ aw Z —Via;j)exp —zz -5 | + pi
i<j j;ﬁz Z<J

= —ea(r;j) + pi, (B.7)
a ceo kineticki ¢lan:
U [p; + eA(r;) + ea(r;)]? U™

= U [p; + eA(r;) + ea(r;)| U'U [p; + eA(ry) + ea(r;)] U™
= Ulp; +eA(ry))? U, (B.8)

posto U ne zavisi od impulsa, pa tada Ag i V ostaju invarijatni, te je

H=UHU, (B.9)

odnosno, H' = U~YHU, &to je i trebalo pokazati. Ostalo je jos ispitati kakva
je simetrija transformisane talasne funkcije (B.3) u odnosu na transpoziciju

"Vrednost ugla je odredena do na 27, ali posto deluje operator V, rezultat je jed-
noznacan.
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Cestica. U tu svrhu, uzmimo da se vrsi zamena Cestica n i [ tako da je,
recimo, n < [ i raspiSimo U u obliku:

U(ri,...;n, ey T, o, I'N)

N 9 N 9 n—1 9 N 9
= exp(i Z i +1 Z —Qnj +1 Z —Qin +1 Z — i
1<j(#n,l) j=n+1 =1 j=l+1

-1 ) )
+i Z ;ail‘i‘i;anl)- (B.10)
i=1(i#n)

Sada se lako moze videti ukupna promena faze (celog izraza u eksponentu)
kada n i [ zamene mesta:

0 -1 0

m=n+1

Iz ociglednih geometrijskih razloga, a;; — aj; = £m. Kada je § = (2k + 1),
ukupna promena faze je

-1

D (2r ili 0 ili fzw)g +0, (B.12)
s

m=n-+1

pa prvi ¢lan ne daje doprinos pri eksponenciranju. Dakle, U daje doprinos
+i6 pri transpoziciji dve Cestice i u slucaju 6 = (2k + 1)7 talasna funkcija
nakon transformacije je simetri¢na, odnosno opisuje bozone.



DobpATAK C

FUNKCIJE ODZIVA

U ovom dodatku navodimo osnovne napomene i medukorake koji dovode
do formule (3.22), te njenih analogona u slucaju dvosloja. Da bi se do-
bile funkcije odziva, treba izvrsiti ogrubljivanje po svim stepenima slobode
osim onih koji opisuju spoljasnje polje. Integracija nekog polja, u svim
slu¢ajevima razmatranim u ovom radu, se svodi na gausovsku i kompleksni
integral:

/d(z, Zx)exp [~z *x wz + ux z + vz = gexp [u—;v] ,Rew > 0. (C.1)

Tako se f-integracija u (3.20) moze izvrsiti dopunjavanjem do potpunog
kvadrata i primenom (C.1), da bi se dobio efektivni bozonski lagfranzijan:

Lor =Y gruwkoau(—k)sa k), (C2)
v
1 —(po/2m) k|2
moo(k) = = — C.
o) = Ty o2k — oz )
ros(k) = =22 |5, {po/2m)kaks CA
o)== |20 23T (k) — (o 2m) PP (€4
rou () = mao(k) = —L20 Wha 1 (C.5)

2m V (k) w?/2V (k) — (po/2m)|k[2’

gde je da, = a, + A,. Funkcije 7, predstavljaju linearni elektromagnetni
odgovor bozonskog polja. U statickom limesu, moo(k) = 1/‘7(k),7ra5(k) =
— 2 (0ap — %) Na sli¢an na¢in se moze izvrsiti i integracija po gejdz polju
a, (u Coulomb-ovoj kalibraciji), tako da se mogu dobiti kompletne funkcije
odziva u gausovskoj aproksimaciji:
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DODATAK C. FUNKCIJE ODZIVA

() (k) (Kl/20)°
" W) (k) = (kI/207
) = _—m()(Kl/20)?
T R k) - (/207
1) — g — U)K /26
PSS oy (k) — (11267

U slucaju 111, funkcije odziva u pseudospinskom kanalu su:

1

Vs — e’
mo1(k) =m0 =0,
2p

k)= ——.
m11(k) -

ﬂ'oo(k) =

Za pseudospinski kanal kod ¥; (5.1):

Q(VS + 20&)
VS<1 — QVS) + 20’
471 KHQVS
k Ve(1—QVs) +2a’

(Vs(1 — QVg) + 52—) (2K11 — 2) + 4K, 2 (2>

moo(k) =

71’01(/{7) = 7T10(k‘) =

k) =
11 (k) Vs(1—QVs) + 2a 7
1 2712 21!
gde je a = 4K00 Kn(3)% Q= [VS ~ 2p, kQ} :

Funkcije odziva u slucaju Ws (5.3) za pseudospinski kanal:

1k
WOO_Z(%)a
oLk
7T0177T107A27T ’
1 2py, 2mpy
= —{A?+ AQQK; — =22 — 16WH(—o)d
11 A{ + ( 11 m (mw))}ﬂ

mw2 2
(223

1 kN2 mw?2 2& 20, (27

2Kq0 (27r) Qpb(QW)Q m Po ( )

A =AWH(ZPey2 oK.

gde je Wi = —

(C.12)

(C.13)

(C.14)

(C.15)
(C.16)

(C.17)

A=A me? 2K11 + Vs(£)2,
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