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1

Uvod

Kvantni Holov efekat je privukao veliku pa��u teorijskih i eksperimental-
nih fiziqara odmah nakon �egovog otkri�a. Najpre su Klicing, Dorda i Peper [1]
otkrili celobrojni kvantni Holov efekat 1980. godine, a zatim su Cui, Stormer i
Gosard[2] otkrili i frakcioni kvantni Holov efekat 1982. godine.

Kvantni Holov efekat je makroskopski kvantni fenomen koji se jav	a u dvo-
dimenzionalnom elektronskom gasu pri niskim temperaturama i u prisustvu jakog
spo	ax�eg magnetnog po	a [3]. Holova provodnost uzima kvantovane vrednosti:

σxy =
e2

2πℏ
ν (1.1)

gde je ν ceo broj, u sluqaju celobrojnog kvantnog Holovog efekta, dok u sluqaju
frakcionog kvantnog Holovog efekta mo�e uzimati odre�ene vrednosti racional-
nih brojeva.

Jedan uzorak mo�e ispo	avati celobrojni kvantni Holov efekat na odre�enoj
jaqini magnetnog po	a, a frakcioni na drugoj jaqini magnetnog po	a. Celobrojni
kvantni Holov efekat se jav	a kada je potencijal neure�enosti jaqi od potencijala
interakcije, dok, u suprotnom imamo frakcioni kvantni Holov efekat[4].

Eksperimentalno najistaknutije vrednosti kod frakcionog Holovog efekta su
ν = 1

3 i 2
5 . Me�utim, kasnije su na�eni platoi Holove provodnosti i na drugim

frakcijama popu�enosti, kako u okviru osnovnog Landauovog nivoa, tako i na vixim
Landauovim nivoima. Egzotiqne osobine nisu strane sistemu koji ispo	ava frak-
cioni kvantni Holov efekat. Tako je prona�eno da u takvom sistemu interakcija
izme�u elektrona pravi visoko korelisano kvantno sta�e, koje je sada prepoznato
kao novo sta�e materije. Ono xto je mo�da najzanim	ivije le�i u qi�enici da nae-
lektrisane qestice koje se kre�u u ovakvim sistemima nose frakciju naelektrisa�a
elektrona, kao da se elektron podelio. Me�utim, elektron je nede	iv konstituent
materije [5]. Veliku ulogu u objax�e�u ovakvog fenomena ima topologija i geome-
trija kvantnih mnogoqestiqnih sta�a sistema.

Teorija frakcionog kvantnog Holovog efekta danas razmatra sve fiziqke osobi-
ne dvodimenzionalnih elektronskih sistema u prisustvu jakog magnetnog po	a, tako
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2 1. Uvod

da qesto mexa�e Landauovih nivoa, tj. uticaj ostalih Landauovih nivoa u odnosu
na osnovni Landauov nivo, mo�emo da posmatramo kao slabu perturbaciju. Kvali-
tativno, ovo znaqi da najva�nije fiziqke osobine sistema zavise od potencijala
me�uelektronske interakcije. Ova pretpostavka se pokazala kao veoma dobra kada se
uporede ovako dobijeni numeriqki proraquni sa eksperimentalnim rezultatima.

Kao xto smo ve� napomenuli, od kako je otkriven, kvantni Holov efekat je imao
veliki udeo iznena�uju�ih otkri�a. Mnoga, ako ne i ve�ina, va�nih koncepata u ovom
po	u izgledaju toliko egzotiqno, da verovatno nikada ne bi bili uzeti za ozbi	no
da nisu toliko bili potvr�eni u eksperimentu. Jedan takav koncept je kompozitni
fermion[6]. Opis preko kvaziqestica koje su kombinacija elektrona sa korelacio-
nim xup	inama je prvi dao Rid[7] za opis elektrona na pu�e�u ν = 1

3 Landauovog
nivoa. Tu je predstav	ena jedna verzija Qern-Sajmons teorije za kompozitne bozone.
Kasnije, Rid je predlagao sliqnu kompozitnu sliku za elektrone na pu�e�u ν = 1

2 ,
tj. kompozitne fermione kao efektivni dipol koji ulazi u opis efektivnog Fermi
mora.

Halperin, Li i Rid (HLR)[8] daju konkretan opis sistema polupopu�enog Landa-
uovog nivoa prime�uju�i Qern-Sajmons teoriju na kompozitne fermione, analognu
Qern-Sajmons-Landau-Ginzburg teoriji za kompozitne bozone koju je dao Ceng[9]. U
odnosu na teoriju koju smo predstavili u drugom poglav	u ovog rada, nisu koristili
projekciju na odre�eni Landauov nivo. Oni daju mogu�e odgovore sistema na spo	ax-
�a po	a razmatraju�i Qern-Sajmons teoriju u RPA (random phase approximation1)
aproksimaciji.

Kasnije, Xankar i Murti [10] analiziraju HLR teoriju na naqin Boma i Pajnsa
[11], koji su razmatrali Kulonovu (dugodometnu) interakciju u sistemu elektrona.
Bom i Pajns su analizirali kolektivne ekscitacije elektronskog gasa, i tako uveli
dodatne stepene slobode, izdvojili plazmone (kolektivne ekscitacije) u odnosu na
jednoqestiqne ekscitacije na kratkim du�inama. Primena ovoga u HLR teoriji,
dovela jeXankara i Murtija do najosnovnijeg opisa dipolne strukture, tj. odre�enog
uzima�a kolektivnih efekata u obzir u izgrad�i jednoqestiqnog opisa. Izgrad�a
opisa na naqin magnetoplazmona i jednoqestiqnih ekscitacija je dovela do nameta�a
nekih veza. Kada te veze uvedemo u hamiltonijan, dobijamo efektivno dipolni opis.

U �e	i da, sa mikroskopske strane, xto egzaktnije razmatraju sistem kompozit-
nih fermiona, Paskjer, Haldejn, i kasnije Rid, prime�uju�i ograniqe�e prostora
na jedan Landauov nivo, uvode precizan formalizam proxirenog prostora, u sluqaju
bozona potpuno popu�enog Landauovog nivoa. Izgrad�a fiziqkog prostora je defi-
nisana na taj naqin precizno i predstav	a jednostavan trag po vextaqkim stepenima
slobode.

Dong i Sentil[12] ponovo razmatraju bozonski problem na ν = 1 popu�enosti
Landauovog nivoa, insistiraju�i da postoji svojstvena energija dipola. Ovakav po-
gled, u odnosu na Ridovu formulaciju usred�enog po	a, daje bo	u osnovu za primenu
nekomutativne teorije po	a.

Nastoje�i da dub	e razume ovaj problem, Son je uveo fenomenoloxki dvokompo-

1RPA se neki put naziva ”vremenski zavisan Hartri”. Ovo ime daje mnogo bo	i opis.
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nentnu formulaciju problema u sluqaju polupopu�enog Landauovog nivoa. To pro-
izilazi iz oqiglednog zahteva za postoja�e simetrije izme�u qestica i xup	ina u
opisu. Zatim, Goqanin, Predin, Dimitrijevi� �iri�, Radovanovi� i Milovanovi�[13]
daju mogu�i mikroskopski opis kao osnovu Sonove teorije gde su komponente Dirako-
vog fermiona takozvane kompozitne qestice i kompozitne xup	ine, tj. kompozitni
fermioni.

Osla�aju�i se na prethodne rezultate, konstruisa�emo teoriju u izolovanom Lan-
dauovom nivou zasnovanu na ideji kompozitnih fermiona. A zatim, �emo proveravati
naxu teoriju u odnosu na ve� dobijene ranije eksperimentalne i numeriqke rezulta-
te.

U prvom poglav	u ovog rada upozna�emo se sa osnovnim pojmovima vezanim za
kvantni Holov efekat. Ono se sastoji iz dve celine. U prvoj �emo se baviti klasiq-
nim rexe�em za Holov efekat, dok �emo u drugoj celini posmatrati kvantnu teoriju
i primeniti simetriqnu kalibraciju. Zatim, drugo poglav	e je posve�eno frakcio-
nom kvantnom Holovom efektu. Tu uvodimo pojmove Laflinovog sta�a, kompozitnih
fermiona, fafijanskog sta�a i nekompresibilnosti. U tre�em poglav	u se bavimo
Paskjer-Haldejn-Rid konstrukcijom za kompozitne bozone na pu�e�u ν = 1, rexava-
mo svojstveni problem hamiltonijana u okviru tog formalizma i ispitujemo mogu�a
sparena sta�a izme�u kompozitnih fermiona. U qetvrtom poglav	u analiziramo si-
stem elektrona u polupopu�enom Landauovom nivou. Kao i kod sistema bozona, prvo
�emo konstruisati hamiltonijan sa vezama, a potom rexavati svojstveni problem
hamiltonijana u okviru Hartri-Fokove teorije. U tom poglav	u �emo razmatrati
jox i postoja�e Pomeranquk nestabilnosti u sistemu kompozitnih fermiona. U pe-
tom pogav	u uvodimo pojam Vignerove funkcije i izvodimo kvantnu Bolcmanovu
jednaqinu za sistem elektrona u polupopu�enom Landauovom nivou. Na kraju �emo
dati kratku diskusiju i zak	uqak.
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Kvantni Holov efekat

U ovom poglav	u �emo objasniti osnovne pojmove vezane za kvantni Holov efekat
koji �e nam biti potrebni u da	em radu. Holov efekat se jav	a kada imamo ravan
u kojoj se nalaze naelektrisane qestice na koje deluje magnetno po	e postav	eno
ortogonalno na tu ravan. Prostor gde �ive qestice je dvodimenzionalan.

2.1 Klasiqan Holov efekat

U ovom ode	ku �emo se baviti
klasiqnim Holovim efektom. Po-
smatrajmo skup naelektrisanih qe-
stica qije je kreta�e lokalizovano
u ravni z = 0. Ovo bi u eksperi-
mentu bilo izvedeno tako xto bismo
uzeli tanku ploqicu kroz koju bismo
puxtali elektriqnu struju. Zatim
uk	uqujemo magnetno po	e B⃗ = Be⃗z
ortogonalno na ravan na kojoj se na-
laze qestice. Opisana postavka pro-
blema je prikazana na slici 2.1.

Slika 2.1: Postavka Holovog efekta

Jednaqina kreta�a elektrona u ovako opisanom sistemu je data sa:

m
dv⃗

dt
= −ev⃗ × B⃗, (2.1)

gde je m masa elektrona, a e elementarno naelektrisa�e. Kada raspixemo ovu jed-

5



6 2. Kvantni Holov efekat

naqinu po komponentama du� x, y i z-ose redom, dobijamo tri jednaqine:

m
dvx
dt

= −evyB, (2.2)

m
dvy
dt

= evxB, (2.3)

m
dvz
dt

= 0. (2.4)

Kako smo nametnuli uslov da se qestice kre�u u ravni z = 0, onda je vz = 0. Preo-
staje da reximo jednaqine po vx i vy. Kada se jox jednom diferencira po vremenu
jednaqina 2.2, i vy izrazi preko vx iz jednaqine 2.3, dobijamo:

v̈x +

(
eB

m

)2

vx = 0. (2.5)

Ovo je jednaqina linearnog harmonijskog oscilatora pa su �ena rexe�a oscilatorna
sa frekvencijom ωB = eB

m . Ova frekvencija se naziva ciklotronska frekvencija. Za
rexe�a jednaqina kreta�a dobijamo:

x(t) = X −R sin (ωBt+ ϕ), (2.6)

y(t) = Y +R cos (ωBt+ ϕ). (2.7)

Dobili smo kreta�e po kru�nici centriranoj u taqki (X,Y ) i poqetnom fazom ϕ.
Sve dobijene konstante se mogu odrediti iz poqetnih uslova.

U Drudeovom modelu jednaqina kreta�a ima oblik:

m
dv⃗

dt
= −eE⃗ − ev⃗ × B⃗ −mv⃗

τ
, (2.8)

gde je posled�i qlan kolizioni, a τ predstav	a sred�e vreme izme�u dva sudara
qestica. Rexava�em ove diferencijalne jednaqine i uvo�e�em jednaqine za gustinu
struje j⃗ = σE⃗ = −eρ̄v⃗ (gde je ρ̄ koncentracija elektrona u materijalu), dobijamo
provodnost kao tenzorsku veliqinu:

σ =
σ0

1 + τ2ω2
B

(
1 −τωB

τωB 1

)
, σ0 =

nτe2

m
. (2.9)

U ravnote�nom sta�u Holov
efekat je odre�en vandijagonal-
nim elementima tenzora specifiq-
ne provodnosti. Holov koeficijent
je definisan sa RH = 1

σxyB
= 1

ne . U
klasiqnom sluqaju je zavisnost ot-
pornosti ρ (ρ = σ−1) od intenziteta
magnetnog po	a B data na slici 2.2.

Slika 2.2: Zavisnost otpornosti od
intenziteta magnetnog po	a ρ(B)



2.2. Kvantni Holov efekat 7

2.2 Kvantni Holov efekat

U ovom ode	ku �emo analizirati kreta�e qestice u magnetnom po	u posmatra-
ju�i klasiqan hamiltonijan ovakvog sistema, a zatim �emo ga kvantovati. Spin qe-
stica ne�emo uzimati u obzir, uz pretpostavku da su zbog jakog magnetnog po	a
spinovi elektrona polarizovani[14]. Ovakva pretpostavka je opravdana u ve�ini ek-
sperimenata sa kvantnim Holovim efektom. Rexi�emo svojstveni problem hamil-
tonijana i odrediti svojstvene energije u proizvo	noj kalibraciji. Te svojstvene
energije se nazivaju Landauovi nivoi. Zatim �emo fiksirati kalibracioni uslov
na simetriqni kalibracioni uslov i pokazati da je tre�a komponenta angularnog
momenta dobar kvantni broj.

Posmatramo naelektrisanu qesticu koja se kre�e u spo	axe�em magnetnom po	u.
Qestice u kvantnoj mehanici pored orbitalnih stepena slobode imaju i spinske ste-
pene slobode. Pri uk	uqiva�u magnetnog po	a, dolazi do cepa�a linija, kako zbog
interakcije magnetnog po	a sa orbitalnim stepenima slobode, tako i zbog interak-
cije magnetnog po	a sa spinskim. Ovaj efekat se naziva Zemanov efekat. Zbog malih
energija mo�emo, za sada, da zanemarimo interakciju sa spinom. U da	oj analizi,
elektron posmatramo kao qesticu bez spina .

Klasiqan lagran�ijan za gore opisani sistem ima oblik:

L = T − V =
1

2
mv2 − ev⃗ · A⃗, (2.10)

gde je T kinetiqa energija, V potencijalna energija koja potiqe od interakcije elek-
trona sa magnetnim po	em, dok je A⃗ = A⃗(r⃗) vektorski potencijal. Odre�ujemo ka-
nonski impuls prema definiciji:

p⃗ =
∂L

∂v⃗
= mv⃗ − eA⃗ =⇒ v⃗ =

p⃗+ eA⃗

m
. (2.11)

Sada mo�emo da napixemo hamiltonijan ovog sistema:

H = v⃗ · ∂L
∂v⃗
− L =

1

2m
(p⃗+ eA⃗)2. (2.12)

Kanonski impuls nije isto xto i mehaniqki impuls. Mehaniqki impuls mo�emo da
napixeno kao: π⃗ = p⃗+ eA⃗. Kanonski impuls nam je bio neophodan zbog kvantizacije,
ali p⃗ nije invarijantan na izbor kalibracionog uslova, pa �egove vrednosti nema-
ju fiziqko znaqe�e. Nakon kvantizacije dobijamo da va�e uobiqajene komutacione
relacije izme�u operatora koordinate i impulsa:

[xi, pj ] = iℏδij , (2.13)

gde su i i j oznake za komponente du� x, odnosno y-ose.
Sada odre�ujemo spektar qestice koja se nalazi u magnetnom po	u:

H |En⟩ = En |En⟩ . (2.14)
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U tu svrhu, treba da izraqunamo komutacione relacije izme�u mehaniqkih impulsa.
Nakon kratkog raquna dobija se:

[π1, π2] = −ieℏB. (2.15)

Uvodimo operator anahilacije a na slede�i naqin:

a =
1√
2eℏB

(π1 − iπ2). (2.16)

�egovim adjungova�em dobijamo operator kreacije:

a† =
1√
2eℏB

(π1 + iπ2). (2.17)

Oni zadovo	avaju komutacionu relaciju:

[a, a†] = Î , (2.18)

gde je Î jediniqni operator. Va�no je primetiti da ovako uvedeni operatori kre-
acije i anahilacije zadovo	avaju algebru bozonskih kreacionih i anahilacionih
operatora. Sada mo�emo hamiltonijan da prepixemo preko ovako uvedenih operato-
ra:

H = ℏωB
(
a†a+

1

2

)
. (2.19)

Vidimo da se javila ciklotronska frekvencija kao u klasiqnom sluqaju. Hamil-
tonijan u ovom obliku je izra�en u drugoj kvantizaciji i ima isti oblik kao ha-
miltonijan linearnog harmonijskog oscilatora. Nakon kratkog raquna Dirakovom
metodom, dobijamo energetski spektar:

En = ℏωB
(
n+

1

2

)
, n ∈ N0. (2.20)

Ovime smo bez izbora kalibracionog uslova odredili spektar naxeg hamiltonija-
na. Dobijeni energetski nivoi se nazivaju Landauovi nivoi. Prime�ujemo da smo
krenuli od sistema koji je imao dva stepena slobode, a dobili smo sistem sa jednim
stepenom slobode. Iz ovoga zak	uqujemo da su Landauovi nivoi degenerisani. Vektor
iz n-tog Landauovog nivoa se dobija na slede�i naqin:

|n⟩ = (a†)n√
n!
|0⟩ , (2.21)

i va�i da je a |0⟩ = 0.
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2.2.1 Simetriqna kalibracija

U prethodnom ode	ku smo odredili spektar elektrona koji se kre�e u magnetnom
po	u bez fiksira�a kalibracionog uslova. Kako ponaxa�e samog sistema ne sme da
zavisi od izbora kalibracije, oqekujemo da spektar hamiltonijana bude invarijantan
na izbor kalibracije. Me�utim kako bismo odredili konkretne talasne funkcije,
neophodno je da izaberemo u kojoj kalibraciji radimo.

U ovom ode	ku �emo izabrati simetriqan kalibracioni uslov, definisan sa:
A⃗ = −1

2 r⃗ × B⃗. Izabrali smo simetriqnu kalibraciju u odnosu na rotaciju oko z-
ose. Ovakav izbor vektorskog potencijala ne naruxava rotacionu simetriju, ali
naruxava translacionu simetriju sa E(2) na SO(2). Kako je angularni moment du�
z-ose generator SO(2) rotacija, on je dobar kvantni broj. Do sada smo sve posmatrali
preko impulsa π⃗ = p⃗ + eA⃗, koji je invarijantan na izbor kalibracije. Sada �emo

uvesti jox jedan impuls: ˜⃗π
def
= p⃗ − eA⃗. On nije invarijantan na izbor kalibracije.

Odre�ujemo komutacione relacije za ovaj impuls:

[π̃1, π̃2] = −[π1, π2] = ieℏB, (2.22)

[πi, π̃j ] = 0. (2.23)

Vidimo da u sluqaju simetriqne kalibracije mehaniqki impuls i novi uvedeni im-
puls komutiraju, te oni predstav	aju kompatibilne opservable. Uvodimo opet kre-
acione i anahilacione operatore:

b =
1√
2eℏB

(π̃1 + iπ̃2), (2.24)

b† =
1√
2eℏB

(π̃1 − iπ̃2). (2.25)

Oni zadovo	avaju istu algebru kao i a i a†, tj:

[b, b†] = Î . (2.26)

Ovaj par operatora komutira sa a i a†. Oni dovode do degeneracije Landauovih nivoa.
Osnovno sta�e, kao i sva ostala sta�a, su onda data sa:

a |0, 0⟩ = 0 b |0, 0⟩ = 0 =⇒ |n,m⟩ = (a†)n(b†)m√
n!m!

|0, 0⟩ . (2.27)

�elimo da odredimo osnovno sta�e. Prelazimo na nezavisne kompleksne koordinate:
z = x+ iy i z̄ = x− iy, pa va�i x = z+z̄

2 i y = z−z̄
2i . Parcijalni izvodi postaju:

∂
def
=
∂

∂z
=
∂x

∂z

∂

∂x
+
∂y

∂z

∂

∂y
=

1

2

(
∂

∂x
− i ∂

∂y

)
,

∂̄
def
=
∂

∂z̄
=
∂x

∂z̄

∂

∂x
+
∂y

∂z̄

∂

∂y
=

1

2

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
. (2.28)
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Odre�ujemo kreacione i anahilacione operatore u ovim koordinatama:

a = −i
√
2

(
lB∂ +

z̄

4lB

)
, (2.29)

a† = −i
√
2

(
lB ∂̄ −

z

4lB

)
, (2.30)

b = −i
√
2

(
lB ∂̄ +

z

4lB

)
, (2.31)

b† = −i
√
2

(
lB∂ −

z̄

4lB

)
, (2.32)

gde je lB =
√

ℏ
eB magnetna du�ina. Najni�e sta�e �emo dobiti iz uslova a |0, 0⟩ =

b |0, 0⟩ = 0, tj. ⟨z, z̄|0, 0⟩ = ψ0,0(z, z̄):

⟨z, z̄| a |0, 0⟩ = 0 ⇐⇒
(
lB∂ +

z̄

4lB

)
ψ0,0(z, z̄) = 0 (2.33)

=⇒ ψ0,0(z, z̄) = f(z)e
− |z|2

4l2
B , (2.34)

⟨z, z̄| b |0, 0⟩ = 0 ⇐⇒
(
lB ∂̄ +

z

4lB

)
psi0,0(z, z̄) = 0 (2.35)

=⇒ ψ0,0(z, z̄) = g(z̄)e
− |z|2

4l2
B . (2.36)

Kako je ovo ista talasna funkcija, mora da va�i: f(z) = g(z̄). Odavde dobijamo
∂f(z) = ∂g(z̄) = 0, pa je f(z) = const. Zak	uqujemo da je talasna funkcija osnovnog

sta�a data sa: ψ0,0 = C0e
− |z|2

4l2
B , gde je C0 normalizaciona konstanta. Iz ovoga lako

mo�emo da odredimo sta�e |0,m⟩:

⟨z, z̄|0,m⟩ = Cm

(
z

lB

)m
e
− |z|2

4l2
B . (2.37)

Na ovaj naqin odredili smo bazis u najni�em Landauovom nivou {|0,m⟩ |m ∈ Z}.
�elimo da odredimo xta je fiziqka interpretacija ovog kvantnog broja. Naime,
znamo da je Lz dobar kvantni broj. Ispostav	a se da je m bax svojstvena vrednost
operatora Lz, do na konstantu ℏ. Prepisa�emo z komponentu angularnog momenta
preko kompleksnih koordinata:

Lz = iℏ(x∂y − y∂x) =⇒ Lz = ℏ(z∂ − z̄∂̄), (2.38)

a zatim se direktnim delova�em ovog operatora u koordinatnom bazisu na sta�e
ψ0,m dobija:

Lz |0,m⟩ = mℏ |0,m⟩ . (2.39)

Vidimo da je |0,m⟩ zaista svojstveno sta�e od Lz. Korix�e�em operatora a† ovaj
bazis iz osnovnog Landauovog nivoa prenosimo na vixe Landauove nivoe.



2.2. Kvantni Holov efekat 11

Ranije smo dobili jednaqine kreta�a 2.6, gde su (X,Y ) bile koordinate centra
orbite. Kada posmatramo koordinate centra orbite kao kvantne operatore, mo�emo
ih napisati preko poznatih operatora na slede�i naqin:

X = x− π2
mωB

, (2.40)

Y = y +
π1
mωB

. (2.41)

Sada �elimo da odredimo degeneraciju Landauovih nivoa pomo�u ovih operatora.
Kako bismo to postigli, prvo odre�ujemo komutacione relacije izme�u �ih:

[X,Y ] = il2B. (2.42)

Ovde vidimo da koordinate centra orbite ne komutiraju i to je bax veliqina reda
magnetne du�ine. Jednaqine 2.6 mo�emo da posmatramo na slede�i naqin: lokacija
qestice r⃗ = (x(t), y(t))T je vektorska suma makroskopskog centra orbite R⃗ = (X,Y )T

oko kog se qestica kre�e du� mikroskopske kru�nice polupreqnika ∼ lB u najni�em
Landauovom nivou (kru�nica raste sa pove�a�em Landauovog nivoa).

Za odre�iva�e degeneracije Landauovog nivoa, koristi�emo analogiju sa jedno-
dimenzionalnom qesticom. �ene osnovne opservable su polo�aj x i impuls p, za koje
va�i: [x, p] = iℏ. Ako pretpostavimo da se ona mo�e kretati samo u intervalu real-
ne ose xirine Lx, imamo kvantizaciju impulsa: pLx = 2πℏn, n ∈ Z; pa je rastoja�e
izme�u dva sta�a dato sa: ∆p = 2πℏ

Lx
. Onda je broj sta�a: D =

Lp

∆p , gde Lp predstav	a

xirinu intervala mogu�ih vrednosti impulsa. Za degeneraciju dobijamo: D =
LxLp

2πℏ .
Sada generalizujemo ovaj iskaz na sluqaj Landauovih nivoa. Pretpostavavimo da qe-
stica �ivi u uzorku kvadratnog oblika stranica Lx i Ly (domet vektora r⃗). Kako

je lB mikroskopska du�ina, domet vektora R⃗ je isti kao domet vektora r⃗, xto je
povrxina eksperimentalnog uzorka A = LxLy. Kako su X i Y me�usobno ko�ugovane
opservable, povrxina A se mo�e interpretirati kao povrxina faznog prostora, ko-
ja figurixe u izrazu za degeneraciju. Iz 2.42 vidimo da kvadrat magnetne du�ine
l2B igra ulogu ℏ, pa je degeneracija konaqno:

D =
A

2πl2B
=

ϕ

ϕ0
, (2.43)

gde je ϕ ukupan fluks, a ϕ0 kvant fluksa definisan kao ϕ0
def
= 2πℏ

e . Broj sta�a
u bilo kom Landauovom nivou je jednak fluksu koji prolazi kroz uzorak meren u
jedinicima ϕ0, tj. broj kvanata fluksa. Dakle, kvant fluksa slu�i samo za mere�e
jaqine eksternog po	a.

Ogromna degeneracija Landauovog nivoa nam onemogu�ava da na�emo osnovno sta-
�e tako xto popu�avamo jednoqestiqna sta�a u rastu�em redosledu. Jedini izuzetak
je ako imamo broj elektrona takav da taqno popunimo odre�en broj Landauovih ni-
voa. U tom sluqaju postoji jedno sta�e po elektronu u svakom Landauovom nivou, i
postoji samo jedan naqin da se ona okupiraju. Talasna funkcija je onda Slejtero-
va determinanta okupiranih Landauovih nivoa [14]. Ovo nas motivixe da uvedemo
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veliqinu koju nazivamo faktor pu�e�a ν kao broj popu�enosti sta�a Landauovog
nivoa. Xto je prirodno broj qestica pode	en brojem mogu�ih sta�a u okviru jednog
Landauovog nivoa:

ν =
N
ϕ
ϕ0

=
2πnℏ
eB

, (2.44)

gde je n = N
A gustina qestica. Faktor pu�e�a ne mora biti ceo broj.

2.2.2 Provodnost u kvantnom Holovom efektu

U ovom ode	ku �emo odrediti provodnost kod kvantnog Holovog efekta. Klasiqni
izrazi za gustinu naelektrisa�a ρ(r⃗, t) i gustinu struje j⃗(r⃗, t) za N -qestiqni sistem
su dati sa:

ρ(r⃗, t) =
N∑
i=1

(−e)δ(2)(r⃗ − r⃗i), (2.45)

j⃗(r⃗, t) =
N∑
i=1

(−ev⃗i)δ(2)(r⃗ − r⃗i). (2.46)

Znamo da va�i v⃗i =
p⃗i+eA⃗i

m . Kvantujemo ove izraze i tra�imo oqekivanu vrednost, jer
je to ono xto merimo u eksperimentu. Kako su u kvantnoj mehanici sta�a "razmaza-
na"u celom prostoru, u izrazima ne mo�e da stoji δ-funkcija. Za raspodelu moramo
da uzmemo ceo prostor sa istom verovatno�om, pa me�amo δ-funkciju faktorom 1

A ,
gde je A povrxina na kojoj se nalaze elektroni. Doprinos gustini struje mogu da
daju samo popu�ena sta�a. Neka je skup popu�enih sta�a oznaqen sa P; onda imamo:

j⃗ = − e

Am

∑
|ψ⟩∈P

⟨ψ| (p⃗+ eA⃗) |ψ⟩ = − e

Am

∑
n

∑
k

⟨n, k| (p⃗+ eA⃗) |n, k⟩ . (2.47)

Ovde �emo koristiti Landauov kalibracioni uslov A⃗ = −Bxe⃗2. Eksperimentalna
postavka je ista kao kod klasiqnog Holovog efekta. Uk	uqujemo i elektriqno po	e
E⃗ = Ee⃗1. Ponovo oqekujemo tenzorsku vezu izme�u gustine struje i elektriqnog po	a
preko provodnosti σ. Potrebne su nam oqekivane vrednosti operatora:

⟨n, k| p2 |n, k⟩ = ℏk,
⟨n, k| p1 |n, k⟩ = 0,

⟨n, k|x |n, k⟩ = − ℏk
eB
− mE

eB2
. (2.48)

Kada uvrstimo izraze 2.48 u relaciju za gustinu struje, dobijamo:(
jx
jy

)
=

(
0 − e2

2πℏν
e2

2πℏν 0

)(
E
0

)
=⇒ σxy = −

e2

2πℏ
ν . (2.49)

Znak ”-” se jav	a zbog izbora smera magnetnog po	a. Vidimo da smo dobili da je
provodnost makroskopski kvantovana.



3

Frakcioni kvantni Holov

efekat

Frakcioni kvantni Holov efekat je otkriven 1982. godine u eksperimentu. Prvi
platoi Holove otpornosti vi�eni su na pu�e�ima ν = 1

3 i
2
3 , kasnije i na pu�e�ima

ν = 1
5 ,

2
5 ,

3
7 , ... najni�eg Landauovog nivoa kao i na ν = 4

3 ,
5
3 ,

7
5 , ... u okviru vixih

Landauovih nivoa.

Slika 3.1: Platoi otpornosti kod frakcionog kvantnog Holovog efekta [15]

Motivacija da se nauqnici bave temom frakcionog kvantnog Holovog efekta

13
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potekla je od pretpostavke da bi Vignerov kristal trebalo da se formira kada je
povrxinska gustina elektrona mala, a magnetno po	e jako. Vignerov kristal je vero-
vatno jedinstveno stacionarno sta�e najni�e energije na datoj gustini u klasiqnom
problemu. Kada je magnetno po	e slabo, a mala gustina elektrona, repulzivna Kulo-
nova sila je dominantna u odnosu na kinetiqku energiju. Me�utim, kada je magnetno
po	e dovo	no jako, mexa�e ekscitacija na vixim Landauovim nivoima se mo�e za-
nemariti, a kinetiqka energija postaje konstantna. U ovakvim uslovima, elektroni
bi trebalo da se ponaxaju klasiqno. Usledilo je iznena�e�e kada su na dostupnim
gustinama, kvantne fluktuacije istopile kristal i pretvorile ga u nekakvu kvant-
nu teqnost. Zaxto se to dogodilo? Ispostav	a se da je razlog top	e�a kristala
postoja�e platoa kvantnog Holovog efekta na pu�e�u ν = nϕ0

B (promena faze �e

biti γ = 2πN = νeϕ
ℏ , a n gustina), gde ν uzima vrednost racionalnih brojeva sa

neparnim deliocem [16].

Rekli smo u uvodu da se frakcioni kvantni Holov efekat jav	a kada je poten-
cijal interakcije jaqi od potencijala neure�enosti. Posmatrajmo, za trenutak, jed-
noelektronsku sliku na pu�e�u ν = 1

3 . Pretpostavimo da imamo makroskopski broj
qestica u sistemu N i mogu�ih 3N sta�a u najni�em Landauovom nivou na kome se
elektroni nalaze. Broj naqina na koje mo�emo da raspodelimo elektrone u sta�a
najni�eg Landauovog nivoa je (3N)!

N !(2N)! , xto predstav	a ogroman broj naqina. Svaka

od tih sta�a �e nositi egzaktno istu energiju N
2 ℏωB, ukoliko ne uzmemo u obzir

interakcije me�u qesticama. Ali kada uzmemo u obzir i interakcije, neke raspodele
elektrona �e biti favorizovane u odnosu na druge. Oqekivali bismo da je ovakvo
sta�e sistema na pu�e�u ν = 1

3 kompresibilno zbog velike gustine sta�a sa vrlo
sliqnim energijama. Me�utim, jox jedna va�na osobina kvantnog Holovog efekta
je nekompresibilnost. Nekompresibilnost na temperaturi T = 0 u odsustvu neure-
�enosti je neophodan uslov za pojavu kvantnog Holovog efekta. Nekompresibilnost
Landauovih sta�a dovodi do platoa u Holovoj otpornosti ρxy na pu�e�u ν = 1

2k+1 ,
dok odsustvo procepa (gapless) kod ekscitacija dovodi do nestanka kontinualnog ot-
pora ρxx[9].

Da bismo razumeli frakcioni kvantni Holov efekat, neophodno je da na�emo
naqin na koji mo�emo da tretiramo me�uelektronske interakcije, na sliqan naqin
na koji tretiramo kinetiqku energiju Landauovih nivoa. Ovde nailazimo na pro-
bleme. Prvi naqin koji bi pokuxali je da posmatramo interakciju kao neku vrstu
perturbacije poqetnog hamiltonijana. Me�utim, pravila perturbacione teorije za-
htevaju da prvo dijagonalizujemo svaki degenerisan potprostor. Kako imamo ogrom-
nu degeneraciju Landauovog nivoa na frakcionim popu�enostima, ovde ve� imamo
problem. Ne mo�emo da koristimo perturbacionu teoriju.

Veliki deo naxeg razumeva�a frakcionog kvantnog Holovog efekta je bazirano
na razumeva�u probnih talasnih funkcija. Prvi koji su pokuxali da objasne ovaj
fenomen bili su Laflin [17], Haldejn [18] i Halperin [19]. Smatra se da je prob-
na talasna funkcija koju je dao Laflin prvi veliki korak u objax�e�u kvantnog
Holovog efekta. Haldejn, Halperin i Jain su konstruisali hijerarhijske talasne
funkcije koje objax�avaju frakcioni kvantni Holov efekat na ostalim faktori-
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ma pu�e�a. Jain je zaslu�an za uvo�e�e kompozitnih fermiona u smislu talasnih
funkcija [20].

U ovom poglav	u rada �emo se baviti Laflinovim sta�em, sta�em kompozitnih
fermiona, kao i fafijanskim sta�em, odnosno sta�em Mur-Rida.

3.1 Laflinova sta�a

Prve pokuxaje da se objasni frakcioni kvantni Holov efekat dao je Laflin
[17]. On je objax�avao fiziku na pu�e�u ν = 1

m , gde je m ceo broj. Previxe je texko
da egzaktno dijagonalizujemo hamiltonijan. Umesto toga, Laflin je napisao rexe�e
za talasnu funkciju koriste�i se malim brojem opravdanih pretpostavki i uslova
koje opis ovakvog sistema mora da zadovo	ava.

Posmatrajmo problem dve qestice koje interaguju na najni�em Landauovom ni-
vou. Pretpostavi�emo da izme�u �ih deluje proizvo	an centralni potencijal V =
V (|r⃗1 − r⃗2|). U klasiqnoj mehanici bismo ovaj problem rexavali koriste�i zakon
odr�a�a angularnog momenta. U kvantnoj mehanici radimo sa svojstvenim sta�ima
angularnog momenta. Obzirom da radimo u najni�em Landauovom nivou nametnu�emo
simetriqan kalibracioni uslov. Videli smo da jednoqestiqna talasna funkcija u
ovoj kalibraciji ima oblik dat jednaqinom 2.37.

Mexa�e Landauovih nivoa mo�emo da zanemarimo ako je ℏωB ≫ V . Ukoliko pod-
razumevamo da je uslov nemexa�a ispu�en, onda mo�emo da napixemo dvoqestiqno
svojstveno sta�e za bilo koji potencijal na slede�i naqin:

ψ ∼ (z1 + z2)
M (z1 − z2)me

− |z1|
2+|z2|

2

4l2
B , M,m ∈ N0, (3.1)

gde je M angularni moment centra mase, a m relativni angularni moment.
Sada posmatramo sistem od mnogo (N) qestica u najni�em Landauovom nivou. U

opxtem sluqaju bilo koja talasna funkcija u n = 0 Landauovom nivou mora da ima
formu:

ψ(z1, ..., zN ) = f(z1, ..., zN )e
−

∑N
i=1

|zi|
2

4l2
B , (3.2)

gde je f(z1, ..., zN ) neka analitiqka funkcija koja mora biti antisimetriqna na za-
menu bilo koja dva indeksa zi ←→ zj , jer su elektroni fermioni. Laflinova pret-
postavka za talasnu funkciju osnovnog sta�a na pu�e�u ν = 1

m je:

ψ(zi) =
∏
i<j

(zi − zj)me
−

∑N
i=1

|zi|
2

4l2
B . (3.3)

Laflinova talasna funkcija je antisimetriqna kada je m neparan ceo broj, a sime-
triqna ukoliko je m parno. Kada je m paran ceo broj, ova talasna funkcija se mo�e
posmatrati kao kvantno sta�e bozona.

�elimo da pove�emo Laflinovu talasnu funkciju sa odgovaraju�im brojem po-
pu�enosti Landauovog nivoa. Posmatrajmo xta talasna funkcija govori o jednoj
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qestici, na primer na poziciji z1. Qlanovi koji sadr�e z1 u sebi ispred eksponenta
su:

N∏
i=2

(z1 − zi)m, (3.4)

odavde vidimo da je najvixi stepen z1 u polinomu m(N − 1). Ovo nam govori da je
maksimalni orbitalni angularni moment prve qestice m(N − 1), pa je �en maksi-

malni radijus R ≈
√

2mNl2B, xto bi, otprilike, zauzelo povrxinu A ≈ 2πmNl2B
(N − 1 ≈ N , za N veliko). Broj sta�a u potpuno popu�enom Landauovom nivou je
AB
ϕ0

= A
2πl2B

≈ mN . Ovaj argument nam daje frakciju popu�enosti: ν = 1
m .

Talasna funkcija koju je predlo�io Laflin opisuje nekompresibilan fluid.
Nekompresibilan fluid je onaj koji ”ne voli” promenu gustine. Na primer Fer-
mi gas bi pove�ao svoju gustinu globalno ako je sabijen, me�utim, nekompresibilan
fluid je vezan za odre�enu gustinu i ne bi pokazao nikakvu promenu, do odre�e-
nog trenutka kada bi odjednom imao lokalizovanu oblast drugaqije gustine. U toj
oblasti se nalaze kvaziqestice i kvazixup	ine koje su zarob	ene i doprinose gu-
stini. Dakle, promena dolazi skokovito, potrebna nam je konaqna energija da bismo
napravili promenu gustine.

3.1.1 Potpuno popu�en Landauov nivo

U Laflinovom opisu frakcionog kvantnog Holovog efekta, potpuno popu�en
Landauov nivo se jav	a u sluqaju kada jem = 1. Prvo treba da odredimo mnogoqestiq-
nu talasnu funkciju za neinteraguju�e elektrone. U tu svrhu �emo pretpostaviti da
N elektrona �ivi u sta�ima ψi(x), i = 1, ..., N . Uobiqajeno, u sluqaju fermiona,
talasnu funkciju vixe qestica konstruixemo preko Slejterove determinante:

ψ(xi) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ψ1(x1) ψ1(x2) ... ψ1(xN )
ψ2(x1) ψ2(x2) ... ψ2(xN )

...
...

. . .
...

ψN (x1) ψN (x2) ... ψN (xN )

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ . (3.5)

Sada ovo mo�emo da primenimo na najni�i Landauov nivo, gde su jednoqestiqna
sta�a sastav	ena od uzastopnih orbitalnih kvantnih brojeva:

ψm ∼ zm−1e
− |z|2

4l2
B , m = 1, ..., N. (3.6)

Slejterova determinanta �e u ovom sluqaju dati sta�e oblika 3.2, gde je funkcija

f(z1, ..., zN )
def
= f(zi) zapravo Vandermondova determinanta:

f(zi) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
z01 z02 ... z0N
z1 z2 ... zN
...

...

zN−1
1 zN−2

2 ... zN−1
N

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∏
i<j

(zi − zj). (3.7)
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Proizvod koji smo dobili je potpuno antisimetriqan polinom u najni�em redu.
Vidimo da za m = 1 ovakva Laflinova funkcija jeste talasna funkcija potpuno
popu�enog najni�eg Landauovog nivoa.

3.2 Kompozitni fermioni

Qesto se dexava da u toku opisiva�a fizike kvantnih sistema, koji su jako kuplo-
vani, me�amo stepene slobode, tj. mogu se pojaviti slabo kuplovani stepeni slobode.
Primer ovoga je frakcioni kvantni Holov efekat, gde poqnemo sa elektronima, a
zavrximo sa frakciono naelektrisanim qesticama. Ideja ovog ode	ka je da uvedemo
nove stepene slobode - kompozitne fermione. Konstrukcija kompozitnih fermiona
dobro opisuje platoe koji su prime�eni kod Holove otpornosti na frakcionim popu-
�enostima nivoa, slika 3.1. Najve�i uspeh u opisiva�u eksperimentalnih rezultata
ima na pu�e�u ν = 1

2 , gde nisu prime�eni platoi u Holovoj provodnosti.

Ideju kompozitnih fermiona uvodimo pomo�u vorteksa, xto bi, u ovom sluqaju,
znaqilo "uvija�e"u Laflinovoj talasnoj funkciji. Ovo mo�emo da razumemo ako
znamo talasnu funkcije za opisiva�e kvazi-xup	ina na poziciji η ∈ C:

ψh(z; η) =
∏
i

(zi − η)
∏
j<k

(zj − zk)me
−

∑
i
|zi|

2

4l2
b , (3.8)

gde m potiqe od angularnog momenta, a lB je magnetna du�ina. Ovakva talasna funk-
cija predstav	a talasnu funkciju ekscitovanog sta�a. Da	e �emo raditi u jedini-
cama magnetne du�ine, gde je lB = 1. Talasna funkcija nestaje na poziciji zi = η.
Ovo ima dve posledice: daje kvazi-xup	ini frakciono naelektrisa�e e

m . Me�utim,
Laflinova talasna funkcija je holomorfna, te ima fiksnu zavisnost od ugla, tj.
faza talasne funkcije se uvije svaki put kad se qestica kre�e oko η. To je ono xto
nazivamo vorteksom. Beri faza se jav	a kao posledica uvija�a talasne funkcije.
Faza talasne funkcije se me�a za 2π kada se qestica kre�e oko kvazi-xup	ine, ovo
znaqi da se faza tako�e me�a za 2π ako se kvazi-xup	ina kre�e oko qestice. Ako
vuqemo kvazi-xup	inu oko N = νϕ

ϕ0
qestica, faza �e se promeniti za γ = 2πN = νeϕ

ℏ .
Me�utim, ako vuqemo kvazi-xup	inu tamo gde ve� postoji druga kvazi-xup	ina, na-
elektrisa�e �e biti uma�eno za e

m , te je efektivni broj qestica tu N = ν ϕ
ϕ0
− 1

m .

Zbog ovoga se me�a faza za γ = −2π
m , xto mo�emo da pove�emo sa statistikom kvazi-

xup	ina gde je γ = 2π
m . Jedino xto nam je bilo potrebno da dobijemo ove rezultate

je vorteksna priroda kvazi-xup	ina.

Ako ponovo pogledamo Laflinovu talasnu funkciju, deo koji daje simetriju je:

ψm(z) ∼
∏
i<j

(zi − zj)m. (3.9)

Ukoliko je m parno, ova funkcija opisuje bozone; ukoliko je m neparno, funkcija
opisuje fermione jer je talasna funkcija u tom sluqaju antisimetriqna. Mo�emo da
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definixemo kompozitne fermione kao kompozitne qestice koje se sastoje od elek-
trona vezanih za kvazi-xup	ine, tj. vortekse. Cela struktura �e biti bozon ukoliko
je m parno. Kompozitni fermioni se nekad opisuju kao elektroni koji su vezani za
fluks, xto �emo mi uglavnom raditi u da	em radu, ali za sad �emo se dr�ati de-
finicije iznad. Ono xto je va�no sada napomenuti je da kompozitni fermioni ne
nose sa sobom pravi magnetni fluks.

�elimo da poka�emo da �e kompozitni fermioni ose�ati drugaqije magnetno
po	e B∗ i imati razliqiti faktor pu�e�a ν∗ od elektrona. U tu svrhu, uze�emo
neku gustinu elektrona n = νB

ϕ0
u magnetnom po	u i naknadno dodati vortekse kako

bismo napravili kompozitne fermione. Zatim raqunamo Beri fazu kada pomeramo
kompozitne fermione du� puta koji okru�uje oblast povrxine A:

γ = 2π

(
AB

ϕ0
− (m− 1)nA

)
, (3.10)

gde je B fiziqko, spo	ax�e, magnetno po	e. Vidimo da Beri faza ima dva doprino-
sa: prvi qlan je obiqan Bom-Aharonov qlan, dok je drugi qlan nastao zbog kru�e�a
elektrona oko vorteksa (m − 1 vorteks je vezan za nA elektrona). Kako bi, prirod-
no, Bom-Aharonova faza trebalo da bude jednaka samo prvom qlanu, u opisu teorije
sred�eg po	a, kompozitni fermioni vide redukovano efektivno magnetno po	e B∗

u odnosu na prirodno magnetno po	e B:

γ =
2πAB∗

ϕ0
=⇒ B∗ = B − (m− 1)nϕ0. (3.11)

Obzirom da imamo samo jedan elektron po kompozitnom fermionu, gustina ostaje
ista. Zbog toga xto se efektivno magnetno po	e koje ose�aju kompozitni fermioni
razlikuje od onog koje ose�aju elektroni, me�a se i faktor popu�enosti na slede�i
naqin: n = ν∗B∗

ϕ0
= νB

ϕ0
. Odavde vidimo vezu izme�u faktora pu�e�a elektrona i

faktora pu�e�a kompozitnih fermiona:

ν =
ν∗

1 + (m− 1)ν∗
. (3.12)

Ako imamo da je faktor pu�e�a kompozitnih fermiona ν∗ = 1, onda sledi da je
faktor pu�e�a elektrona ν = 1

m . Drugim reqima, frakcioni kvantni Holov efekat
se mo�e posmatrati kao celobrojni kvantni Holov efekat kompozitnih fermiona[5].

Posmatrajmo sluqaj kada imamo pu�e�e ν∗ tako da dobijemo celobrojni kvantni
Holov efekat za kompozitne fermione. Pretpostavka za talasnu funkciju, inspi-
risana Laflinovim sta�em, se obiqno naziva Jaionovo sta�a:

ψ̃ν(z) = PLLL

∏
i<j

(zi − zj)m−1ψν∗(z, z̄)

 , (3.13)

gde je PLLL projektor na najni�i Landauov nivo, ψν∗(z, z̄) talasna funkcija za ν
∗

potpuno popu�enog Landauovog nivoa, a faktor
∏
i<j(zi−zj)m−1 vezujem−1 vorteksa



3.2. Kompozitni fermioni 19

za svaki elektron. Talasna funkcija ψν∗(z, z̄) se lako mo�e konstruisati pomo�u
Slejterove determinante. Zaxto nam je potreban projektor na najni�i Landauov
nivo? Ako imamo elektrone na pu�e�u ν < 1, oni �e biti u najni�em Landauovom
nivou. Me�utim, sta�a celobrojnog kvantnog Holovog efekta ψν∗(z, z̄) nisu sta�a
koja pripadaju najni�em Landauovom nivou [5].

3.2.1 Polupopu�en Landauov nivo

Kao xto smo gore napomenuli, najve�i uspeh slike kompozitnih fermiona le�i
u opisu fizike na pu�e�u ν = 1

2 . Kada gledamo eksperimentalne rezultate, na ovom
pu�e�u ne postoji plato Holove provodnosti. Zapravo, izgleda da izrazito odsustvo
Holovog platoa u celom tog regionu.

Posmatrajmo kompozitni fermi-
on koji se sastoji od elektrona veza-
nog za dva vorteksa. Iz analogije sa
plazmom, ako na pu�e�u ν = 1

2 gusti-
na elektrona iznosi n = eB

4π = B
2ϕ0

,
onda je efektivno magnetno po	e ko-
je ose�a kompozitni fermion:

B∗ = B − 2nϕ0 = 0. (3.14)

Dobili smo da u polupopu�enom
Landauovom nivou, kompozitni fer-
mion, efektivno, ne ose�a magnetno
po	e.

Slika 3.2: Kompozitni fermion sa
dva vorteksa u superprovodniku

Kompozitni fermioni formiraju Fermi povrx u najni�em Landauovom nivou
sa Fermi impulsom:

kF =
√
4πn = 1.1 (3.15)

U eksperimentu vidimo da se, na pu�e�u ν = 1
2 , Holovo sta�e jav	a na B ≈ 25T.

Ako imamo N qestica sa koordinatama r⃗i, talasna funkcija za qestice koje le�e u
Fermi moru je data sa:

ψF = det
(
eik⃗ir⃗j

)
. (3.16)

Ovo nije talasna funkcija najni�eg Landauovog nivoa, jer imamo ik⃗r⃗ = i12(kz̄ + k̄z).
Xto Mo�emo videti (dodatak C), da ova veliqina mo�e da se napixe preko oba para
kreacionih i anihilacionih operatora koje smo uveli u prvom poglav	u. Talasna
funkcija koja opisuje interaguju�e Fermi more se naziva Rejazi-Rid talasna funk-
cija, i predstav	a talasnu funkciju 3.16 projektovanu na najni�i Landauov nivo:

1Ovo je sluqaj kada imamo potpuno polarizovane spinove elektrona, me�utim, kada to nije sluqaj,

dobijamo faktor
√
2.
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ψ̃ν= 1
2
= PLLL

∏
i<j

(zi − zj)2det
(
eik⃗mr⃗l

)
e−

∑
i
|zi|

2

4

 , (3.17)

gde faktor (zi − zj)2 pokazuje da svaki kompozitni fermion ima dva vorteksa, po
pretpostavci sa poqetka. Razliqite osobine ovih sta�a na pu�e�u ν = 1

2 , sa inter-
akcijama, prouqavana su u kontekstu HLR-teorije.

Postoji dosta eksperimentalnih dokaza koji pokazuju da na pu�e�u ν = 1
2 zaista

postoji sta�e Fermi teqnosti. Ovo se mo�e pokazati kad bismo malo promenili spo-
	ax�e magnetno po	e. Onda bi kompozitni fermioni osetili veoma malo magnetno
po	e B∗.

3.3 Sta�e Mur-Rid

Fafijansko sta�e, odnosno Mur-Rid sta�e[21] opisuje paran broj qestica N na
pu�e�u ν = 1

m . Talasna funkcija fafijana se mo�e napisati na slede�i naqin:

ψ̃ = Pf

(
1

zi − zj

)∏
i<j

(zi − zj)m. (3.18)

U odnosu na Laflinovo sta�e, ovo sta�e je simetriqno kada je m neparno, a anti-
simetriqno (opisuje fermione) kada je m parno.

Uoqimo neku N ×N antisimetriqnu matricu [Mij ]N×N . Determinanta takve ma-
trice �e biti jednaka nuli ukoliko je N neparan broj, ali kada je N paran broj ona
se mo�e izraziti preko kvadrata nekog objekta koji nazivamo fafijan:

det(M) = Pf(M)2. (3.19)

Fafijan je polinom stepena N
2 nad elementima matrice sa celobrojnim koeficijen-

tima. Definixemo fafijan na slede�i naqin:

Pf(M)
def
=

1

2NN !

∑
p

(−1)pM1p2pM3p4p ...MN−1pNp , (3.20)

gde je p permutacija {1, 2, ..., N}, na primer 1p je permutovana verzija 1, (−1)p je znak
permutacije [14].

Na primer, fafijan za qetiri qestice ima oblik:

Pf

(
1

zi − zj

)
=

1

z1 − z2
1

z3 − z4
+

1

z1 − z3
1

z4 − z2
+

1

z1 − z4
1

z2 − z3
, (3.21)

me�utim kada raste broj qestica, izraz se brzo pove�ava.
Mur-Rid talasna funkcija se mo�e interpretirati u terminima kompozitnih

fermiona. Faktor
∏
(zi − zj)m vezuje m vorteksa za svaki elektron. Ako je m paran

broj, onda je elektron, u osnovi kompozitnog fermiona, fermion. Veziva�em parnog
broja vorteksa za elektron, elektron ostaje fermion. U sluqaju da je m neparan
broj, onda je "elektron"u osnovi kompozitnog fermiona, zapravo, bozon. Veziva�em
neparnog broja vorteksa za bozon, posmatrana kompozitna qestica postaje fermion.
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Bozoni u izolovanom

Landauovom nivou na pu�e�u

ν = 1

Teorijski posmatrano teqnost kompozitnih fermiona je oqekivano da nastane ka-
da su naelektrisane qestice u sistemu bozoni, a ne fermioni. Za bozone, na pu�e�u
ν = 1, jedan kvant fluksa se prebacuje sa bozona na kompozitne fermione koji se
kre�u u efektivnom magnetnom po	u B∗ = 0. Numeriqki proraquni pokazuju da je
pravo osnovno sta�e nekompresibilnog frakcionog Holovog sistema zapravo bozon-
ski fafijan. On se dobija kondenzacijom para kompozitnih fermiona. Nespareno
sta�e kompozitnih fermiona je zanim	ivo za razmatra�e kao mogu�e osnovno sta�e
za neke interakcije, i kao ”rodite	sko” sta�e za razumeva�e bozonskog fafijana.

U ovom poglav	u �emo razmatrati bozone u izolovanom Landauovom nivou na
pu�e�u ν = 1. U okviru �ega �emo konstruisati fiziqki prostor sta�a za kvant-
ni opis sistema koji posmatramo, a zatim �emo ga izraziti u impulsnom prostoru.
Drugi ode	ak poglav	a se bavi rexava�em svojstvenog problema hamiltonijana sa
vezama pomo�u Hartri-Fokove teorije. U tre�em ode	ku �emo primeniti Hartri-
Fok teoriju na dugodometnu Kulonovu interakciju. Na kraju ovog poglav	a �emo
primeniti BCS teoriju sred�eg po	a na nax mikroskopski hamiltonijan.

4.1 Paskjer-Haldejn-Rid konstrukcija za kompozitne fer-
mione

Formalizam koji su razvili Paskjer i Haldejn[22], a kasnije dopunio Rid[23],
opisuje Hilbertov prostor bozona na pu�e�u ν = 1 u terminima Hilbertovog pro-
stora kompozitnih fermiona. Na pu�e�u ν = 1, u svakom sta�u ψn izolovanog Lan-
dauovog nivoa postoji, u sred�em, jedan bozon.

21
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4.1.1 Konstrukcija fiziqkog prostora sta�a

Jednoqestiqni Hilbertov protor H = span{|n,m⟩ |n,m ∈ N0} uvodimo sa dve vr-
ste indeksa, levi indeks m odgovara elektronu iz kompozitnog fermiona, dok desni
indeks n odgovara kvazi-xup	ini. Desne indekse �emo obele�avati sa n, n′, n”, ..., a
leve, sliqno, sa m,m′,m”, ... U ovom prostoru uvodimo operatore kreacije koji kre-
iraju sta�e |n,m⟩ iz Fokovog vakuuma na slede�i naqin |n,m⟩ = c†nm |0⟩. Na sliqan
naqin uvodimo i operatore anahilacije. Uvedene operatore �elimo da "popakuje-
mo"u matricu:

c =


c11 c12 ... c1N
c21 c22 ... c2N
...

...
. . .

...
cN1 cN2 ... cNN

 , (4.1)

xto skra�eno zapisujemo kao c = [cmn]N×N , odnosno c
† =

[
c†nm

]
N×N

. Ovako uvedeno,

vidimo da cmn i c
†
nm �ive u Hilbertovom prostoru HN . Radimo sa fermionima te su

nam potrebne antikomutacione relacije, s tim xto pazimo na leve i desne indekse:

{cmn, c†m′n′} = δmm′δnn′ , m, n = 1, ..., N. (4.2)

Sada �elimo da vidimo koje su simetrije ove algebre. Obzirom da radimo sa matri-
cama oqekujemo da su to neke unitarne grupe, jer �elimo da se odr�i trag matrica.
Poxto razlikujemo leve i desne indekse imamo levu i desnu unitarnu grupu UL(N)
i UR(N), redom. Prime�ujemo da ovo jeste simetrija algebre, jer se pri dejstvu ovako
uvedenih operatora simetrije anahilacioni i kreacioni operatori transformixu
na slede�i naqin:

c −→ ULcUR,

c† −→ U †
Rc

†U †
L, (4.3)

pa se direktnom proverom vidi da je ovo simetrija algebre:

{ULnlclkURkm, U †
Rm′l′c

†
l′k′U

†
Lk′n′} = ULnlURkmU

†
Rm′l′U

†
Lk′n′{clk, c†l′k′}

= ULnlURkmU
†
Rm′kU

†
Lln′ = ULnlU

†
Lln′UkmU

†
Rm′k

= δnn′δmm′ . (4.4)

Slede�i korak je da reprezentujemo grupe u N -dimenzionom prostoru sta�a. Ova-
kav prostor sta�a naziva�emo proxiren Hilbertov prostor. Primetimo da se ope-
rator broja qestica mo�e izraziti na slede�i naqin:

N̂
def
= c†nmcmn, (4.5)

xto mo�e da se napixe i kao: N̂ = Tr(c†c). Podrazumevana je Ajnxtajnova konvencija
o sumira�u po ponov	enim indeksima. Zak	uqujemo da se operator broja qestica
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ne transformixe pri gore definisanim transformacijama. Iz fiziqkih razloga
�elimo da nam broj qestica bude odr�an u sistemu. Radimo saN -qestiqnim sta�ima,
a znamo da je U(1) simetrija kvantne mehanike qiji je generator bax operator broja
qestica:

U ∈ U(1) =⇒ U(α) = eiαN̂ . (4.6)

�elimo da operator c† kreira N -qestiqno sta�e tako da se simetrija definisana
gore navedenim transformacijama ponaxa kao U(1) simetrija nad tim sta�ima. Iz
tog razloga definixemo slede�i zakon transformacije c-ova:

c −→ c′ = eiαN̂c = eiαNc, (4.7)

sa druge strane:

c −→ c′ = eiρLϵceiρRϵ,

c† −→ c′† = e−iρLϵc†e−iρRϵ, (4.8)

gde su operatori ρL i ρR generatori simetrija UL(N) i UR(N) respektivno, te su
samim tim hermitski operatori. Posmatraju�i infinitezimalne zakone transfor-
macije dobijamo:

δc = c′ − c = (1 + iρLϵ)c(1 + iρRϵ)

= iϵ(ρLc+ cρR), (4.9)

sliqno i za operatore kreacije

δc† = −iϵ(ρ†Rc
† + c†ρ†L). (4.10)

Odavde dobijamo jednaqine:

Nc = ρLc+ cρR, (4.11)

Nc† = c†ρ†L + ρ†Rc
†. (4.12)

Na jednaqinu 4.11 delujemo sa leve strane operatorom c†, dok na jednaqinu 4.12 de-
lujemo operatorom c sa desne strane i dobijamo:

Nc†c = c†ρLc+ c†cρR,

Nc†c = c†ρLc+ ρRc
†c. (4.13)

Oduzima�em ovih jednaqina dobijamo da va�i:[
ρR, c

†c
]
= 0 . (4.14)

Oqigledno rexe�e je ρR = c†c. Ovo nije jedino rexe�e ali ga biramo tako iz fiziq-
kih razloga. Pomo�u simetrije desnih indeksa �emo nametnuti odre�ene uslove koji
�e nam dati fiziqki prostor sta�a.
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Za ρL dobijamo iz jednaqine 4.11 [ρL − (N − cc†)]c = 0, pa je:

ρL = N · Î − cc† . (4.15)

Kao xto smo ve� napomenuli, �elimo da broj qestica u sistemu bude odr�an. Tako
da je prvi uslov koji name�emo na proxireni prostor sta�a:

N̂ |ψphy⟩ = N |ψphy⟩ , (4.16)

⇐⇒ Tr{ρR} |ψphy⟩ = N |ψphy⟩ . (4.17)

Generator UR(N) grupe mo�emo da dekomponujemo na slede�i naqin:

ρR =
1

N
Tr{ρR} · Î + ρR −

1

N
Tr{ρR} · Î , (4.18)

gde je Î jediniqni operator. Prvi qlan u dekompoziciji predstav	a veze koje na-
me�emo sistemu, dok preostali qlan generixe SU(N)R grupu.

Drugi uslov koji name�emo na sta�a jeste �ihova invarijantnost pod dejstvom
SU(N)R grupe, tj. zahtevamo da su fiziqka sta�a singleti SU(N)R grupe. Kako
bismo formirali ireducibilne tenzore pri dejstvu neke grupe, koristimo inva-
rijantne tenzore te grupe. Zato pri formira�u naxih fiziqkih sta�a (singleta
SU(N)R grupe) koristimo N -dimenzioni Levi-Qivita tenzor:

|ψm1,m2,...,mN

phy ⟩ = N ϵn1n2...nN c†m1n1
c†m2n2

...c†mNnN
|0⟩ , (4.19)

gde jeN normalizaciona konstanta. Dobijeno sta�e oqigledno zadovo	ava oba uslova
koja smo nametnuli: da je N -qestiqno i singletno. Usled antisimetriqnosti Levi-
Qivita tenzora, kao i fermionskih kreacionih operatora ovo sta�e je simetriqno
na zamenu levih n indeksa. To znaqi da se ono mo�e posmatrati kao sta�e N bozona
definisano pomo�u kreacionih operatora {a†m|m ∈ N0} takvih da va�e komuticione
relacije:

[am, a
†
m′ ] = δmm′ , (4.20)

a gore navedeno sta�e postaje:

|ψm1m2...mN
phy ⟩ = a†m1a

†
m2...a

†
mN |0⟩ . (4.21)

Primetimo da je Tr{ρL} = N−Tr{c†c} = 0, xto znaqi da je grupa vezana za leve indek-
se zapravo SU(N)L. Ona �e ostati simetrija naxeg sistema i sadr�a�e podgrupu koja
�e predstav	ati rotacije i translacije neke dvodimenzione mnogostrukosti (sfera,
torus, beskonaqna ravan,...) na kojoj naxe fiziqke qestice �ive [23]. Mo�emo da na-
pixemo generatore transformacije za desne indekse n preko operatora kreacije i
anahilacije sa dva indeksa na slede�i naqin:

ρRnn′ = c†nmcmn′ , (4.22)
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Iz relacije 4.15 mo�emo isto to da uradimo za generatore transformacije levih
indeksa m:

ρLmm′ = c†nm′cmn. (4.23)

Operatore definisane jednaqinama 4.22 i 4.23 zovemo desni operatori gustine

i levi operatori gustine redom. Indeksi m i n oznaqavaju orbitale u okviru
jednog Landauovog nivoa.

Desni operatori gustine moraju da zadovo	avaju N2 uslova na ovako postav	en
sistem:

(ρRnn′ − δnn′) |ψm1,m2,...,mN

phy ⟩ = 0, (4.24)

kako bismo dobili potprostor sta�a koji odgovara fiziqkom (neproxirenom) Hil-
bertovom prostoru [23]. Dok generatori ρL predstav	aju fiziqku gustinu posmatra-
nog sistema. Va�nost operatora gustine le�i u Konovoj teoremi koja ka�e da je
osnovno sta�e bilo kog interaguju�eg sistema, sa datom (fiksnom) me�uqestiqnom
interakcijom, jedinstven funkcional elektronske gustine.

4.1.2 Reprezentacija u impulsnom prostoru

�elimo operatore gustine da izrazimo preko �ihovog Furije transforma, tj.
u impulsnom prostoru. Me�utim, moramo da vodimo raquna o nekomutativnosti. U
rexe�u za klasiqan sluqaj kreta�a naelektrisane qestice u spo	ax�em magnetnom
po	u B⃗ = Be⃗z dobijamo kreta�e qestice po kru�nici centriranoj oko taqke (X,Y ).
Nakon kvantova�a koordinate centra orbite ne komutiraju:

[X,Y ] = i. (4.25)

Ako definixemo vektor centra orbite sa R⃗ = (X Y )T , mo�emo da uvedemo opera-

tor magnetne translacije τ
k⃗

def
= eik⃗R⃗. Ovaj operator �emo koristiti da bismo prexli

u impulsni prostor (videti apendikse A i B)[12]. Da bismo prebacili operatore
gustine u impulsni prostor, prvo �emo to uraditi za anahilacione operatore. Ana-
hilacioni operatori, preko svojih Furije transforma se mogu zapisati na slede�i
naqin:

cmn =

∫
d2k

(2π)2
⟨m| τ

k⃗
|n⟩ c

k⃗
. (4.26)

Svi operatori se mogu predstaviti kao kernel integrala, u sluqaju anihilacionog
operatora c imamo kernel c(z, z̄′). Tako�e operatori se mogu zapisati preko bazisa:

c(z, z̄′) = cmnψm(z)ψn(z′) (4.27)

=

∫
d2k

(2π)2
c
k⃗
τ
k⃗
(z, z̄′). (4.28)
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Da bismo prexli u impulsni prostor treba da na�emo inverz. To mo�emo da uradimo
tako xto pomno�imo sa inverznom translacijom i prointegralimo po z i z′:∫
d2zd2z′c(z, z̄′)τ−k⃗′(z

′, z̄) =

∫
d2kd2zd2z′

(2π)2
c
k⃗
τ
k⃗
(z, z̄′)τ−k⃗′(z

′, z̄)

=

∫
d2kd2z

(2π)
3
2

c
k⃗
⟨z| ei(k⃗−k⃗′)R⃗+ i

2
k⃗∧k⃗′ |z⟩

=

∫
d2kd2z

(2π)2
c
k⃗
⟨z| e

iz
2
((k⃗−k⃗′)x−i(k⃗−k⃗′)y)+ iz̄

2
((k⃗−k⃗′)x+i(k⃗−k⃗′)y) |z⟩ e

i
2
k⃗∧k⃗′

=

∫
d2kd2r

(2π)2
c
k⃗
e

i
2
k⃗∧k⃗′e−

|k⃗−k⃗′|2
2 eir⃗(k⃗−k⃗

′)

=

∫
d2kc

k⃗
e

i
2
k⃗∧k⃗′e−

|k⃗−k⃗′|2
2 δ(2)(k⃗ − k⃗′)

= c
k⃗′
. (4.29)

Iz prethodnog raquna sledi da je operator anihilacije jednak:

c
k⃗
=
∑
m,n

cmn ⟨n| τ−k⃗ |m⟩ . (4.30)

Tokom raquna smo koristili komutacionu relaciju izme�u z i z̄ datu sa [z, z̄] =
−2. Antikomutaciona relacija za operatore kreacije i anihilacije u impulsnom
prostoru je data sa:

{c
k⃗
, c†
k⃗′
} = (2π)2δ(2)(k⃗ − k⃗′). (4.31)

Sada raqunamo levi i desni operator gustine u impulsnom prostoru:

ρLmm′ =

∫
d2k

(2π)2
⟨m| τ

k⃗
|m′⟩ ρL

k⃗
(4.32)

=
∑
n

∫
d2kd2k′

(2π)4
⟨n| τ−k⃗ |m

′⟩ ⟨m| τ
k⃗′
|n⟩ c†

k⃗
c
k⃗′

=

∫
d2kd2k′

(2π)4
⟨m| τ

k⃗′
τ−k⃗ |m

′⟩ c†
k⃗
c
k⃗′

=

∫
d2kd2k′

(2π)4
⟨m| ei(k⃗′−k⃗)R⃗+ i

2
(k⃗∧k⃗′) |m′⟩ c†

k⃗
c
k⃗′

=

∫
d2kd2q

(2π)4
⟨m| eiq⃗R⃗+ i

2
k⃗∧q⃗ |m′⟩ c†

k⃗
c
k⃗+q⃗

=

∫
d2kd2q

(2π)4
e

i
2
k⃗∧q⃗ ⟨m| τq⃗ |m′⟩ c†

k⃗
c
q⃗+k⃗

.

Levi operator gustine se u impulsnom prostoru mo�e napisati na slede�i naqin:

ρL(q⃗) =

∫
d2k

(2π)2
e

i
2
(k⃗∧q⃗)c†

k⃗
c
k⃗+q⃗

. (4.33)
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Vidimo da u limesu kada q → 0 broj kompozitnih fermiona odgovara broju fiziqkih
bozona [12]. Sliqno prethodnom raqunu, iz izraza za desni operator gustine, preko
Furije transforma, datog sa:

ρRnn′ =

∫
d2k

(2π)2
⟨n| τ

k⃗
|n′⟩ ρR

k⃗
, (4.34)

dobijamo desni operator gustine u impulsnom prostoru:

ρR(q⃗) =

∫
d2k

(2π)2
e−

i
2
(k⃗∧q⃗)c†

k⃗
c
k⃗+q⃗

. (4.35)

Ispostav	a se da operatori gustine projektovani na najni�i Landauov nivo za-
dovo	avaju odgovaraju�u Lijevu algebru. �elimo da proverimo kako izgleda alge-
bra ovih operatora. Prvo proveravamo komutacionu relaciju izme�u levih i desnih
operatora gustine:

[ρR(q⃗), ρL(q⃗′)] =

∫
d2kd2k′

(2π)4
e

i
2
(k⃗′∧q⃗′−k⃗∧q⃗)[c†

k⃗
c
k⃗+q⃗

, c†
k⃗′
c
k⃗′+q⃗′ ]

=

∫
d2r

(2π)2

[
e

i
2
[(r⃗+ 1

2
q⃗)∧q⃗′−r⃗∧q⃗+q⃗′∧q⃗] − e

i
2
[(r⃗− 1

2
q⃗)∧q⃗′−r⃗∧q⃗]

]
c†
r⃗−q⃗′− 1

2
q⃗
cr⃗+ 1

2
q⃗

= 0. (4.36)

U raqunu smo prvo koristili vezu izme�u komutatora i antikomutatora [AB,C] =
A{B,C} − {A,C}B, gde su A,B i C proizvo	ni operatori. Zatim smo iskoristili
antikomutacionu relaciju izme�u anihilacionih i kreacionih operatora u impul-
snom prostoru, a potom smo napravili smenu promen	ivih r⃗ = k⃗ + q⃗′.

Komutaciona relacija izme�u desnih operatora gustine je:

[ρR(q⃗), ρR(q⃗′)] =

∫
d2kd2k′

(2π)4
e−

i
2
(k⃗′∧q⃗′+k⃗∧q⃗)[c†

k⃗
c
k⃗+q⃗

, c†
k⃗′
c
k⃗′+q⃗′ ]

=

∫
d2kd2k′

(2π)2
e−

i
2
(k⃗′∧q⃗′+k⃗∧q⃗)[δ(2)

(
k⃗ +

1

2
q⃗ − k⃗′ + 1

2
q⃗′
)
c†
k⃗− 1

2
q⃗
c
k⃗′+ 1

2
q⃗′
−

− δ(2)
(
k⃗ − 1

2
q⃗ − k⃗′ − 1

2
q⃗′
)
c†
k⃗′− 1

2
q⃗′
c
k⃗+ 1

2
q⃗
]

=

∫
d2r

(2π)2

[
e−

i
2
((r⃗−q⃗′)∧q⃗+(r⃗+ 1

2
q⃗)∧q⃗′)c†

r⃗−q⃗′− 1
2
q⃗
cr⃗+ 1

2
q⃗ (4.37)

−e−
i
2
(r⃗∧q⃗+(r⃗− 1

2
q⃗)∧q⃗′)c†

r⃗− 1
2
q⃗−q⃗′

cr⃗+ 1
2
q⃗

]
=

∫
d2k

(2π)2
e−

i
2
k⃗∧(q⃗+q⃗′)

(
e−

i
2
q⃗′∧q⃗ − e

i
2
q⃗′∧q⃗
)
c†
k⃗−q⃗−q⃗′

c
k⃗

= −2i sin

(
q⃗ ∧ q⃗′
2

)
ρR(q⃗ + q⃗′). (4.38)
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U tre�em redu raquna smo napravili smenu r⃗ = k⃗+ q⃗′, kao u prethodnom raqunu 4.36,
a zatim u slede�em redu smo napravili smenu k⃗ = r⃗ + 1

2 q⃗.
Sliqno prethodnom raqunu raqunamo komutacionu relaciju za leve operatore gusti-
ne ρL(q⃗):

[ρL(q⃗), ρL(q⃗′)] =

∫
d2kd2k′

(2π)4
e

i
2
(k⃗′∧q⃗′+k⃗∧q⃗)[c†

k⃗
c
k⃗+q⃗

, c†
k⃗′
c
k⃗′+q⃗′ ]

= 2i sin

(
q⃗ ∧ q⃗′
2

)
ρL(q⃗ + q⃗′). (4.39)

Vidimo da levi operatori gustine zadovo	avaju GMP algebru (Girvin-Platzman-
Mekdonald) [3], dok desni operatori gustine zadovo	avaju algebru do na znak "−".
Obzirom da desnm operatori gustine komutiraju sa levim operatorima gustine za
svaki impuls q⃗, desni operatori gustine �e komutirati i sa hamiltonijanom: [ρR(q⃗), H] =
0, koji je definisan samo preko levih operatora gustine.

4.2 Hartri-Fokova teorija

Qesto korix�en limes za numeriqke proraqune HLR (Halperin, Li, Rid) teorije,
kao i dobra aproksimacija za opis eksperimenata, je limes u kome je Kulonova inter-
akcija ma�a od rastoja�a izme�u Landauovih nivoa. Zbog toga mo�emo da ka�emo da
je u redu da definixemo kvantni Holov problem projekcijom Kulonove interakcije
na najvixi okupiran Landauov nivo i ignorisati sve ostale. U ovom limesu posto-
ji samo interakciona energija, jer kinetiqku energiju mo�emo da zanemarimo zbog
strukture Landauovih nivoa.

Hamiltonijan za najni�i Landauov nivo se mo�e napisati preko Haldejnovog
pseudopotencijala:

H =
∑
m

VmPm. (4.40)

gde je Pm projektor na m-to svojstveno sta�e operatora relativnog angularnog mo-
menata. Vidimo da je hamiltonijan potpuno odre�en skupom brojeva Vm koji predsta-
v	aju energije interakcije izme�u qestica sa relativnim angularnim momentom m.
U drugoj kvantizaciji bozonski hamiltonijan se mo�e zapisati na slede�i naqin:

H =
1

2

∑
m1,m2,m3,m4

Vm1,m2;m3,m4a
†
m1
a†m2

am4am3 . (4.41)

U proxirenom Hilbertovom prostoru kompozitnih fermiona hamiltonijan mo�emo
da napixemo:

H =
1

2

∑
m1,...,m4
n1,n2

Vm1,m2;m3,m4c
†
n1m1

c†n2m2
cm4n2cm3n1 . (4.42)

Da bismo dobili samo fiziqka sta�a iz ovog hamiltonijana moramo da uvedemo uslov
4.24. Uslov koji uvodimo mora da komutira sa hamiltonijanom.
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Hamiltonijan �elimo da izrazimo u impulsnom prostoru preko operatora gu-
stine. Tako�e, kako bismo zadr�ali strukturu fiziqkog Hilbertovog prostora u
impulsni prostor moramo da prebacimo i uslov 4.24 na desne operatore gustine:

ρRq⃗ |ψphy⟩ = ρ̄(2π)2δ(2)(q⃗) |ψphy⟩ . (4.43)

U literaturi postoje dva prilaza poqetnom hamiltonijanu 4.44. Jedan prilaz dao je
Rid u radu [23]. On predla�e hamiltonijan iz proxirenog Hilbertovog prostora,
4.42 definisan preko operatora gustine u slede�em obliku:

H =
1

2

∫
d2q

(2π)2
Ṽ (q⃗) : ρLq⃗ ρ

L
−q⃗ :, (4.44)

gde je Ṽ (q⃗) = V (q⃗)e−
q2

2 . U ovoj relaciji V (q⃗) predstav	a potencijal u impulsnom
prostoru dobijen Furije transformacijom, a eksponencijalni qlan se jav	a zbog
projekcije na najni�i Landauov nivo.

�elimo da dobijemo hamiltonijan u obliku:

HHF =

∫
d2k

(2π)2
ε
k⃗
c†
k⃗
c
k⃗
, (4.45)

kako bismo dobili disperzionu relaciju za problem koji rexavamo. U tu svrhu ko-
ristimo Hartri-Fok prilaz:

HHF =
1

2

∫
d2k1d

2k2d
2q

(2π)6
Ṽ (q)e

i
2
(k⃗1−k⃗2)∧q⃗[c†

k⃗1− 1
2
q⃗
c
k⃗1+

1
2
q⃗
< c†

k⃗2+
1
2
q⃗
c
k⃗2− 1

2
q⃗
>

+c†
k⃗2+

1
2
q⃗
c
k⃗2− 1

2
q⃗
< c†

k⃗1− 1
2
q⃗
c
k⃗1+

1
2
q⃗
>

−c†
k⃗1− 1

2
q⃗
c
k⃗2− 1

2
q⃗
< c†

k⃗2+
1
2
q⃗
c
k⃗1+

1
2
q⃗
>

−c†
k⃗2+

1
2
q⃗
c
k⃗1+

1
2
q⃗
< c†

k⃗1− 1
2
q⃗
c
k⃗2− 1

2
q⃗
>

+const] (4.46)

Prva dva qlana su direktni Hartrijevi qlanovi, dok su druga dva izmenska Foko-
va qlana. Oqekiva�e od < c†

k⃗
c
k⃗
> daje gustinu sta�a n

k⃗
, koja je kod fermiona na

temperaturi T = 0 jednaka θ(k− kF ). Nakon sre�iva�a izraza dobijamo Hartri-Fok
hamiltonijan oblika:

HHF =

∫
d2k1d

2k2
(2π)4

Ṽ (0)n
k⃗1
c†
k⃗2
c
k⃗2
−
∫
d2k1d

2k2
(2π)4

Ṽ (|k⃗1 − k⃗2|)nk⃗1c
†
k⃗2
c
k⃗2

(4.47)

Nalazimo da je disperziona relacija u zavisnosti od k⃗ talasnog vektora:

ε
k⃗
=

∫
d2k1
(2π)2

Ṽ (0)n
k⃗1
−
∫

d2k1
(2π)2

Ṽ (|⃗k − k⃗1|)nk⃗1 , (4.48)
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gde je prvi qlan u jednakosti doprinos Hartrijevog qlana, a drugi qlan je izmenski
Fokov qlan. Iz hamiltonijana 4.47 oqekujemo da dobijemo ukupnu energiju oblika:

E =
1

2(2π)2

∫
d2k1d

2k2f(k⃗1, k⃗2)nk⃗1nk⃗2 , (4.49)

gde f(k⃗1, k⃗2) predstav	a Landauovu interakcionu funkciju kada se k⃗1 i k⃗2 nalaze na
Fermi povrxi. Lako nalazimo svojstvenu energiju hamiltonijana u fiziqkom sta�u
|ψphy⟩:

E = ⟨ψphy|H |ψphy⟩

=

∫
d2k1d

2k2
(2π)4

(Ṽ (0)n
k⃗1
− Ṽ (|⃗k − k⃗1|)nk⃗1) ⟨ψphy| c

†
k⃗2
c
k⃗2
|ψphy⟩

=

∫
d2k1d

2k2
(2π)2

(Ṽ (0)− Ṽ (k⃗1 − k⃗2))nk⃗1nk⃗2 . (4.50)

Odavde vidimo da je f(k⃗1, k⃗2) = Ṽ (0)− Ṽ (k⃗1 − k⃗2).
Ukoliko se qestice koje posmatramo nalaze na Fermi povrxi, ili veoma bli-

zu �e, onda Landauova interakciona funkcija zavisi samo od ugla izme�u vektora
impulsa θ. Kao xto smo videli neretko koristimo Furije transform veliqina ka-
ko bismo nexto izraqunali. Iz tog razloga uvodimo Furije transform Landauove
interakcione funkcije:

fl =
1

2π

∫ 2π

0
dθf(θ)eilθ. (4.51)

Zbog simetrije interakcione funkcije f(θ) = f(2π − θ), mo�emo re�i da va�i
fl = f−l. Definixemo bezdimenzionu veliqinu Fl =

m∗fl
2π [6]. Ova veliqina pred-

stav	a koeficijente u razvoju funkcije F (k⃗1, k⃗2) po Le�androvim polinomima. In-
terakcija dve qestice je u potpunosti definisana preko funkcija Fl, koje nekad
zovemo Landauovim parametrima [24].

Uvo�e�e Landauovih parametara
je bitno za dobija�e popravke na go-
lu masu qestica sistema, tj. dobija-
�e efektivne mase. Na temperaturi
T = 0 nalazimo da je inverz efek-
tivne mase, koju inaqe raqunamo po

formuli kF
m∗ =

∂ξ
k⃗

∂ |⃗k|
, dat sa:

kF
m∗ = − kF

(2π)2

∫
dθ
k⃗1−k⃗2 Ṽ (k⃗1−k⃗2) cos θk⃗1−k⃗2 .

(4.52)
Slika 4.1: Simetrija Landauove in-
terakcione funkcije

Prilaz koji predla�e Rid dobro opisuje bozone na pu�e�u ν = 1. Prilaz nije
simetriqan na zamenu desnih i levih operatora gustine, iz tog razloga teorija ne
gubi kiralnost magnetnog po	a.
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Do sada nas je interesovala fizika samo u okviru osnovnog Landauovog nivoa.
�elimo da na�emo disperzionu relaciju za bilo koji Landauov nivo. Izrazi�emo
efektivni Kulonov potencijal u dve dimenzije u impulsnom prostoru Landauovog
nivoa:

Ṽ (|q⃗|) = Vc(|q⃗|)e−
q2

2 L2
n

(
q2

2

)
, (4.53)

gde Ln predstav	a n-ti Lagerov polinom, koji odgovara n-tom Landauovom nivou,
a Vc Kulonov potencijal u impulsnom prostoru koji se raquna na uobiqajen naqin.
Kada zamenimo potencijal u ovom ubliku, u Hartri-Fok aproksimaciju, dobi�emo
disperzione relacije za razliqite Landauove nivoe.

4.2.1 Kulonova interakcija

Kako smo dobili disperzionu relaciju za proizvo	an potencijal, sada mo�emo da
je primenimo na Kulonovu interakciju. Disperziona relacija za Kulonov potencijal
u osnovnom Landauovom nivou se mo�e napisati na slede�i naqin:

ε
k⃗
≈ −

∫
d2k′

(2π)2
1

|⃗k − k⃗′|
e−

|k⃗−k⃗′|2
2 n

k⃗′
. (4.54)

Dominantan qlan u disperzio-
noj relaciji Ridovog hamiltonija-
na4.44 je Fokov qlan, jer se bes-
konaqan Hartrijev qlan ekrani-
ra sa pozadinskim po	em u siste-
mu. Korix�e�em programskog pa-
keta WolframMathematica nacrtani
su grafici zavisnosti jednoqestiq-
ne energije od talasnog vektora k⃗
za osnovni, prvi i drugi Landauov
nivo, prikazani na slici 4.2. Pri-
metimo da postoji singularitet na
kF =

√
2.

Slika 4.2: Disperziona relacija za
Kulonovu interakciju u najni�em, pr-
vom i drugom Landauovom nivou na pu-
�e�u ν = 1

4.3 Bardin{Kuper{Xifer (BCS) teorija

Ve�ina teorija superprovodnosti, odnosno, opxirnije gledano teorija superflu-
idnih fermiona, se zasniva na konceptu sparenih osnovnih sta�a koje su predlo�ili
Bardin, Kuper i Xifer 1957. godine [25]. Kako par qestica mo�emo da posmatra-
mo kao bozon, takvo sta�e se mo�e posmatrati kao Boze kondenzat para qestica. U
originalnom BCS tretmanu, svaki par qestica je u relativnom s-talasnom sta�u
(l = 0), kada je minimalna energija fermionske ekscitacije razliqita od nule. Ne
dolazi do faznog prelaza jer je jaqina spariva�a uve�ana, te dolazi do re�ima Bo-
ze fluida. Ne mnogo kasnije, teorija je generalizovana na spariva�e sa relativnim
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angularnim momentom l ̸= 0. Kod He3 je uoqeno p-talasno spariva�e. Veruje se da
se d-talasno spariva�e dexava kod texkih fermiona i kod visokotemperaturnih
superprovodnika.

Mogu�nost sparenih Holovih sta�a prvi je predlo�io Halperin, qija slika o
jako sparenim sta�ima daje lep naqin da se vizualizuju �ihove kvalitativne oso-
bine [26]. Numeriqki proraquni dva nauqnika, Kenrajta i Girvina [27] dokazali su
postoja�e ovakvih nekompresibilnih sta�a na pu�e�u ν = 1 repulzivnih bozona,
bez uk	uqiva�a spina. Za ta sta�a verujemo da su zapravo Holova sparena sta�a. U
kontekstu Holovog efekta predlo�eno je fafijansko sta�e za konstrukciju probne
talasne funkcije sa spariva�em. Ovo je opravdano, obzirom da je BCS spareno sta�e
u realnom prostoru fafijan (videti dodatak A).

U ovom ode	ku �elimo da vidimo da li �emo do�i do superprovodnosti korix�e�em
hamiltonijana koji je predlo�io Rid.

Efektivni hamiltonijan kvaziqestica u BCS teoriji sred�eg po	a ima oblik:

Ωeff =
∑
k⃗

[
ξ
k⃗
c†
k⃗
c
k⃗
+

1

2
(∆∗

k⃗
c
k⃗
c
k⃗
+∆

k⃗
c†
k⃗
c†
−k⃗

)

]
, (4.55)

gde je ξ
k⃗
= ε

k⃗
−µ, a ε

k⃗
jednoqestiqna kinetiqka energija i µ bi u uobiqajenim siste-

mima bio hemijski potencijal. Funkcija ∆
k⃗
je funkcija procepa. Pretpostavi�emo

da je za malo k⃗ kinetiqki qlan jednak ε
k⃗
≈ k2

2m∗ , gde je m∗ efektivna masa, a −µ pred-
stav	a limes ξ

k⃗
za malo k⃗ [28]. Funkcija procepa ∆

k⃗
je svojstvena talasna funkcija

angularnog momenta L̂z = −i ∂∂φ , pa je mo�emo napisati u formi ∆
(l)

k⃗
= |∆

k⃗
|eiφkl,

l = ±1,±3, ..., gde φ
k⃗
zavisi od pravca vektora k⃗. Za p-talasno spariva�e sta�a je

l = ±1.
Hamiltonijan kompozitnih fermiona koji je predlo�io Rid u inverznom pro-

storu �elimo da predstavimo preko efektivnog hamiltonijana:

Hint =
1

2

∫
d2qd2k1d

2k2
(2π)6

Ṽ e
i
2
(k⃗1−k⃗2)∧q⃗c†

k⃗1− 1
2
q⃗
c†
k⃗2+

1
2
q⃗
c
k⃗1+

1
2
q⃗
c
k⃗2− 1

2
q⃗
, (4.56)

Da bismo dobili efektivni BCS hamiltonijan, razdvajamo parametre ure�e�a na
�ihovu glavnu vrednost (sred�u vrednost) i fluktuaciju, tj. uda	enost od sred�e
vrednosti.

c†
k⃗1− 1

2
q⃗
c†
k⃗2+

1
2
q⃗
c
k⃗1+

1
2
q⃗
c
k⃗2− 1

2
q⃗
=

[
(c†
k⃗1− 1

2
q⃗
c†
k⃗2+

1
2
q⃗
− < c†

k⃗1− 1
2
q⃗
c†
k⃗2+

1
2
q⃗
>)+ < c†

k⃗1− 1
2
q⃗
c†
k⃗2+

1
2
q⃗
>

]
[
(c
k⃗1+

1
2
q⃗
c
k⃗2− 1

2
q⃗
− < c

k⃗1+
1
2
q⃗
c
k⃗2− 1

2
q⃗
>)+ < c

k⃗1+
1
2
q⃗
c
k⃗2− 1

2
q⃗
>
]
.

(4.57)

Uvex�emo oznake χ∗
(
k⃗1 − 1

2 q⃗, k⃗2 +
1
2 q⃗
)
=< c†

k⃗1− 1
2
q⃗
c†
k⃗2+

1
2
q⃗
> i χ

(
k⃗1 +

1
2 q⃗, k⃗2 −

1
2 q⃗
)
=<

c
k⃗1+

1
2
q⃗
c
k⃗2− 1

2
q⃗
> kako bismo skratili zapis. Dobijamo izraz gde smo odbacili kva-
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dratne fluktuacije smatraju�i ih mnogo malim:

c†
k⃗1− 1

2
q⃗
c†
k⃗2+

1
2
q⃗
c
k⃗1+

1
2
q⃗
c
k⃗2− 1

2
q⃗
= [χ(k⃗1 +

1

2
q⃗, k⃗2 −

1

2
q⃗)

(
c†
k⃗1− 1

2
q⃗
c†
k⃗2+

1
2
q⃗
− χ∗(k⃗1 −

1

2
q⃗, k⃗2 +

1

2
q⃗)

)
+ χ∗(k⃗1 −

1

2
q⃗, k⃗2 +

1

2
q⃗)

(
c
k⃗1+

1
2
q⃗
c
k⃗2− 1

2
q⃗
− χ(k⃗1 +

1

2
q⃗, k⃗2 −

1

2
q⃗)

)
+ χ(k⃗1 +

1

2
q⃗, k⃗2 −

1

2
q⃗)χ∗(k⃗1 −

1

2
q⃗, k⃗2 +

1

2
q⃗)]. (4.58)

Da bismo dobili BCS spareno sta�e name�emo da va�i −k⃗′ = k⃗1 +
1
2 q⃗ i k⃗

′ = k⃗2 − 1
2 q⃗.

Te Ridov efektivni hamiltonijan ima oblik:

H int
eff =

1

2

∫
d2kd2k′

(2π)4
Ṽ (k⃗ + k⃗′)

[
χ
k⃗′
c†
k⃗
c†
−k⃗

+ χ
k⃗
c
k⃗′
c−k⃗′

]
e−ik⃗∧k⃗

′
. (4.59)

Odavde mo�emo, posmatraju�i efektivni hamiltonijan koji oqekujemo 4.55, da iden-
tifikujemo funkciju procepa:

∆
k⃗
=

∫
d2k′

(2π)2
Ṽ (k⃗ + k⃗′) < c−k⃗′ck⃗′ > e−ik⃗∧k⃗

′
. (4.60)

Vidimo da se jav	a eksponencijalni qlan zbog nekomutativnosti teorije. Ridov
efektivni hamiltonijan ima oblik:

H int
eff =

1

2

∫
d2k

(2π)2

[
∆
k⃗
c†
k⃗
c†
−k⃗

+∆∗
k⃗
c
k⃗
c−k⃗

]
. (4.61)

U da	em razmatra�u BCS teorije, u okviru frakcionog kvantnog Holovog efekta
�emo uvesti i prvi qlan iz klasiqne BCS teorije efektivnog hamiltonijana 4.55.
Pa �emo celokupni efektivni hamiltonijan oznaqiti kao Ωeff . �elimo da bli�e
odredimo kako izgleda funkcija procepa. U tu svrhu pravimo Bogo	ubovu trans-
formaciju:

α
k⃗
= u

k⃗
c
k⃗
− v

k⃗
c†
−k⃗
, (4.62)

α†
−k⃗

= u∗
k⃗
c†
−k⃗

+ v∗
k⃗
c
k⃗
, (4.63)

gde α
k⃗
anihilira osnovno sta�e efektivnog hamiltonijana. Na Bogo	ubone name�emo

da imaju isti oblik antikomutacionih relacija kao xto su imali c
k⃗
i c†

k⃗
, relacija

4.31. Odatle dobijamo da mora da va�i |u
k⃗
|2 + |v

k⃗
|2 = 1, xto je sluqaj i kod obiqnog

BCS metoda. Insistiramo da va�i komutaciona relacija izme�u naxeg efektivnog
hamiltonijana i bogo	ubona:

[Ωeff , αk⃗] = E
k⃗
α
k⃗
, (4.64)

gde je E
k⃗
> 0 energija bogo	ubona. Dobijamo da je oblik hamiltonijana predstav	en

preko bogo	ubona: Ωeff =
∫

d2k
(2π)2

E
k⃗
α†
k⃗
α
k⃗
+ const. Kada izjednaqimo ono xto dobijamo



34 4. Bozoni u izolovanom Landauovom nivou na pu�e�u ν = 1

iz komutacione relacije 4.64, zame�uju�i bogo	ubone preko kreacionih i anihila-
cionih operatora kompozitnih fermiona, sa onim xto smo nametnuli i iskoristimo
da radimo sa p-talasnim sta�em (l = ±1), dobijamo jednaqine:

E
k⃗
u
k⃗
= ξ

k⃗
u
k⃗
−∆

k⃗
v∗
k⃗
, (4.65)

E
k⃗
v
k⃗
= −ξ

k⃗
v
k⃗
−∆

k⃗
u
k⃗
. (4.66)

Manipulacijom ove dve jednaqine i uslovom koji smo dobili da mora da va�i izme�u
u
k⃗
i v

k⃗
, za energiju bogo	ubona dobijamo:

E
k⃗
=
√
ξ2
k⃗
+ |∆

k⃗
|2. (4.67)

Interesuje nas da dobijemo funkciju procepa ∆
k⃗
. Nakon sre�iva�a izraza 4.60 tako

xto < c−k⃗′ck⃗′ > izrazimo preko uvedenih bogo	ubona, dobijamo:

∆
k⃗
=

∫
d2k′

2(2π)2
V (k⃗ + k⃗′)u

k⃗′−k⃗vk⃗−k⃗′ . (4.68)

Kada iskoristimo uslove koje smo dobili u jednaqinama 4.65, za funkciju procepa
dobijamo samousaglaxenu jednaqinu:

∆
k⃗
=

∫
d2k′

(2π)2

(
− Ṽ (k⃗ + k⃗′)

2

)
e−ik⃗∧k⃗

′ ∆k⃗′

E
k⃗′
. (4.69)

Kada je interakcija repulzivna (delta funkcija), potencijal projektovan na najni�i

Landauov nivo ima oblik: Ṽ (k⃗ + k⃗′) = U0e
− |k⃗+k⃗′|2

2 . Kada imamo p-talasno sta�e, u
sluqaju ovakve interakcije nema BCS rexe�a za Ridov hamiltonijan. To se mo�e
videti ako posmatramo integral po uglovima iz dobijene samousaglaxene jednaqine:

Iφ =

∫
dφ

2π
e−k

′k cosφ−ik′k sinφeilφ. (4.70)

Kada je l = −1, integral je ma�i od nule, a kod l = 1 dobijamo Iφ = 0. Ni jedno
ni drugo rexe�e ne odgovaraju superprovodnom re�imu, ne dobijamo spareno sta�e
kompozitnih fermiona.



5

Elektroni u polupopu�enom

izolovanom Landauovom nivou

Elektroni u polupopu�enom Landauovom nivou ne predstav	aju samo egzotiqan
sistem, ve� relevantan sistem za izuqava�e kao jako korelisan i netrivijalan sistem
sa ” flat band ” strukturom (E

k⃗
= 0). Danas, mo�e da slu�i kao idealan poqetni

opis takvih sistema.
U uvodu smo rekli kako je Son uveo fenomenoloxki dvokomponentnu formulaci-

ju problema u sluqaju polupopu�enog Landauovog nivoa. Do ovog zak	uqka je doxao
iz zahteva za postoja�e simetrije izme�u qestica i xup	ina u opisu. Me�utim,
eksperimentalno znamo da je na pu�e�u ν = 1

2 sigurno naruxena simetrije qesti-
ca i xup	ina, iz tog razloga koristimo formulaciju sa samo jednim fermionom
(kvaziqesticom) koju �emo zvati kompozitni fermion.

Halperin, Li i Rid prvi uoqavaju da ovakav sistem ispo	ava osobine fermi
teqnosti. On predstav	a prvi konkretan primer netrivijalne fermi teqnosti kom-
pozitnih fermiona. Me�utim, nedostaje kako kvalitativno, tako i kvantitativno
razumeva�e sistema elektrona u polupopu�enom Landauovom nivou. Iz tog razloga,
Xankar i Murti pokuxavaju da opixu ovaj sistem efektivno name�u�i vezu:

< ρR(q) >= 0. (5.1)

Mi �emo umesto ovakve veze, nametnuti vezu koja �e ravnopravno uzimati i leve i
desne stepene slobode u opisu sistema. Iz tog razloga, smatramo da je deta	an opis
koji su dali Dong i Sentil[12] za opis bozona na pu�e�u ν = 1, tako�e odgovaraju�i
za sistem elektrona u izolovanom Landauovom niovu.

U ovom poglav	u �emo pokuxati, na osnovu iskustva iz HLR-teorije i Qern-
Sajmons teorije, da formulixemo efektivnu teoriju baziranu na kompozitnim fer-
mionima. U prvom ode	ku �emo dati hamiltonijan sa odgovaraju�om vezom za opis
sistema elektrona u izolovanom polupopu�enom Landauovom nivou. Zatim �emo po-
noviti, kao xto smo uradili za sistem bozona na pu�e�u ν = 1, Hartri-Fok metodu
za ovaj sistem. Naredni ode	ak je posve�en Kulonovoj interakciji izme�u kompozit-
nih fermiona. U posled�em ode	ku ovog poglav	a �emo testirati da li nax sistem

35
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ispo	ava Pomeranquk nestabilnost [29].

5.1 Hamiltonijan i veze

U ovom ode	ku poglav	a �emo konstruisati hamiltonijan polupopu�enog Lan-
dauovog nivoa i nametnuti veze koje smatramo da bi morale da va�e. Koristi�emo
se elementima konstrukcije fiziqkog prostora koji su uveli PHR, koju smo opisali
u qetvrtom poglav	u ovog rada. Opravdanost korix�e�a kompozitnih fermiona u
opisu elektrona u polupopu�enom Landauovom nivou le�i u tome da mo�emo oqeki-
vati da dolazi do spontanog naruxe�a simetrije izme�u xup	ina i qestica.

Ako posmatramo neki elektron,
u blizini �ega postoji korelacio-
na xup	ina, koju ostali elektroni
prave tom posmatranom elektronu.
Kompozitni fermion �e biti saqi-
�en od elektrona i �egove korela-
cione xup	ine, slika 5.1.

Slika 5.1: Kompozitni fermion

Ovo mo�emo da zamislimo kao obiqan elektron u prisustvu neke potencijalne
jame, koja nastaje usled zamene elektrona kao identiqnih qestica sa antisimetriq-
nim talasnim funkcijama, kao i usled repulzivnih interakcija koje otvaraju mesto
gde mo�e te�iti neki drugi elektron.

Umesto veze koju smo koristili u tre�em poglav	u (jednaqina 4.24) u proxirenom
Hilbertovom prostoru, pretpostavi�emo da va�i veza:

ρLnn + ρRnn = 1, (5.2)

tj. u impulsnom prostoru ρL(q⃗) + ρR(q⃗) = 0. Vidimo da ovako uvedena veza predsta-
v	a operatorsku jednaqinu koja je saglasna sa polupopu�enox�u Landauovog nivoa.
Ona stav	a korelacione xup	ine na mesto pravih xup	ina, dakle vextaqke ste-
pene slobode na mesto pravih. Desne stepene slobode stav	amo tamo gde nema levih
stepena slobode. Na neki naqin levi i desni stepeni slobode ravnopravno ulaze u
opis sistema. To je posebna restrikcija u opisu sistema. Nadamo se da �e ova vrsta
aproksimacije efektivnog prostora dati najva�niju fiziku.

Kako bismo mogli da opisujemo ovakav kvantni sistem, treba da konstruixemo ha-
miltonijan sistema. �ega odre�uje veza koju smo nametnuli, tj. on mora da komutira
sa vezom koju smo nametnuli 5.2:

[H, ρL(k⃗) + ρR(k⃗)]

∣∣∣∣
ρL(k⃗)+ρR(k⃗)=0

= 0. (5.3)

U odnosu na Ridov hamiltonijan, uvodimo smenu u hamiltonijanu kako bismo ga
adaptirali na vezu koju smo nametnuli:

ρLnn −→
ρLnn − ρRnn

2
. (5.4)
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Ovakvom smenom lako dolazimo do dipolne interpretacije kompozitnih fermiona.
Sada mo�emo da napixemo hamiltonijan koji opisuje nax sistem, do na qlan koji je
proporcionalan vezi, na slede�i naqin:

H =
1

8

∫
d2q

(2π)2
Ṽ (q⃗)(ρLq⃗ − ρ

R
q⃗ )(ρ

L
−q⃗ − ρ

R
−q⃗). (5.5)

Lako se proverava da ovaj hamiltonijan komutira sa vezom. Primetimo da je hamil-
tonijan bez normalnog ure�e�a. Ovo mo�emo da pravdamo na sliqan naqin kao Dong i
Sentil, koji su dali drugi prilaz u opisu sistema bozona u izolovanom Landauovom
nivou u radu [12]. Hamiltonijan koji su oni predlo�ili se sla�e sa vezom koju smo
uveli (jednaqina 5.2). Normalno ure�e�e je va�no kada koristimo leve operatore
gustine. Lako se proverava da va�i:

: ρLq⃗ ρ
L
−q⃗ : −ρ

L
q⃗ ρ

L
−q⃗ =

∫
d2kd2k′

(2π)4
e

i
2
(k⃗−k⃗′)∧q⃗ : c†

k⃗−q⃗
c†
k⃗′+q⃗

c
k⃗
c
k⃗′
:

−
∫
d2kd2k′

(2π)4
e

i
2
(k⃗−k⃗′)∧q⃗c†

k⃗−q⃗
c†
k⃗′+q⃗

c
k⃗
c
k⃗′

= −
∫
d2kd2k′

(2π)4
e

i
2
(k⃗−k⃗′)∧q⃗c†

k⃗−q⃗
{c†
k⃗′+q⃗

, c
k⃗
}c
k⃗′

=

∫
d2kd2k′

(2π)4
e

i
2
(k⃗−k⃗′)∧q⃗c†

k⃗−q⃗
c
k⃗′
(2π)2δ(2)(k⃗′ + q⃗ − k⃗)

= −
∫

d2k

(2π)2
c†
k⃗
c
k⃗

= −ρ̄. (5.6)

Obzirom da smo dobili konstantu, mo�emo da uklonimo normalno ure�e�e. Ovo je
opravdano jer oqekujemo da kvaziqestice imaju neku sopstvenu energiju, kao i da se
uvedeni hamiltonijan sla�e matematiqki sa proxirenim Hilbertovim prostorom.
Ovakav hamiltonijan se mo�e napisati preko normalnog ure�e�a na slede�i naqin:

H =
1

8

∫
d2q

(2π)2
Ṽ (q⃗) : (ρLq⃗ − ρ

R
q⃗ )(ρ

L
−q⃗ − ρ

R
−q⃗) : + (5.7)

+
1

8

∫
d2qd2kd2k′

(2π)6
Ṽ (q⃗)

[
e

i
2
(k⃗−k⃗′)∧q⃗ − e

i
2
(k⃗+k⃗′)∧q⃗ − e−

i
2
(k⃗+k⃗′)∧q⃗ + e−

i
2
(k⃗−k⃗′)∧q⃗

]
×

× c†
k⃗−q⃗
{c
k⃗
, c†
k⃗′+q⃗
}c
k⃗′
.

Izraqunajmo prvo prvi qlan hamiltonijana sa normalnim ure�e�em:

: (ρLq⃗ − ρ
R
q⃗ )(ρ

L
−q⃗ − ρ

R
−q⃗) := 4

∫
d2kd2k′

(2π)4
sin

(
k⃗ ∧ q⃗
2

)
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2

)
c†
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c†
k⃗′+q⃗

c
k⃗′
c
k⃗
. (5.8)
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Drugi deo hamiltonijana se lakxe sre�uje:

H(2) =
1

8

∫
d2qd2k

(2π)4
Ṽ (q⃗)

[
2− eik⃗∧q⃗ − e−ik⃗∧q⃗

]
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c
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=
1

2

∫
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(2π)4
Ṽ (q⃗) sin2

(
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2

)
c†
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c
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. (5.9)

Hamiltonijan sa kojim �emo raditi ima oblik:

H =
1

2
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2k2
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)
c†
k⃗
c
k⃗
. (5.10)

Ovakva postavka sa vezama ostav	a sistem nije invarijantan na bustove. Xto nije
dobro, jer znamo da, za razliku od talasne funkcije obiqne Fermi teqnosti, talasna
funkcija Fermi kompozitnih fermiona je eksplicitno invarijantna na bustove.

5.2 Hartri-Fokova teorija

Kao kod Ridovog hamiltonijana 4.44, �elimo i ovde da dobijemo hamiltonijan
oblika kao u jednaqini 4.45, kako bismo dobili disperzionu relaciju. Ponovo ko-
ristimo prilaz Hartri-Foka. Ne�emo razmatrati drugi deo hamiltonijana H(2) 5.9
jer vidimo da je on ve� u odgovaraju�em obliku. Prvi deo hamiltonijana H(1), u
teoriji sred�eg po	a, dobijamo na analogan naqin kao kod usred�ava�a Ridovog
hamiltonijana, i on ima slede�i oblik:

H
(1)
HF = −

∫
d2kd2q

(2π)4
Ṽ (|⃗k − q⃗|) sin2

(
k⃗ ∧ q⃗
2

)
n
k⃗
c†q⃗cq⃗. (5.11)

Hartrijev direktni qlan ne daje doprinos u ovom sluqaju, ve� ceo doprinos dolazi
od Fokovog qlana.

Dobili smo hamiltonijan kompozitnih fermiona u polupopu�enom izolovanom
Landauovom nivou u Hartri-Fokovoj aproksimaciji:

H = −
∫
d2kd2q

(2π)4
Ṽ (|⃗k − q⃗|) sin2

(
k⃗ ∧ q⃗
2

)
n
k⃗
c†q⃗cq⃗

+
1

2

∫
d2qd2k

(2π)4
Ṽ (q) sin2

(
k⃗ ∧ q⃗
2

)
c†
k⃗
c
k⃗

(5.12)

Sada lako identifikujemo disperzionu relaciju za proizvo	an potencijal:

ε
k⃗
= −

∫
d2q

(2π)2
Ṽ (q⃗) sin2

(
k⃗ ∧ q⃗
2

)
θ(kF − q) +

1

2

∫
d2q

(2π)2
Ṽ (q⃗) sin2

(
k⃗ ∧ q⃗
2

)
. (5.13)
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Odavde vidimo da hamiltonijan 5.5 prirodno sadr�i jednoqestiqni deo (svojstvenu
energiju dipola).

5.3 Hartri-Fokova teorija za dugodometnu Kulonovu in-
terakciju

U ovom ode	ku �emo videti kako se ponaxa jednoqestiqna energija u odnosu na
impuls k⃗, kada je interakcija izme�u kompozitnih fermiona Kulonova interakcija.
Videli smo, u jednaqini 4.53, da kada iza�emo iz okvira najni�eg Landauovog nivoa
se jav	a kvadratni Lagerov polinom. Dobili smo oblik Harti-Fokove disperzione
relacije za proizvo	an potencijal hamiltonijana koji su predlo�ili Dong i Sen-
til. Sada mo�emo da napixemo disperzionu relaciju kompozitnih fermiona pri
Kulonovoj interakciji na slede�i naqin:

ε(|⃗k|) =
∫

d2q

2(2π)2
1

|q⃗|
e−

|q⃗|2
2 L2

n

(
q2

2

)
sin2

(
k⃗ ∧ q⃗
2

)
−

−
∫

d2q

(2π)2
1

|⃗k − q⃗|
e−

|k⃗−q⃗|2
2 L2

n

(
|⃗k − q⃗|2

2

)
sin2

(
k⃗ ∧ q⃗
2

)
θ(kF − q). (5.14)

Ovaj integral je mogu�e numeriq-
ki rexiti, pa smo u tu svrhu kori-
stili program WolframMathematica.
Slika 5.2 prikazuje disperzionu re-
laciju za tri Lagerova polinoma,
odnosno tri Landauova nivoa. Pla-
va linija predstav	a disperziju za
osnovni Landauov nivo n = 0, cr-
na linija predstav	a disperziju za
n = 1, a crvena linija predstav	a
disperziju za n = 2.

Slika 5.2: Grafik disperzije za dugo-
dometnu Kulonovu interakciju

Sa grafika vidimo da je, kod sva tri nivoa, zavisnost energije od impulsa k⃗
monotono rastu�a oko k = kF , xto je i oqekivano. Dobijeno je da najni�u energiju
ima najni�i Landauov nivo i nema mexa�a Landauovih nivoa do k = kF = 1.

5.4 Generalisana Kulonova interakcija i Pomeranquk
nestabilnost

U uvodu u ovo poglav	e smo rekli da sistem elektrona u polupopu�enom Landauo-
vom nivou predstav	a primer netrivijalne Fermi teqnosti kompozitnih fermiona.
Iz tog razloga mo�emo da nametnemo opis preko Landauovih parametara. Ako uzmemo
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da je F1 = −1, dobi�emo ostale vrednosti parametara Fl Fermi teqnosti za Fermi
teqnost kompozitnih fermiona[29].

�elimo da vidimo da li nax sistem sa Kulonovom interakcijom ispo	ava Po-
meranquk nestabilnost. Ona se koristi za razumeva�e nematiqnosti sistema, gde ne-
matiqnost predstav	a sta�e materije koje spontano naruxava rotacionu simetriju,
ali quva translacionu simetriju. U kvantnim Holovim sta�ima je eksperimentalno
potvr�ena na pobu�enim Landauovim nivoima. Konkretno, na vixim polupopu�enim
Landauovim nivoima. Pomeranqukov argument ka�e da kada je neki Landauov para-
metar Fl < −1, kod sistema sa polarizovanim spinom, Landauova Fermi teqnost je
nestabilna u odnosu na deformaciju Fermi povrxine. Kada bi mikroskopski para-
metar zadovo	avao F2 < −1, izotropna Fermi teqnost bi prexla u nematiqno sta�e
sa eliptiqnom deformacijom Fermi povrxi.

Zbog Paulijevog principa is-
k	uqe�a, tj. repulzije izme�u fer-
miona, izotropna i kratkodometna
interakcija su potisnute. Oqekuje-
mo da Fermi povrx ima sferni
oblik. Me�utim, teorijska predvi-
�a�a kod dipol-dipol interakci-
je ka�u da �e do�i do deformaci-
je Fermi povrxi, tj. ona �e imati
oblik elipsoida, slika 5.3.

Slika 5.3: Deformacija Fermi
povrxi

Kako hamiltonijan zavisi od kvadrata Lagerovih polinoma, kada numeriqki �e-
limo da dobijemo disperzione relacije za vixe Landauove nivoe jav	a se problem
regularizacije. Ovaj problem se mo�e, na fiziqki naqin, rexiti, tako xto dodamo
zavisnost od parametra deb	ine η uzorka u nax potencijal. Ovaj parametar je u di-
menzijama magnetne du�ine vezan za sred�u xirinu ω̄ sistema u tre�oj dimenziji
kao η = ω̄

2 . Uvodimo ga kao cut− off na Kulonov potencijal, tako xto umesto obr-
nuto proporcionalne zavisnosti potencijala od rastoja�a 1

r , mo�emo da napixemo
1√
r2+η2

. Sada Kulonov potencijal u impulsnom prostoru ima oblik:

Vη(q) =
e−qη

q
. (5.15)

Nakon uvo�e�a ovog parametra, dobijeni potencijal u da	em tekstu nazivamo gene-
ralisan Kulonov potencijal. Vidimo da kada η −→ 0, modifikovan Kulonov poten-
cijal te�i qistoj Kulonovoj interakciji[29].
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Kada umesto qistog Kulonovog
potencijala, ubacimo modifikovan
Kulonov potencijal u disperzionu
relaciju 5.14 dobijenu iz hamilto-
nijana 5.5, za razliqite vrednosti
η ∈ {1, 2, 3, 4} dobijamo grafike 5.4,
5.5, 5.6 i 5.7 redom.

Slika 5.4: Zavisnost energije od im-
pulsa k⃗ za cut− off parametar η = 1

Slika 5.5: Zavisnost energije od im-
pulsa k⃗ za cut− off parametar η = 2

Sa grafika vidimo da xto je
ve�i cut− off parametar η, to je ma-
�a energetska razlika izme�u raz-
liqitih Landauovih nivoa, kao i
energija na kojoj se ti Landauovi ni-
voi nalaze.

Slika 5.6: Zavisnost energije od im-
pulsa k⃗ za cut− off parametar η = 3

Slika 5.7: Zavisnost energije od im-
pulsa k⃗ za cut− off parametar η = 4

Da bismo sada testirali Pomeranquk nestabilnost, treba da izraqunamo Landa-
uov parametar F2 u zavisnosti od η parametra:

F2 = −
∫
dθV η

Fock(θ) cos 2θ∫
dθV η

Fock(θ) cos θ
, (5.16)

gde je VFock(θ) Fokov qlan u disperzionoj relaciji 5.14, kada impulsi le�e na Fermi
povrxi:

V η
Fock(θ) = −

1

(2π)2
1

2| sin θ
2 |
e−2| sin θ

2
|2e−2η| sin θ

2
| sin2

(
sin θ

2

)
, (5.17)

uz pretpostavku da je impuls k⃗ usmeren du� x-ose: k⃗ = kF e⃗x = e⃗x.
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Ponovo smo iskoristili isti
programski paket za crta�e grafi-
ka kako bismo testirali nax sistem.
Rezultati se nalaze na slici 5.8,
gde je kao i ranije, plavom bojom
predstav	en najni�i Landauov ni-
vo n = 0, crnom bojom predstav	en
prvi Landauov nivo n = 1, a crvenom
bojom oznaqen drugi Landauov nivo
n = 2. Slika 5.8: l = 2 parametar Fermi teq-

nosti za tri Landauova nivoa (n = 0,
n = 1 i n = 2)

Oqekivali smo da se Pomeranquk nestabilnost javi za vrednosti η ∼ 0. Uoqavamo
da, u efektivnoj slici, iako je za η ∼ 3 parametar F2 dosta negativan, Pomeranquk
nestabilnost se ne jav	a, tj. F2 ne dosti�e vrednosti ma�e od −1. Ovo znaqi da je
sistem stabilan. Vrednosti Landauovog parametra za η ∼ 3 su dosta bliske rezulta-
tima koje su dobili Li, Xao, Kim, Haldejn i Rezaji u radu [29].
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Kvantna Bolcmanova jednaqina

za polupopu�en Landauov nivo

Na velikim rastoja�ima i vremenskim intervalima, mo�emo da koristimo semi-
klasiqan pristup da bismo izuqavali razne osobine sistema. Ovaj pristup se zasniva
na kvantnoj Bolcmanovoj jednaqini [30]. U ovom poglav	u rada �emo uvesti pojam
Vignerove funkcije, a zatim �emo izvesti kvantnu Bolcmanovu jednaqinu za sistem
elektrona u polupopu�enom izolovanom Landauovom nivou.

6.1 Vignerova funkcija

U klasiqnoj hamiltonovoj mehanici mo�emo da opixemo sta�e kao taqku u 6N -
dimenzionalnom faznom prostoru uz pomo� impulsa p i koordinata q. Me�utim,
to ne mo�emo da ponovimo u kvantnoj mehanici zbog principa neodre�enosti. Ne
mo�emo istovremeno da znamo gde se nalazi qestica koju posmatramo i koliki je
�en impuls. Zbog toga, u kvantnoj mehanici koristimo gustine verovatno�e za opis
sistema. Mo�emo da napixemo gustine verovatno�e i u prostoru koordinata, tj. u
koordinatnom bazisu, kao i u impulsnom prostoru. Oni su me�usobno povezani pre-
ko Furijeovog transforma, xto smo vixe puta iskoristili u ovom radu. Me�utim
po�e	no je da imamo funkciju koja �e dati verovatno�u i kroz koordinate x i kroz
impulse p. Zbog toga je konstruisana Vignerova funkcija [31]. Kao takva, potrebno je
da je svuda pozitivna i da daje dobre oqekivane vrednosti operatora. Me�utim, zbog
Hajzenbergovog principa neodre�enosti ovakva funkcija malo verovatno postoji.
Vignerova funkcija daje dobar opis sistema, iako mo�e biti negativna u nekim de-
lovima faznog prostor, xto nema fiziqkog smisla, ako je posmatramo kao funkciju
verovatno�e[32].

Kada konstruixemo Vignerovu funkciju, �elimo da damo novi formalizam kvant-
ne mehanike baziran na formalizmu faznog prostora. Da bismo to uradili, potreb-
no je da imamo neko preslikava�e izme�u kvantnog faznog prostora i Hilbertovog
prostora u Xredingerovojovoj slici. Ova transformacija naziva se Vejlova trans-

43
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formacija. Vejlov transform operatora f̂ se definixe na slede�i naqin:

f(r⃗, k⃗) =

∫
d2r′eir⃗

′k⃗ ⟨r⃗ + r⃗′

2
| f̂(r̂, k̂) |r⃗ − r⃗′

2
⟩ . (6.1)

Dakle, ova transformacija uzima operator i daje funkciju. Koristi�emo Vejlovu
transformaciju za definiciju Vignerove funkcije.

Ovde �emo Vignerovu funkciju uvesti preko operatora gustine ρ. Vejlovu trans-
formaciju operatora gustine mo�emo da definixemo preko operatora po	a na sle-
de�i naqin:

ρ(r⃗, r⃗′, t) =< ψ̂†(r⃗)ψ̂(r⃗′) >t= Tr
{
ρ(t)ψ̂†(r⃗)ψ̂(r⃗′)

}
. (6.2)

Oqekivanu vrednost operatora f̂ mo�emo da na�emo preko operatora gustine:

< f̂ >= Tr{ρ̂f̂} =
∫
d2r

∫
d2kρ(r⃗, k⃗)f(r⃗, k⃗) (6.3)

Vignerovu funkciju definixemo na slede�i naqin:

W (r⃗, k⃗)
def
=

∫
d2seik⃗s⃗ρ

(
r⃗ +

s⃗

2
, r⃗ − s⃗

2

)
. (6.4)

Oqekivane vrednosti operatora koje su nam potrebne da odredimo osobine kvantnog
nerelativistiqkog sistema se sada mogu predstaviti preko Vignerove funkcije:

< f̂ >=

∫
d2r

∫
d2kf(r⃗, k⃗)W (r⃗, k⃗)∫

d2r
∫
d2kW (r⃗, k⃗)

. (6.5)

6.2 Izvo�e�e kvantne Bolcmanove jednaqine

Interesuje nas kako �e se me�ati dipolni sistem kompozitnih fermiona u polu-
popu�enom izolovanom Landauovom nivou tokom vremena. Iz tog razloga izvodimo
kvantnu Bolcmanovu jednaqinu, koja �e nam dati model dinamike sistema.

Pretpostavimo da operator gustine sadr�i svu informaciju o vremenskoj evo-
luciji sistema. U Xredingerovoj slici ona mora da zadovo	ava fon Nojmanovu
jednaqinu:

iℏ
∂ρ

∂t
= [H, ρ]. (6.6)

Evolucija Vignerove funkcije kroz vreme se onda mo�e izraqunati uz pomo� fon
Nojmanove jednaqine 6.6 na slede�i naqin:

iℏ
∂W

∂t
= iℏ

∫
d2seik⃗s⃗Tr

{
∂ρ

∂t
ψ†
(
r⃗ +

s⃗

2

)
ψ

(
r⃗ − s⃗

2

)}
(6.7)

=

∫
d2seik⃗s⃗Tr

{
[H, ρ(t)]ψ†

(
r⃗ +

s⃗

2

)
ψ

(
r⃗ − s⃗

2

)}
(6.8)

=⇒ iℏ
∂W

∂t
=

∫
d2seik⃗s⃗Tr

{
ρ(t)

[
ψ†
(
r⃗ +

s⃗

2

)
ψ

(
r⃗ − s⃗

2

)
, H

]}
. (6.9)
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U prethodnom izvo�e�u smo koristili invarijantnost traga na cikliqne permuta-
cije. U da	em raqunu, kao u ostatku rada, koristi�emo merne jedinice u kojima je
ℏ = 1.

Obzirom da �emo koristiti dipolni hamiltonijan 5.5 za opis interakcije, ne-
zgodno je da koristimo operatore po	a u takvom obliku. Mo�emo da ih predstavimo
preko kreacionih, odnosno anihilacionih operatora kao:

ψ(x⃗) =
1

(2π)2

∫
d2keik⃗x⃗c

k⃗
, (6.10)

ψ†(x⃗) =
1

(2π)2

∫
d2ke−ik⃗x⃗c†

k⃗
. (6.11)

Radi�emo samo sa normalno ure�enim delom hamiltonijana 5.5 u dugotalasnom li-
mesu, kada q → 0:

H =
1

2(2π)6

∫
d2qd2p1d

2p2
Ṽ (q)

4
(p⃗1 ∧ q⃗)(p⃗2 ∧ q⃗)c†p⃗1−q⃗c

†
p⃗2+q⃗

cp⃗2cp⃗1 . (6.12)

Predstavi�emo veoma deta	no izvo�e�e faktora sa desne strane jednakosti 6.7, koji
�emo obele�iti sa I za normalno ure�en deo hamiltonijana. Prvi korak u izvo�e�u
je da sredimo komutacionu relaciju unutar traga na slede�i naqin:

Tr
{
ρ
[
c†
k⃗1
c
k⃗2
, c†p⃗1−q⃗c

†
p⃗2+q⃗

cp⃗2cp⃗1

]}
=Tr

{
ρc†
k⃗1
{c
k⃗2
, c†p⃗1−q⃗}c

†
p⃗2+q⃗

cp⃗2cp⃗1

}
+Tr

{
ρc†
k⃗1
c†p⃗1−q⃗{ck⃗2 , c

†
p⃗2+q⃗
}cp⃗2cp⃗1

}
− Tr

{
ρc†p⃗1−q⃗c

†
p⃗2+q⃗

cp⃗2{c
†
k⃗1
, cp⃗1}ck⃗2

}
− Tr

{
ρc†p⃗1−q⃗c

†
p⃗2+q⃗
{c†
k⃗1
, cp⃗2}ck⃗2cp⃗1

}
=(2π)2

[
δ(2)(k⃗2 − p⃗1 + q⃗) Tr

{
ρc†
k⃗1
c†p⃗2+q⃗cp⃗2cp⃗1

}
+ δ(2)(k⃗2 − p⃗2 − q⃗) Tr

{
ρc†p⃗1−q⃗c

†
k⃗1
cp⃗2cp⃗1

}
− δ(2)(k⃗1 − p⃗1) Tr

{
ρc†p⃗1−q⃗c

†
p⃗2+q⃗

cp⃗2ck⃗2

}
−δ(2)(k⃗1 − p⃗2) Tr

{
ρc†p⃗1−q⃗c

†
p⃗2+q⃗

c
k⃗2
cp⃗1

}]
. (6.13)

Kako pretpostav	amo da radimo sa qistim sta�ima, mo�emo trag od qetiri kre-
aciona i anihilaciona operatora, uz pomo� Vikove teoreme, da zapixemo preko
proizvoda dva traga. Samo izmenski doprinosi �e biti razliqiti od nule, dok je
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direktni doprinos kod dipol-dipol interakcije jednak nuli.

Tr
{
ρ
[
c†
k⃗1
c
k⃗2
, c†p⃗1−q⃗c

†
p⃗2+q⃗

cp⃗2cp⃗1

]}
= (2π)2[− δ(2)(k⃗2 − p⃗1 + q⃗) Tr

{
ρc†
k⃗1
c†p⃗2+q⃗

}
Tr
{
ρc†p⃗2+q⃗cp⃗1

}
− δ(2)(k⃗2 − p⃗2 − q⃗) Tr

{
ρc†
k⃗1
cp⃗1

}
Tr
{
c†p⃗1−q⃗cp⃗2

}
+ δ(2)(k⃗1 − p⃗1) Tr

{
ρc†p⃗1−q⃗cp⃗2

}
Tr
{
c†p⃗2+q⃗ck⃗2

}
+δ(2)(k⃗1 − p⃗2) Tr

{
ρc†p⃗1−q⃗ck⃗2

}
Tr
{
c†p⃗2+q⃗cp⃗1

}]
.

(6.14)

Vidimo da ako zamenimo p⃗1 ←→ p⃗2 i q⃗ ←→ −q⃗, qlanovi koji dolaze sa znakom ”-” su
me�usobno jednaki, isto tako, i qlanovi koji dolaze sa znakom ” + ”. Iz tog razloga
�emo razdvojiti problem koji rexavamo (I) na dva doprinosa:

I1 = −
1

4(2π)8

∫
d2sd2k1d

2qd2p1d
2p2Ṽ (q)(p⃗1 ∧ q⃗)(p⃗2 ∧ q⃗)eik⃗s⃗e−ik⃗1(r⃗+

s⃗
2)ei(p⃗1−q⃗)(r⃗−

s⃗
2)×

×Tr
{
ρc†
k⃗1
c†p⃗2+q⃗

}
Tr
{
ρc†p⃗2+q⃗cp⃗1

}
, (6.15)

I2 =
1

4(2π)8

∫ ∫
d2sd2k2d

2qd2p1d
2p2Ṽ (q)(p⃗1 ∧ q⃗)(p⃗2 ∧ q⃗)eik⃗s⃗e−ip⃗1(r⃗+

s⃗
2)eik⃗2(r⃗−

s⃗
2)×

×Tr
{
ρc†p⃗1−q⃗cp⃗2

}
Tr
{
c†p⃗2+q⃗ck⃗2

}
. (6.16)

Kako bismo ponovo iz kreacionih i anihilacionih operatora dobili operatore po	a
koristimo inverzni Furijeov transform:

c
k⃗
=

∫
d2xe−ik⃗x⃗ψ(x⃗), (6.17)

c†
k⃗
=

∫
d2xeik⃗x⃗ψ†(x⃗). (6.18)

Tokom sre�iva�a izraza 6.15, pored uobiqajenog korix�e�a izraza za delta funk-
ciju, bilo je potrebno pametno skloniti qlanove (p⃗1 ∧ q⃗)(p⃗2 ∧ q⃗), da bismo na kraju
sveli izraze na neki oblik Vignerove funkcije. To je ura�eno preko gradijenta onoga
xto stoji u eksponentu. Zatim, koristimo i to da je integral invarijantan na smenu
q⃗ −→ −q⃗. Nakon parcijalnih integracija i smena, dobijamo:

I1 = −
1

4(2π)2

∫
d2sd2qd2s′Ṽ (q)eik⃗(s⃗−s⃗

′)eiq⃗s⃗
′×

×Tr

{
ρψ†

(
r⃗ +

s⃗

2
− s⃗′

2

)
(q⃗ ∧ i∇r⃗)ψ

(
r⃗ − s⃗

2
− s⃗′

2

)}
×

×Tr

{
ρψ†

(
r⃗ − s⃗

2
− s⃗′

2

)
(q⃗ ∧ i∇r⃗)ψ

(
r⃗ − s⃗

2
+
s⃗′

2

)}
, (6.19)
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I2 =
1

4(2π)2

∫
d2sd2qd2s′Ṽ (q)eik⃗(s⃗+s⃗

′)eiq⃗s⃗
′×

×Tr

{
ρ

[
(q⃗ ∧ i∇r⃗)ψ†

(
r⃗ +

s⃗

2
+
s⃗′

2

)]
ψ

(
r⃗ +

s⃗

2
− s⃗′

2

)}
×

×Tr

{
ρ

[
(q⃗ ∧ i∇r⃗)ψ†

(
r⃗ +

s⃗

2
− s⃗′

2

)]
ψ

(
r⃗ − s⃗

2
− s⃗′

2

)}
. (6.20)

Kako bismo dobili promenu Vignerove funkcije tokom vremena, od qega smo krenuli,
potrebno je da saberemo ova dva izraza I = I1 + I2. Smatramo da su po	a slabo

promen	iva, pa mo�emo da razvijemo po	a do prvog qlana po s⃗
2 , odnosno

s⃗′

2 . Ci	 nam

je da dobijemo proizvod dva po	a, gde jedan zavisi od zbira r⃗+ s⃗
2 , a drugi od razlike

r⃗ − s
2 . Nakon razvija�a ponovo dobijamo dva doprinosa, doprinos od nultog qlana u

razvoju J0, i doprinos od prvog qlana J1. Doprinos nultog qlana je:

J0 =
1

4(2π)2

∫
d2sd2qd2s′Ṽ (q)eik⃗(s⃗+s⃗

′)eiq⃗s⃗
′

[
Tr

{
ρ(q⃗ ∧ i∇r⃗)ψ†

(
r⃗ +

s⃗′

2

)
ψ

(
r⃗ − s⃗′

2

)}
×

×Tr

{
ρ(q⃗ ∧ i∇r⃗)ψ†

(
r⃗ +

s⃗

2

)
ψ

(
r⃗ − s⃗

2

)}
−Tr

{
ρψ†

(
r⃗ +

s⃗

2

)
(q⃗ ∧ i∇r⃗)ψ

(
r⃗ − s⃗

2

)}
×

× Tr

{
ρψ†

(
r⃗ +

s⃗′

2

)
(q⃗ ∧ i∇r⃗)ψ

(
r⃗ − s⃗′

2

)}]
.

(6.21)

Nakon sre�iva�a parcijalnom integracijom, slede�i korak u raqunu je da predsta-
vimo gradijente po r⃗ kao gradijente po s⃗, odnosno s⃗′. Radi lakxeg zapisa koristi�emo

oznake ∇s⃗
def
= ∇ i ∇s⃗

def
= ∇′. Za doprinos nultog qlana dobijamo slede�i izraz:

J0 =
1

(2π)2

∫
d2qd2s′Ṽ (q)eis⃗

′(k⃗+q⃗)(q⃗ ∧ k⃗)W (r⃗, k⃗, t) Tr

{
ρ(q⃗ ∧ i∇′)ψ†(r⃗ +

s⃗′

2
)ψ(r⃗ − s⃗′

2
)

}

− 1

(2π)2

∫
d2sd2qṼ (q)eik⃗s⃗(q⃗ ∧ k⃗)W (r⃗, k⃗ + q⃗, t) Tr

{
ρψ†(r⃗ +

s⃗

2
)(q⃗ ∧ i∇)ψ(r⃗ − s⃗

2
)

}
.

(6.22)

Uvodimo oznake za funkcije koje nemaju neko fiziqko znaqe�e:

f(r⃗, s⃗)
def
= Tr

{
ρ

[
(2iq⃗ ∧∇)ψ†(r⃗ +

s⃗

2
)

]
ψ(r⃗ − s⃗

2
)

}
+Tr

{
ρψ†(r⃗ +

s⃗

2
)(2iq⃗ ∧∇)ψ(r⃗ − s⃗

2
)

}
,

(6.23)

g(r⃗, s⃗)
def
= Tr

{
ρ

[
(2iq⃗ ∧∇)ψ†(r⃗ +

s⃗

2
)

]
ψ(r⃗ − s⃗

2
)

}
− Tr

{
ρψ†(r⃗ +

s⃗

2
)(2iq⃗ ∧∇)ψ(r⃗ − s⃗

2
)

}
.

(6.24)
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Ovako uvedene oznake se mogu na kra�i naqin predstaviti u obliku:

f(r⃗, s⃗) = (2iq⃗ ∧∇) Tr
{
ρψ†

(
r⃗ +

s⃗

2

)
ψ

(
r⃗ − s⃗

2

)}
, (6.25)

g(r⃗, s⃗) = (iq⃗ ∧∇r⃗) Tr
{
ρψ†

(
r⃗ +

s⃗

2

)
ψ

(
r⃗ − s⃗

2

)}
. (6.26)

Sre�en izraz za doprinos nultog qlana izrazu I je:

J0 =
1

4(2π)2

∫
d2qṼ (q)(q⃗ ∧ k⃗)(iq⃗ ∧∇r⃗)

(
W (r⃗, k⃗, t)W (r⃗, k⃗ + q⃗, t)

)
. (6.27)

Izraz za masu koja se dobija zbog prisustva potencijalne energije:

1

M
=

∫
d2q

(2π)2
Ṽ (q)

4
q2 sin2 θ. (6.28)

Kada pretpostavimo da je W (r⃗, k⃗ + q⃗, t) ≈ W (r⃗, k⃗, t), smatraju�i da je q⃗ malo u dugo-
talasnom limesu, za doprinos nultog qlana u razvoju dobijamo:

J0 ≈
2i

M
W (r⃗, k⃗, t)k⃗∇r⃗W (r⃗, k⃗, t) . (6.29)

Sada posmatramo linearni qlan u razvoju po malim promenama po	a. Odmah �emo
uvesti smenu preko oznaka f(r⃗, s⃗) i g(r⃗, s⃗). Izraz za linearni qlan:

J1 =
1

4(2π)2

∫
d2sd2qd2s′Ṽ (q)eik⃗(s⃗+s⃗

′)eiq⃗s⃗
′
[
s⃗

2

(
f(r⃗, s⃗)∇r⃗f(r⃗, s⃗′) + g(r⃗, s⃗)∇r⃗g(r⃗, s⃗′)

)
− s⃗′

2

(
f(r⃗, s⃗′)∇r⃗f(r⃗, s⃗) + g(r⃗, s⃗′)∇r⃗g(r⃗, s⃗)

)]
.

(6.30)

Podeli�emo izraz za linearni qlan na doprinos samo sa funkcijom f(r⃗, s⃗), koji

�emo nazvati Jf1 i na doprinos sa funkcijom g(r⃗, s⃗), Jg1 . Nakon sre�iva�a izraza za
doprinos Jg1 dobijamo:

Jg1 =− 1

4(2π)2

∫
d2qṼ (q)

1

4

[
i∇

k⃗
(iq⃗ ∧∇r⃗)W (r⃗, k⃗, t)

]
∇r⃗(iq⃗ ∧∇r⃗)W (r⃗, k⃗ + q⃗, t)

+
1

4(2π)2

∫
d2qṼ (q)

1

4

[
i∇

k⃗
(iq⃗ ∧∇r⃗)W (r⃗, k⃗ + q⃗, t)

]
∇r⃗(iq⃗ ∧∇r⃗)W (r⃗, k⃗, t). (6.31)

Me�utim u aproksimaciji W (r⃗, k⃗+ q⃗, t) ≈W (r⃗, k⃗, t), kada smatramo da je u dugotala-
snom limesu q malo, ne dobijamo doprinos ovog qlana:

Jg1 ≈ 0 . (6.32)
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Doprinos linearnog qlana koji zavisi od funkcije f(r⃗, s⃗) je:

Jf1 =− i
(
∇
k⃗
W (r⃗, k⃗, t)∇r⃗ −∇r⃗W (r⃗, k⃗, t)∇

k⃗

)
VFock

− i

2(2π)2

∫
d2qṼ (q)q2 sin2 θW (r⃗, k⃗ + q⃗, t)k⃗∇r⃗W (r⃗, k⃗, t)

− 1

4(2π)2

∫
d2qṼ (q)(q⃗ ∧ k⃗)(iq⃗ ∧ e⃗z)×

×
[
W (r⃗, k⃗ + q⃗, t)∇r⃗W (r⃗, k⃗, t)−W (r⃗, k⃗, t)∇r⃗W (r⃗, k⃗ + q⃗, t)

]
. (6.33)

Gde smo prepoznali u raqunu doprinos Fokovog qlana preko Vignerove funkcije:

VFock ≈ −
1

(2π)2

∫
d2qṼ (q)

(k⃗ ∧ q⃗)2

4
W (r⃗, k⃗ + q⃗, t). (6.34)

�elimo da aproksimiramo i izraz 6.33 u dugotalasnom limesu kada je q malo. In-

tegral
∫
d2qṼ (q)(q⃗ ∧ k⃗)(iq⃗ ∧ e⃗z)

[
W (r⃗, k⃗ + q⃗, t)∇r⃗W (r⃗, k⃗, t)−W (r⃗, k⃗, t)∇r⃗W (r⃗, k⃗ + q⃗, t)

]
je proporcionalan sa Ṽ (q)q3, pa zbog toga, za sada, mo�emo da zanemarimo taj qlan.
Tako�e, prepoznajemo i maseni qlan koji se pojav	uje zbog postoja�a interakcije.
Sada, doprinos linearnog qlana Jf1 ima oblik:

Jf1 ≈ −i
(
∇
k⃗
W (r⃗, k⃗, t)∇r⃗ −∇r⃗W (r⃗, k⃗, t)∇

k⃗

)
VFock −

2i

M
W (r⃗, k⃗, t)k⃗∇r⃗W (r⃗, k⃗, t) .

(6.35)
Dobijamo kvantnu Bolcmanovu jednaqinu bez dodatnih aproksimacija u slede�em
obliku:

iℏ
∂W

∂t
=

1

4(2π)2

∫
d2qṼ (q)

{
(q⃗ ∧ k⃗)(iq⃗ ∧∇r⃗)

[
W (r⃗, k⃗, t)W (r⃗, k⃗, t)

]
− 1

4

[
i∇

k⃗
(iq⃗ ∧∇r⃗)W (r⃗,⃗k, t)

]
∇r⃗(iq⃗ ∧∇r⃗)W (r⃗, k⃗ + q⃗, t)

+
1

4

[
i∇

k⃗
(iq⃗ ∧∇r⃗)W (r⃗,⃗k + q⃗, t)

]
∇r⃗(iq⃗ ∧∇r⃗)W (r⃗, k⃗, t)

+ i(q⃗ ∧ k⃗)2
[
∇r⃗W (r⃗, k⃗, t)∇

k⃗
W (r⃗, k⃗ + q⃗, t)−∇r⃗W (r⃗, k⃗ + q⃗, t)∇

k⃗
W (r⃗, k⃗, t)

]
−(q⃗ ∧ k⃗)(iq⃗ ∧ e⃗z)

[
W (r⃗, k⃗ + q⃗, t)∇r⃗ −W (r⃗, k⃗, t)∇r⃗W (r⃗, k⃗ + q⃗, t)

]}
− ik⃗

M
∇r⃗W (r⃗, k⃗, t).

(6.36)
Posled�i qlan je kinetiqki qlan qije izvo�e�e se mo�e na�i u dodatku B.

Interesuje nas da vidimo da li �emo dobiti neku popravku na masu u efektivnoj
makroskopskoj teoriji koju nam daje kvantna Bolcmanova jednaqina. Iz tog razloga
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pixemo oblik kvantne Bolcmanove jednaqine sa dodatnim aproksimacijama:

iℏ
∂W

∂t
=

2i

M
W (r⃗, k⃗, t)k⃗∇r⃗W (r⃗, k⃗, t) + i

[
∇r⃗W (r⃗, k⃗, t)∇

k⃗
−∇

k⃗
W (r⃗, k⃗, t)∇r⃗

]
VFock

− 2i

M
W (r⃗, k⃗, t)k⃗∇r⃗W (r⃗, k⃗, t)− ik⃗

M
∇r⃗W (r⃗, k⃗, t).

(6.37)
Prirodno je oqekivati od sistema samo sa interakcijom da postoji invarijantnost na
bust (translacije u impulsnom prostoru) hamiltonijana. U izolovanom Landauovom
nivou je to zapa�eno od strane Haldejna kroz interpretaciju numeriqkih proraquna.
Nax hamiltonijan mikroskopski nema kinetiqki qlan, masa dolazi iz potencijala.
Za to mora da postoji bust invarijantnost.

6.3 Diskusija

Po�imo od obiqnog sistema sa golom, obiqnom masom mb (iz atomske, molekul-
ske fizike) i interakcijom izme�u atoma, odnosno molekula. Kvantna Bolcmanova
jednaqina takvog sistema ima oblik:

∂W

∂t
+

k⃗

mb
∇r⃗W +∇

k⃗
V∇r⃗W −∇r⃗V∇k⃗W =

(
∂W

∂t

)
coll

. (6.38)

gde je drugi qlan sa leve strane doprinos kinetiqkog qlana, tre�i i qetvrti qlan
potiqu od interakcije sistema, dok je sa desne strane jednakosti kolizioni qlan.
Pretpostavimo mogu�nost opisa naxeg sistema pomo�u Fermi teqnosti i zanemari-
mo kolizioni doprinos. Teorija Fermi teqnosti podrazumeva postoja�e efektivne
mase kvaziqestica m∗. Iz ovakve pretpostavke dobijamo isti oblik kvantne Bolc-
manove jednaqine. Me�utim, ako umesto gole mase mb pixemo m

∗, onda to moramo da
nadoknadimo postoja�em dodatnog interakcionog qlana, pored V (q).

Ako iz hamiltonijana 5.5 dobijamo maseni qlan, koji daje samo golu masu, to
ne mo�e biti kraj�i oblik hamiltonijana, jer efektivna teorija mora da poseduje
bust invarijantnost. Pa �emo taj hamiltonijan smatrati samo jednim doprinosom
ukupnom hamiltonijanu kao H(1). Kako izgleda onda ukupni hamiltonijan? On mora
da odgovara vezi koju smo nametnuli, tj. da komutira sa �om:

[H, ρL(k⃗) + ρR(k⃗)]

∣∣∣∣
ρL(k⃗)+ρR(k⃗)=0

= 0. (6.39)

Treba da dodamo neki dopunski qlan, kako bismo dobili ukupni hamiltonijan koji
daje qistu interakciju tipa c†c†cc, zato �emo pretpostaviti dodatni qlan oblika:

H(2) = C

∫
d2qe−

q2

2 (ρL(q⃗) + ρR(q⃗))(ρL(−q⃗) + ρR(−q⃗)), (6.40)

jer je ρR(q⃗)+ρL(q⃗) = 0 veza koju smo nametnuli sistemu, pa praktiqno ”dodajemo nulu”
hamiltonijanu. Oqekujemo da je C > 0, jer bi jednostavna minimizacija doprinosa
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tog qlana energiji zahtevala da va�i ρL(k⃗) + ρR(k⃗) = 0. Dodali smo qlan koji nije
normalno ure�en, ali mo�emo da ga napixemo preko normalno ure�enog qlana i
dodatnog dela:

H(2) = C

∫
d2qe−

q2

2 : (ρL(q⃗) + ρR(q⃗))(ρL(−q⃗) + ρR(−q⃗)) :

+ 4C

∫
d2kd2q

(2π)2
e−

q2

2 cos2

(
k⃗ ∧ q⃗
2

)
c†
k⃗
c
k⃗
. (6.41)

Sliqno sre�iva�u kod hamiltonijana 5.5, dobijamo:

H(2) =4C

∫
d2k1d

2k2d
2q

(2π)4
e−

q2

2 cos

(
k⃗1 ∧ q⃗

2

)
cos

(
k⃗2 ∧ q⃗

2

)
c†
k⃗1−q⃗

c†
k⃗2+q⃗

c
k⃗2
c
k⃗1

+ 4C

∫
d2kd2q

(2π)2
e−

q2

2 cos2

(
k⃗ ∧ q⃗
2

)
c†
k⃗
c
k⃗
. (6.42)

Kako bi nax ukupni hamiltonijan zaista davao samo qistu interakciju tipa c†c†cc,
treba da izrazimo kako izgleda konstanta C koja zadovo	ava taj uslov. Dakle, ona bi
trebalo da ponixti qlan 5.9, koji daje interakcionu masu u dugotalasnom limesu:

H(2) ≈
∫

d2k

(2π)2
k2

2M
c†
k⃗
c
k⃗
. (6.43)

Obzirom da sve radimo u dugotalasnom limesu, moramo da na�emo i qlan koji daje
masu kod hamiltonijana H(2) 6.42 u dugotalasnom limesu. Nakon toga, za konstantu
C dobijamo:

C =
1

8(2π)2

∫
dqṼ (q)q3∫
dqe−

q2

2 q3
(6.44)

Kompletan izraz za hamiltonijan ima oblik:

H = H(1) +H(2) . (6.45)

Na Fermi nivou ovakav hamiltonijan nema kvadratni qlan po impulsu, xto obezbe�u-
je ovako izabrana konstanta C. Za �ega mo�emo re�i da mb −→∞, xto karakterixe
bust invarijantnost. Kako za masuM iz hamiltonijana H znamo da je produkt inter-
akcija, onda mo�emo da ka�emo da je ona zapravo efektivna masa Fermi teqnosti u
prvoj aproksimaciji: M = m∗.

6.4 Pomeranquk nestabilnost

U prethodnom poglav	u smo pokuxali da na�emo Pomeranquk nestabilnost pola-
ze�i od hamiltonijana 5.5. U ovom ode	ku �elimo da vidimo da li bismo je dobili
sa novim hamiltonijanom 6.45 koji smo zadali u ovom poglav	u.
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Ponovo uvodimo cut− off parametar η u Kulonovu interakciju. Fokov qlan V η
Fock(θ),

kada se svi impulsi nalaze na Fermi povrxi, je u ovom sluqaju jednak:

V η
Fock = −e

−2| sin θ
2
|(η+| sin θ

2
|)

[
1

2(2π)2
1

| sin θ
2 |

sin2
(
sin θ

2

)
+ 8C(η) cos2

(
sin θ

2

)]
, (6.46)

gde C vixe nije konstanta ve� zavisi od parametra η.

Slika 6.1: l = 2 parametar Fermi teq-
nosti za tri Landauova nivoa (n = 0,
n = 1 i n = 2)

Slika 6.2: l = 2 parametar Fermi teq-
nosti za tri Landauova nivoa (n = 0,
n = 1 i n = 2) koja je dobijena u radu
[29]

Numeriqkim rexava�em izraza za Landauov parametar F2 (jednaqina 5.16) u od-
nosu na cut− off parametar η, dobijamo sliku 6.1. Plavom bojom prikazan je najni�i
Landauov nivo n = 0, crnom bojom predstav	en je prvi Landauov nivo n = 1, a
crvenom drugi Landauov nivo n = 2.

Dobijeni rezultati 6.1 su bli�i onome xto su Li, Rezaji, Haldejn, Kim i Xao
dobili u svom radu, slika 6.2. Uvo�e�e dodatnog qlana u hamiltonijanu da bi se
dobila bust invarijantnost se i ovim rezultatom mo�e pravdati. Razlika koja ipak
postoji u odnosu na rad [29], je da mi u prvom i drugom Landauovom nivou (n = 1 i
n = 2) za η ∼ 0 ipak ne dobijamo parametar F2 < −1 u naxoj efektivnoj slici, tj. ne
dobijamo Pomeranquk nestabilnost. Naxe razmatra�e u okviru teorije usred�enog
po	a ipak nije dovo	no dobro za otkriva�e kritiqnog ponaxa�a.
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Zak	uqak

U ovom radu smo se bavili opisom sistema elektrona u izolovanom Landauovom
nivou. Prvo poglav	e ovog rada bilo je posve�eno osnovnim pojmovima vezanim za
kvantni Holov efekat. Poqeli smo klasiqnim Holovim efektom, a zatim smo posma-
trali kvantnu teoriju. Tu smo ve� videli da ogromna degeneracija Landauovih nivoa
onemogu�ava da reximo problem ovakvog mnogoqestiqnog sistema sa interakcijom
pomo�u nekog strogog formalizma. Problem se znatno komplikuje kada popu�enost
Landauovih nivoa nije celobrojna.

Drugo poglav	e se bavilo razumeva�em frakcionog kvantnog Holovog efekta.
Kako me�uqestiqna interakcija ovde igra veliku ulogu, neophodno je bilo da na�e-
mo naqin kako da je tretiramo. Veliki deo naxeg razumeva�a frakcionog kvantnog
Holovog efekta se zasniva na razumeva�u probnih talasnih funkcija. Prvi veliki
korak u objax�e�u, pomo�u probne talasne funkcije, dao je Laflin. Iako predloz-
hena intuicijom, talasna funkcija u sebi sadr�i dosta informacija i osobina koje
iz eksperimenta znamo da sistem poseduje. Kao xto je na primer kompresibilnost.

Sistem sa frakcionom popu�enox�u sta�a nosi frakciono naelektrisa�e, xto
efektivno izgleda kao da su se neki elektroni podelili. Me�utim znamo da je elek-
tron nede	ivi konstituent materije. Iz tog razloga, uvodimo nove stepene slobode
- kompozitne fermione.

U narednom poglav	u smo se bavili opisom sistema u izolovanom Landauovom
nivou na pu�e�u ν = 1 sistema bozona. Numeriqki proraquni pokazuju da je pravo
sta�e koje opisuje ovaj sistem zapravo bozonski fafijan. Me�utim, mo�emo da sma-
tramo kompozitne fermione kao tzv. rodite	sko sta�e za razumeva�e bozonskog fa-
fijana. Ovakvo stanovixte nam je dalo opravda�e da umesto fafijanskog koristimo
opis kompozitnih fermiona. Konstruisali smo proxireni Hilbertov prostor, iz
kog smo, pomo�u nametnute veze, izvukli fiziqki Hilbertov prostor sta�a. Ako
napravimo paralelu izme�u sparenih Holovih sta�a sa Kuperovim parovima koji
su preduslov za nastanak BCS superprovodnosti, kao i to xto se fafijansko sta�e
prirodno pojav	uje kao BCS spareno sta�e, to nam daje nadu da mo�da sistem is-
po	ava superprovodne osobine. Oqekivali smo da na�emo energetski procep koji bi
garantovao da se elektroni blizu Fermi povrxi ne mogu ekscitovati i tako degra-
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dirati superprovodni tok. Me�utim, nismo dobili rexe�e koje bi tome odgovaralo
sa postavkom Ridovog hamiltonijana kompozitnih fermiona.

Slede�e poglav	e bilo je posve�eno elektronima u polupopu�enom izolovanom
Landauovom nivou. Na osnovu iskustva dobijenog iz HLR-teorije i Qern-Sajmons te-
orije, dali smo hamiltonijan kompozitnih fermiona sa vezama koje bi odgovarale ta-
kvom sistemu. Zatim smo ponovili analizu kao kod sistema bozona na pu�e�u ν = 1,
i tretirali sistem Hartri-Fokovom metodom. Zatim smo �eleli da testiramo da
li sistem ispo	ava Pomeranquk nestabilnost na vixim Landauovim nivoima. Zbog
zavisnosti hamiltonijana od kvadrata Lagerovih polinoma, na vixim Landauovim
nivoima, uveli smo cut− off parametar η. Oqekivali smo da �emo dobiti nestabil-
nost za male parametre η ∼ 0. Me�utim, iz takve postavke hamiltonijana sa vezama
nismo dobili nestabilnost.

Iz kvantne Bolcmanove jednaqine, koju smo dobili u petom poglav	u rada, vide-
li smo da ovakvom postavkom sistema ne dobijamo popravku na golu masu. Zbog toga
smo dodali novi qlan u hamiltonijan, koji obezbe�uje da na Fermi novou hamilto-
nijan nema kvadratnih qlanova po impulsu. Potom smo �eleli da ispitamo pojavu
Pomeranquk nestabilnosti sa novim hamiltonijanom. Dobili smo rezultat koji je
bli�i onome xto su dobili Li, Rezaji, Haldejn, Kim i Xao u svom radu [29]. Ipak
nismo dobili Pomeranquk nestabilnost za male vrednosti η ∼ 0, te smatramo da ana-
liza teorije u okviru usred�enog po	a nije dovo	no dobro za otkriva�e kritiqnog
ponaxa�a sistema.

Ostala su neka otvorena pita�a. Slede�i korak u istra�iva�u sistema elektro-
na u polupopu�enom Landauovom nivou, kao sistema kompozitnih fermiona (koji smo
postavili u ovom radu), bi bilo traga�e za sparenim sta�ima i dobija�e funkcije
procepa za BCS superprovdnost. Drugo pita�e bi bilo rexava�e kvantne Bolcma-
nove jednaqine koju smo dobili.

Zahvalnica: Ovom prilikom �elela bih da se zahvalim svojoj mentorki prof.
dr Milici Milovanovi�, na smernicama i dobroj sarad�i tokom obrade ove teme
i izrade master rada. Nadam se da �emo nastaviti da sara�ujemo i ubudu�e. Zatim,
�elela bih da se zahvalim dr So�i Predin koja se zajedno sa nama bavila obradom
ove teme i koja mi je pomogla oko numeriqkih proraquna u ovom radu. Na kraju,
�elela bih da se zahvalim Stefanu �or�evi�u, studentu doktorskih studija na
Fiziqkom fakultetu, Univerziteta u Beogradu, na sugestijama za sam izgled master
rada, kao i na neizmernoj podrxci tokom �egove izrade.



Dodatak A

Fafijan u superprovodnoj

teoriji

U ode	ku 4.3 smo, nakon uvo�e�a fafijanskog sta�a, obrazlo�ili da mo�emo da
pove�emo naxu teoriju sa superprovodnom teorijom. U ovom dodatku �emo pokazati,
uz pomo� teorije po	a, da se fafijani prirodno pojav	uju u mnogoqestiqnoj talasnoj
funkciji za BCS superprovodno sta�e [14].

Pretpostavimo da mo�emo da kreiramo N -qestiqno sta�e iz Fokovog vakuuma
|Ω⟩ na slede�i naqin:

|N⟩ = 1

N !

∫
dx1...dxNϕ(x1, ..., xN )Ψ

†(xN )...Ψ
†(x1) |Ω⟩ , (A.1)

gde je |Ω⟩ = |0⟩⊗|0⟩⊗ ...⊗|0⟩ vakuum interakcione teorije, a x prostorna koordinata
u bilo kom broju dimenzija. Pretpostavi�emo jox da su svi spinovi orijentisani na
gore, xto znaqi da u spinskom delu prostora talasna funkcija je simetriqna. Pod
ovom pretpostavkom, orbitalni deo talasne funkcije mora biti antisimetriqan.

Talasnu funkciju iz N -qestiqnog sta�a mo�emo dobiti kao:

ϕ(x1, ..., xN ) = ⟨Ω|Ψ(x1)...Ψ(xN ) |N⟩ . (A.2)

Sve vreme podrazumevamo da je norma vakuuma ⟨Ω|Ω⟩ = 1, kao i da va�e kanonske

antikomutacione relacije izme�u operatora po	a: {Ψi,Ψ
†
j} = δij . Pokaza�emo da je

talasna funkcija, definisana na ovaj naqin, dobro definisana:

ϕ(x1, x2) = ⟨Ω|Ψ(x1)Ψ(x2) |2⟩ =
1

2

∫
d2y1d

2y2ϕ(y1, y2) ⟨Ω|Ψ(x1)Ψ(x2)Ψ
†(y2)Ψ

†(y1) |Ω⟩

(A.3)

=
1

2

∫
d2y1d

2y2ϕ(y1, y2)(⟨Ω|Ψ(x1)Ψ(x2)Ψ
†(y2)Ψ

†(y1) |Ω⟩

+ ⟨Ω|Ψ(x1)Ψ(x2)Ψ
†(y2)Ψ

†(y1) |Ω⟩) (A.4)

=
1

2
(ϕ(x1, x2)− ϕ(x2, x1)). (A.5)
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56 Dodatak A. Fafijan u superprovodnoj teoriji

Sta�e Kuperovog para, takozvanog p+ ip superprovodnika, su dali Grin i Rid u
radu [28] kao:

|BCS⟩ = e
1
2

∫
ψ†g(x−y)ψ(x)dxdy |Ω⟩ , (A.6)

gde je g(x − y) talasna funkcija Kuperovog para (neparna funkcija). Ako razvije-
mo eksponent u red, dobijamo sva sta�a sa parnim brojem qestica. Prirodno je da
uvedemo generatorsku funkciju talasnih funkcija za bilo koji broj qestica:

Z[J ] = ⟨Ω| e
∫
dxJ(x)ψ(x) |BCS⟩ . (A.7)

Iz generatorske funkcije se dobijaju talasne funkcije diferencira�em po Grasma-
novom izvoru J(x):

ϕ(x1, ..., xN ) =
∂NZ

∂J(x1)...∂J(xN )

∣∣∣∣∣
J=0

. (A.8)

Preko definicije koherentnih sta�a, koja su svojstvena sta�a operatora po	a ψ i
ψ†, mo�emo, particionu funkciju, napisati na slede�i naqin:

Z(J) =

∫
[dψ̄dψ]e−ψ̄ψejψe

1
2
ψ̄gψ. (A.9)

Nakon integra	e�a po po	ima dobijamo: Z(J) = e
1
2
JgJ . Funkcija sparenog sta�a je:

ϕ(x1, x2) =
∂2Z

∂J(x1)∂J(x2)

∣∣∣∣∣
J=0

= −g(x1 − x2). (A.10)

Za talasnu funkciju qetiri qestice mo�emo da koristimo Vikovu teoremu, pa do-
bijamo:

ϕ(x1, x2, x3, x4) = g(x1−x2)g(x3−x4)−g(x1−x3)g(x2−x4)+g(x1−x4)g(x2−x3). (A.11)

Dobili smo isti oblik talasne funkcije kao u ode	ku 3.3.



Dodatak B

Kvantna Bolcmanova jednaqina

U ovom delu dodatka �emo izraqunati kvantnu Bolcmanuvu jednaqinu za hamil-
tonijan oblika:

H = T + V (|r⃗|) (B.1)

gde je T kinetiqka energija sistema, a V (|r⃗|) potencijalna energija. Prvo �emo iz-
raqunati doprinos kinetiqkog qlana kvantnoj Bolcmanovoj jednaqini. Vignerovu
funkciju qiju vremensku evoluciju posmatramo �emo samo u sluqaju kinetiqkog qla-
na oznaqiti sa W0. Kinetiqki qlan hamiltonijana ima oblik T = 1

(2π)2

∫
d2kε

k⃗
c†
k⃗
c
k⃗
.

iℏ
∂W0

∂t
=

1

(2π)6

∫
d2sd2k1d

2k2d
2qeik⃗s⃗e−ik⃗1(r⃗+

s⃗
2)eik⃗2(r⃗−

s⃗
2)εq⃗ Tr

{[
c†
k⃗1
c
k⃗2
, c†q⃗cq⃗

]
ρ(t)

}
(B.2)

=
1

(2π)4

∫
d2sd2k1d

2k2d
2qeik⃗s⃗e−ik⃗1(r⃗+

s⃗
2)eik⃗2(r⃗−

s⃗
2)εq⃗×

× Tr{
(
δ(2)(k⃗2 − q⃗)c†

k⃗1
cq⃗ − δ(2)(k⃗1 − q⃗)c†q⃗ck⃗2

)
ρ(t)} (B.3)

=
1

(2π)2

∫
d2sd2k1d

2k2
k22 − k21
2m

eik⃗s⃗e−ik⃗1(r⃗+
s⃗
2)eik⃗2(r⃗−

s⃗
2) Tr

{
ρ(t)c†

k⃗1
c
k⃗2

}
(B.4)

Ako pretpostavimo vektor k⃗ u obliku k⃗ = k⃗1+k⃗2
2 , dobijamo:

iℏ
∂W0

∂t
=

1

(2π)2

∫
d2sd2k1d

2k2
k⃗

2m

1

i
∇r⃗eik⃗s⃗e−ik⃗1(r⃗+

s⃗
2)eik⃗2(r⃗−

s⃗
2) Tr

{
ρ(t)c†

k⃗1
c
k⃗2

}
(B.5)

=
k⃗

im
∇r⃗W (r⃗, k⃗, t) (B.6)

Za doprinos kinetiqkog qlana kvantnoj Bolcmanovoj jednaqini dobijamo:

iℏ
∂W0

∂t
= − ik⃗

m
∇r⃗W (r⃗, k⃗, t) (B.7)

�elimo da dobijemo samo izmenski doprinos potencijala interakcije kvantnoj Bolc-
manovoj jednaqini, jer dipolni potencijal ne daje doprinos u direktnom qlanu, tj.
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direktni qlan je jednak nuli. Potencijal interakcije za koji raqunamo doprinos

ima slede�i oblik: V =
∫ d2qd2p1d2p2

(2π)6
Ṽ (q)c†p⃗1−q⃗c

†
p⃗2+q⃗

cp⃗2cp⃗1 . Nakon xto primenimo sve
tehnike i matematiqke trikove, kao xto smo uradili pri radu sa hamiltonijanom
5.5, dobijamo izmenski doprinos potencijala interakcije kvantnoj Bolcmanovoj jed-
naqini:

iℏ
∂WI

∂t
= (i∇r⃗W (r⃗, k⃗, t)∇

k⃗
− i∇

k⃗
W (r⃗, k⃗, t)∇r⃗)

∫
d2q

(2π)2
Ṽ (q)W (r⃗, k⃗ + q⃗, t) (B.8)

Kada saberemo doprinos kinetiqkog qlana i doprinos interakcionog qlana, dobija-
mo kvantnu Bolcmanovu jednaqinu oblika:

∂W

∂t
+

k⃗

M
∇r⃗W (r⃗, k⃗, t) +∇r⃗W (r⃗, k⃗, t)∇

k⃗
V (r⃗, k⃗, t)−∇

k⃗
W (r⃗, k⃗, t)∇r⃗V (r⃗, k⃗, t) = 0

(B.9)
gde smo koristili jedinice u kojima je Plankova konstanta ℏ = 1.



Dodatak C

Nekomutativna geometrija

Da bismo znali da raqunamo u jednoqestiqnom Hilbertovom prostoru najni�eg
Landauovog nivoa, potrebno je da poznajemo bar najosnovnije ideje formalizma neko-
mutativne geometrije. Uze�emo najjednostavniji primer za sluqaj beskonaqne ravni
sa homogenim magnetnim po	em koju �emo ekvivalentirati sa nekomutativnom ravni
u nekomutativnoj geometriji.

U ovom radu najvixe smo koristili nekomutativni Furije transform, te �emo
ovde objasniti kako se on raquna za normalizovano bazisno sta�e u koordinatnoj
reprezentaciji pri simetriqnom kalibracionom uslovu:

um(z) =
1√

2π
√
2mm!

zme−
|z|2
4 . (C.1)

Svi operatori se mogu zapisati kao kerneli integrala, tako operator â mo�emo
reprezentovati �egovim kernelom na slede�i naqin:

âψ(z) = ⟨z| â |ψ⟩ (C.2)

= ⟨z| â
∫
d2z′ |z′⟩ ⟨z′|ψ⟩

=

∫
d2z′ ⟨z| â |z′⟩ ⟨z′|ψ⟩

=

∫
d2z′a(z, z̄′)ψ(z̄′), (C.3)

gde je ψ(z) neko sta�e konaqne norme. Kernel operatora se mo�e razviti u red na
slede�i naqin

a(z, z̄′) =
∞∑

m,n=0

amnum(z)un(z′). (C.4)

gde su amn elementi beskonaqne matrice. Proizvo	ni operator u proxirenom Hil-
bertovom prostoru, u svim Landauovim nivoima, tj. sve kvadratno integrabilne
funkcije na ravni, se mogu projektovati na najni�i Landauov nivo. Pre uvo�e�a
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60 Dodatak C. Nekomutativna geometrija

Dirakove delta funkcije, u ovom prostoru, definixemo star proizvod dva operato-
ra:

â ⋆ b̂(z, z̄′) =

∫
d2z1a(z, z̄1)b(z1, z̄

′). (C.5)

Dirakova delta funkcija δ(r⃗ − r⃗′) ima matriqne elemente δmn u ortonormiranom
bazisu i svoj odgovaraju�i operator reprezentovan kao kernel integrala:

δ(z, z̄′) =

∞∑
m,n=0

δmnum(z)un(z′) =
∑
m

um(z)um(z′)

=
∑
m

1

2π2mm!
zmz̄′me−

1
4
|z|2e−

1
4
|z′|2 =

1

2π
e−

1
4
|z|2− 1

4
|z′|2

∑
m

(
zz̄′

2

)m
m!

=
1

2π
e−

1
4
|z|2− 1

4
|z′|2+ 1

2
zz̄′ . (C.6)

Ovaj operator implementira projekciju na najni�i Landauov nivo za bilo koji ope-
rator iz proxirenog Hilbertovog prostora. Dirakova delta funkcija ima slede�e
osobine:

δ̂ψ = ψ, (C.7)

δ̂ ⋆ â = â ⋆ δ̂ = â. (C.8)

Ako �elimo da pre�emo u impulsni prostor preko Furije transforma, potreban nam

je operator eik⃗r⃗. �egova projekcija na najni�i Landauov nivo se posti�e na slede�i
naqin: ∫

d2z1δ(z, z̄1)e
ik⃗r⃗1δ(z1, z̄

′) = τ
k⃗
(z, z̄′). (C.9)

Na ovaj naqin smo definisali operator ravnog talasa τ̂
k⃗
:

τ̂
k⃗
= eik⃗

ˆ⃗
R. (C.10)

Operator ravnog talasa zadovo	ava jednaqinu magnetne translacije:

τ̂
k⃗
⋆ τ̂

k⃗′
= τ̂

k⃗+k⃗′
e

1
4
(k̄k′−kk̄′) = τ̂

k⃗+k⃗′
e

i
2
Im(k̄k′) = τ̂

k⃗+k⃗′
e

i
2
k⃗∧k⃗′ . (C.11)

Ovako smo definisali operator preko koga radimo nekomutativni Furije trans-
form. Za funkciju a(z, z̄′), nekomutativni Furije transform mo�emo napisati kao:

a(z, z̄′) =

∫
d2k

2π
a
k⃗
τ
k⃗
(z, z̄′). (C.12)

Va�e relacije ortonormiranosti i relacija kompletnosti za operator ravnog tala-
sa: ∫

τ
k⃗
⋆ τ

k⃗′ = 2πδ(k⃗ + k⃗′), (C.13)∫
d2k

2π
τ
k⃗
(z, z̄′)τ−k⃗(w, w̄

′) = δ(z, w̄′)δ(w, z̄′). (C.14)
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Kako je star proizvod asocijativan, ali nije komutativan, mo�emo uvesti komutator
sa ovim proizvodom koji se naziva zagrada Vejl-Mojala:

[â,⋆ b̂] = â ⋆ b̂− b̂ ⋆ â. (C.15)

C.1 Nekomutativna teorija po	a

U ovom delu dodatka �elimo da prika�emo najosnovnije ideje formalizma ne-
komutativne teorije po	a. Kako u radu ova teorija nije korix�ena ozbi	no pri
izvo�e�u zak	uqaka, definisa�emo samo najosnovnije pojmove koji su korix�eni u
me�ukoracima, i raquna�u Furijeovog transforma

Pretpostavimo da prostorne koordinate X i Y u (2 + 1) dimenzija zadovo	avaju
slede�u komutacionu relaciju:

[X,Y ] = iθ, (C.16)

gde je θ parametar nekomutativnosti, i pretpostavi�emo da je u pita�u konstanta.
Koordinate X i Y mo�emo da posmatramo kao operatore u prostoru sta�a sistema.
Dakle, �elimo da prostorne koordinate ne komutiraju. Interesuju nas po	a koja
�ive u nekomutativnom prostoru. Zato, definiximo skalarnu funkciju f(R⃗), gde je
R⃗ = (X Y )T . Standardni naqin za definisa�e ovakvih funkcija je preko Vejlovog
ure�e�a koje definixe funkcije u terminima �ihovog Furije transforma:

f(R⃗) =

∫
d2k

(2π)2
eik⃗R⃗f̃(k⃗). (C.17)

U gor�em izrazu je f̃(k⃗) obiqna funkcija impulsa k⃗, qije komponente me�usobno
komutiraju. Kao u sluqaju nekomutativne geometrije, i ovde se jav	a operator ravnog
talasa C.10, preko kog mo�emo da izrazimo inverzni Furije transform na slede�i
naqin:

f̃(k⃗) =

∫
d2RTr

{
f(R⃗)τ

k⃗

}
. (C.18)

Treba napomenuti da je R⃗ operator, pa je samim tim i f(R⃗), kao funkcija operatora,
tako�e operator. Mo�emo da definixemo proizvod dve funkcije operatora. Posma-
tramo dve funkcije operatora polo�aja, g(R⃗) i f(R⃗). Proizvod ove dve funkcije
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je:

f(R⃗)g(R⃗) =

∫
d2kd2k′

(2π)4
eik⃗

ˆ⃗
Rf̃(k⃗)eik⃗

′ ˆ⃗Rg̃(k⃗′)

=

∫
d2kd2k′

(2π)4
f̃(k⃗)g̃(k⃗′)ei(k⃗+k⃗

′)R⃗− 1
2
[⃗k

ˆ⃗
R,k⃗′

ˆ⃗
R]+...

=

∫
d2kd2k′

(2π)4
f̃(k⃗)g̃(k⃗′)ei(k⃗+k⃗

′)R⃗− 1
2
[kxX+kyY,k′xX+k′yY ]+...

=

∫
d2kd2k′

(2π)4
f̃(k⃗)g̃(k⃗′)ei(k⃗+k⃗

′)R⃗− 1
2
kxk′yiθ+

1
2
kyk′xiθ

=

∫
d2kd2k′

(2π)4

(
e−i

θk⃗×k⃗′
2 f̃(k⃗)g̃(k⃗′)

)
ei(k⃗+k⃗

′)R⃗. (C.19)

Ako uradimo obiqan Furije transform ovog proizvoda, vidimo da on odgovara star
proizvodu f(x)⋆g(x) obiqnih funkcija f(x) i g(x) komutiraju�ih koordinata x. Ta-
ko�e, mo�emo da definixemo i izvod funkcije, koji �e odgovarati izvodu ”obiqne”
funkcije u komutativnom prostoru sta�a [12].



Dodatak D

Izvo�e�a relacija za talasne

funkcije pri simetriqnoj

kalibraciji

Kompleksne koordinate koje smo uveli u prvom poglav	u mogu da se napixu preko
kreacionih i anihilacionih operatora na slede�i naqin:

z = i
√
2lB(b− a†), (D.1)

z̄ = −i
√
2lB(b

† − a). (D.2)

Matriqni element ravnog talasa mo�e da se izraquna tako xto se −ik⃗r⃗ izra-
zi preko kompleksnog impulsa i kompleksne koordinate, na slede�i naqin: −ik⃗r⃗ =
−1

2(k̄z+kz̄). Ovaj izraz se lako proverava. Kompleksne koordinate smo izrazili pre-
ko parova operatora kreacije i anihilacije u izrazima D.1 i D.2. Matriqni element
ravnog talasa je:

⟨n′,m′| e−ik⃗r⃗ |n,m⟩ = ⟨n′,m′| e
−i
2
(k̄z+kz̄) |n,m⟩

= ⟨n′| e−
lB√
2
(ka†−k̄a) |n⟩ ⟨m′| e−

lB√
2
(k̄b†−kb) |m⟩

= ⟨n′| e−
lB√
2
(ka†

e
lB√
2
k̄a)
e−

l2B
4
[ka†,−k̄a] |n⟩ ⟨m′| e−

lB√
2
(k̄b†

e
lB√
2
kb)
e−

l2B
4
[k̄b†,−kb] |m⟩

= e−
l2B |k|2

2 ⟨n′| e−
l√
2
ka†
e

l√
2
k̄a |n⟩ ⟨m′| e−

l√
2
k̄b†
e

l√
2
kb |m⟩ . (D.3)

U tre�em redu ovog raquna smo koristili BCH-formulu (Baker–Campbell–Hausdorff).
Izraquna�emo matriqni element koji �ivi u prostoru vezanom za jedan Landauov
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nivo, jer se analogno mo�e primeniti i odrediti i preostali matriqni element.

⟨m′| e−
i√
2
kb†
e
− i√

2
k̄b |m⟩ =

+∞∑
p,q=0

⟨m′|
(
− lB√

2
k̄

)p( lB√
2
k

)q 1

p!q!
(b†)pbq |m⟩

=
m′∑
p=0

m∑
q=0

(
− lB√

2
k̄

)p( lB√
2
k

)q 1

p!q!
⟨m′| (b†)pbq |m⟩

=

m′∑
p=0

m∑
q=0

(
− lB√

2
k̄

)p( lB√
2
k

)q 1

p!q!

√
m
√
m− 1...·

·
√
m− q + 1

√
m′
√
m′ − 1...

√
m′ − p+ 1 ⟨m′ − p|m− q⟩

=
m′∑
p=0

m∑
q=0

(
− lB√

2
k̄

)p( lB√
2
k

)q 1

p!q!

√
m!

(m− q)!
m′!

(m′ − p)!
δm′−m,p−q

=

m∑
q=0

(
− lB√

2
k̄

)m′−m+q ( lB√
2
k

)q 1

(m′ −m+ q)!q!

√
m!m′!

(m− q)!

=

√
m!

m′!

(
− lB√

2
k̄

)m′−m m∑
q=0

(
−l2B k̄k

2

)q
m′!

q!(m− q)!(m′ −m+ q)!

=

(
m!

m′!

) 1
2
(
−lB k̄√

2

)m′−m
Lm

′−m
m

(
|k|2

2

)
. (D.4)

U prvom redu raquna smo razvili po Tejlorovom razvoju eksponencijalnu funkciju.
Zatim smo uoqili da brojaq q mo�e da ide samo dom da se ne bi potpuno anihilaralo
sta�e, tj. da bi izraz bio razliqit od nule. Sliqno smo uradili i za p, jer ⟨m′| (b†)p =
(bp |m′⟩)†. Potom smo delovali na sta�a ovim operatorima. U pretposled�em redu

smo prepoznali da suma predstav	a generalisani Lagerov polinom Lm
′−m

m

(
|k|2
2

)
.

Dobijamo da je matriqni element ravnog talasa jednak:

⟨n′,m′| e−ik⃗r⃗ |n,m⟩ = e−
l2B |k|2

2

(
m!

m′!

) 1
2
(
−lB k̄√

2

)m′−m(
n!

n′!

) 1
2
(
−lB k̄√

2

)n′−n
·

·Lm′−m
m

(
|k|2

2

)
Ln

′−n
n

(
|k|2

2

)
. (D.5)

Ako �elimo da na�emo me�uelektronske interakcione qlanove za elektrone koji
se nalaze na n-tom Landauovom nivou, potreban nam je Furijeov transform poten-
cijala. Iz tog razloga je potrebno izraqunati matriqni element ravnog talasa:

⟨n,m′
1;n,m

′
2| eiq⃗(r⃗1−r⃗2) |n,m1;n,m2⟩ =

[
Ln

(
q2

2

)]2
⟨m′

1,m
′
2| eiq⃗(r⃗1−r⃗2) |m1,m2⟩ . (D.6)

Odavde vidimo da je interakcioni potencijal V (q⃗) u n-tom Landauovom nivou ekvi-

valentan onome iz najni�eg Landauovog nivoa do na faktor
[
Ln

(
q2

2

)]2
.
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