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1

YBOI

Ksantau Xosor edekar je mpuByKao BEJMKY TAXKIBY TEOPH]CKUX W €KCIIEPUMEHTAJI-
HuX du3mIapa oMax HakoH merosor orkpuha. Hajupe cy Koumuur, Hopaa u [emep [1]
oTkpmm 1es100pojun KBanTHH X008 ederar 1980. romgune, a 3atum cy Ilyu, Cropmep u
Tocapa[2] orkpuan u dpakmmonn kantHu Xosos ederar 1982, rogume.

Ksantau XomoB ederar je MAKPOCKOICKH KBAHTHH (PEHOMEH KOjH C€ jaB/ba y IBO-
JIUMEH3WOHAJHOM €JIEKTPOHCKOM TacCy MPU HUCKWM TEMIIEPATypPaMa W y TPUCYCTBY jaKor
CTIOJBAIITELET MAHETHOT T0Jba, [3]. X0J10Ba IPOBOIHOCT y3UMa, KBAHTOBAHE BPEIHOCTH:

62

Oxy — %1/ (11)

e je v meo 0poj, y caydajy 1esobpojHor kBaHTHOT XOJ0BOT edekTa, JOK y CIIydajy
GpakIUOHOT KBAHTHOT XO0JIOBOI e)eKTa MOXKe y3UMaTH ojpeheHe BPeJHOCTH PAIMOHAJI-
Hux 6pojesa.

Jenan yzopak MOXKe HCIIOJbABATU IEJ00POjHU KBaHTHU XO0JIOB edekar Ha ompeheHo]
jauMHM MArHeTHOr I10Jba, & (PPAKIMOHU HA JAPYroj jauMHM MArHeTHOr 11oJba. Llesobpojuun
KBAHTHHU XOJIOB edeKaT ce jaBiba KaJa je moTeHnujas neypehenocrn jaun ox morenmjasia
HHTEpAaKIMje, JIOK, Y CYIPOTHOM MMaMO (hpakinuoHu KeaHTHE X0yi0B ederar[d].

ExcrnepuMenTasmno HajuCTaKHYTH]e BPEIHOCTH KOn (ppakmumonor Xojosor edekrta Cy
v = % " % MebyTum, Kacuuje cy mHabhenu miaron XoJiOBe MPOBOIHOCTA W HA JIPYTHM
dbpakImjama Moy mbEeHOCTH, KAKO Y OKBUPY OCHOBHOT JIaH/IayOBOT HUBOA, TAKO W HA, BUIIIAM
Jlanyayopum HuBouMa. Ersoruune ocobuHe HHUCY CTpaHE CHCTEMY KOJU HMCIIOJhaBa (ppak-
muonu KBaHTHU XouioB edekar. Tako je mpomal)eHo 1a y TAKBOM CHCTEMY WHTEPAKITH)ja
u3Mely eslekTpoHA MpaBU BUCOKO KOPEJMCAHO KBAHTHO CTaibe, KOje je CaJia IPerno3HATO
Ka0 HOBO cTamme Marepuje. OHO MITO je MOXKJA HAJ3aHUMJbUBU]E JIEKHU Y IUHEHUIN J1a HAE-
JIEKTPHCAHE YECTUIIE KOje ce Kpelly y OBaKBUM cHCTEMUMA HOce (PPAKIIU]y HACTIEKTPUCATHA
€JIEKTPOHA, KA0 /I3 Ce eJIeKTPOH mojesmo. MehyTum, €JIeKTPOH je HeJeJbUB KOHCTUTYEHT
marepuje [5]. Besmky ymory y objantmermy oBaksor (heHOMEHA MMa, TOTOJIOIHja W TeoMe-
TPHUja KBAHTHUX MHOTOYECTUIHUX CTAFHA CUCTEMA.

Teopuja dppakimonor kBauTHOT X0J0BOT eheKTa JAHAC pa3Marpa cre hbu3mdre 0codu-
HE JIBOJUMEH3UOHAJIHAX €JIEKTPOHCKUX CUCTEMA Y IIPUCYCTBY jJAKOT MATHETHOT M0Jba, TAKO
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Jia 4ecTo Memare JlaH/ayoBux HUBOA, Tj. yTUIA] ocTajnx JlaH/IayOBUX HUBOA Yy OIHOCY
Ha ocHOBHU JlaHIayoB HMBO, MOXKEMO JIa OCMaTpaMoO Kao cjiady neprypbarujy. Ksamu-
TATUBHO, OBO 3HAYHW 14 HAajBakKHUje (PU3MUIKE 0COOMHE CHCTEMa 3aBUCE OJI MOTEHITH]AJIa
melhyesiekTporcke unTepakimje. OBa mpeTmnocTaBka ce MmokKa3aJja Kao BeoMa Jo0pa Kaja ce
yImopesie OBakO M00MjeHr HyMEPUYIKHU TPOPATYHH Ca €KCIIEPUMEHTAJIHUM PE3YJITATUMA.

Kao mrro cmo Beh HamoMeHy/r, 01 KAKO je OTKPUBEH, KBAHTHH XO0JIOB edeKaT je uMao
BesiKM yjie0 n3nenalyjyhux orkpuha. Muora, ako He u BehuHa, Ba)K HUX KOHIIEIIATA Y OBOM
[I0JbY U3IJIEJIAjy TOJUKO €r30TUYHO, 13 BEPOBATHO HUKAJIA He 6u Ouim y3eru 3a 036MIbHO
Ja HUCY TOJIMKO Oy 1oTBphHEHU y €KCHEePUMEHTY. Je/laH TAKaB KOHIENT jé KOMIO3UTHH
dbepmmon[6]. Onuc npeko KBazuvecTui@a Koje cy KOMOWHAIM]A €JIeKTPOHA Ca KOPEJIAIHO-
HUM TIyIUbUHAMA je mpBu jgao Puil7] 3a onuc enekTpoHa HA Mymemy v = % JlammayoBor
auBoa. Ty je mpeacTasibena jemara Bep3mja depu-Cajmonc Teopuje 3a KoMmo3nuTHE HO30HE.
Kacnuje, Puj je ipejyrarao cJIMIHy KOMIIO3UTHY CJIMKY 33, €JTEKTPOHE Ha NYyHBEmy UV = %,
Tj. KOMTIO3uTHE hepMuone Kao ederkTuBHr MUTos Koju ynasu y onuc edexrupuor Oepmu
MOpA.

Xasnepun, JIn u Puyx (HLR)[8] najy koukperan onuc cucrema nosynonymenor Jlania-
yoBor HuBoa npumemnyjyhu Hepu-Cajmonc teopujy Ha KOMIIO3uTHE (HhepMUOHE, AHAJIOTHY
Yepu-Cajmonc-Jlanay-T'unzbypr Teopuju 3a komnosurhe 6o3one kojy je jgao Henr[9]. ¥
OJIHOCY Ha, TEOPH]Y KOjy CMO IPEJCTABUIIN Y JIPYTOM OTJIABJBY OBOT PaJia, HUCY KOPUCTUIIN
npojekiujy Ha ogpehenn Jlannayos aueo. Onu jajy moryhe ojrosope cucreMma Ha CHOJbAIT-
Ba nosba pasmarpajyhu Hepr-Cajmonc teopujy y RPA (random phase approximationEb
ATPOKCUMAIIH]U.

Kacnwuje, [Tlankap n Mypru [10] anannsupajy HLR Teopujy na naunn Boma u Ilajuca
[11], koju cy pasmarpamau KymoHOBY (IyroJoMeTHy) MHTEPAKIH]Y y CHCTEMY €JIEKTPOHA.
Bowm u [Tajuc cy ananuzmpasi KOJEKTUBHE EKCIIUTAIN]E JIEKTPOHCKOT Taca, U TAKO YBEJIU
JIOJIATHE cTereHe ¢aobo/ie, W3/IBOJWIN IUIa3MOHe (KOJEKTUBHE eKCIIUTAIUje) ¥ OJHOCY Ha
jemHOUeCTHYHE EKCIUTAIje Ha KpaTkuM gayxunama. l[Ipwmena osora y HLR Teopwujum,
nosena je Illankapa u MyprHja 10 HajOCHOBHHUJET OIIKCA TUIOJIHE CTPYKTYpe, Tj. oapehenor
y3UMambha KOJEKTUBHUX ederara y 0063up y u3rpamu jeTHOIeCTUIHOr onuca. M3rpaama
OIIMCA HA HAYWH MAIHETOIJIA3MOHA U jJEJJHOUECTHIHUX eKCIIUTAIN]A je JIOBEJIA JI0 HAMETAhA
Hekwx Be3a. Kaja Te Be3e yBeaeMo y XaMUJITOHUjaH, 100ujaMo epeKTUBHO JIATIOJIHY OTIUC.

VY XKepu 13, ca MUKPOCKOIICKE CTPaHe, IITO er3akTHHje Pa3MaTpajy CHCTEM KOMIIO3HUT-
mnx depmuona, [lackjep, Xanneju, n kacauje Pun, npuvemyjyhu orpanmdaeme npocropa
Ha jegan JlaHiayoB HUBO, YBOJIEe Iperu3aH (popMaIn3aM IPOIIMPEHOT IIPOCTOPA, ¥ CIAYYajy
6030Ha oOTILYHO nOLymeHOr JlangayoBor Husoa. U3rpajama dusunyakor mpocropa je jedu-
HHUCaHa Ha Taj HaYWH MPEIU3HO U TIpeACTaB/ba jeﬂHOCTaBaH Tpar IO BEIMTaYKUM CTECIICHUMA
caoboje.

Hour u Cenrnn[l2] nonoso paszmarpajy 6030HCKEM 1pobiem Ha ¥ = 1 TONyHEHOCTH
JlarmayoBor HuBOAa, WHCUCTUPAjyhU Ja MOCTOJU CBOjCTBEHA eHepruja aumnoJia. OBakas Imo-
e, y oguocy Ha PunoBy dopmynalmjy ycpeameHor momba, gaje 606y OCHOBY 33 IPUMEHY
HEKOMYTATUBHE TEOPHU]je M0JbA.

Hacrojehu na aybibe pasyme osaj mpobiem, Con je yBeo heHOMEHOJONKH JTBOKOMITO-

'RPA ce mekn nyr HazuBa ”Bpemencku 3asucan Xaprpu”. OBo uMe jaje MHOTO 60JbU OLHC.



neaTHy dopmysanujy npobgema y caydajy moaymonymenor JlanmgayoBor muBoa. 1o mpo-
M3WIA3YM U3 OUHUIJIEHOT 3aXTeBa 3a MOCTOjare cuMeTpuje uaMmely dyecruna u mynspuna y
omucy. 3arum, l'ovanun, [Tpeaun, Tumurpujesuh Tiupuh, Pagosanosuh u Musosanosuhi[13]
Jajy moryhu Mmukpockoricku onuc kao ocHoBy CoHoBe Teopuje Tiie cy KoMmionente Jlupako-
BOr’ (I)epMI/IOHa, TAKO3BAaHE KOMIIO3UTHE YECTUIC U KOMIIO3UTHE MIYIIJbUHE, Tj. KOMIIO3UTHU
depMuoHu.

Ocnamajyhu ce na nmpeTxo/iHe pedyiarare, KoHCTpyncahemo Teopujy y ndomoBanom JIan-
JIAYOBOM HWBOY 3aCHOBAHY HA WJEjU KOMIO3UTHUX (pepMuoHa. A 3aTmm, hemo mposepaBaTu
HAIITy TeOpHjy y oaHocy Ha Beh jobujeHe paHUje eKCIepUMEHTAJIHE U HYMEPUUIKE Pe3yJiTa-
Te.

Y HpBOM TIOTJIABJBY OBOT PaJjia yrno3uHaheMo ce ca OCHOBHMM TIOJMOBHMA BE3aHUM 33
KBaHTHHU X0J0B ederar. OHO ce cacToju u3 jBe neawne. Y npeoj hemo ce 6aBuTu Kracud-
HUM peliemeM 33 X0J0B edekar, JIOK heMo y Apyroj NeJuHN HOCMATPATH KBAHTHY TEOPU]Y
¥ IPUMEHUTH CUMETPUYIHY KaJubparujy. 3aTuM, JIPyro morjiasike je mocsehieno ¢gppaximo-
HOM KBaHTHOM XosioBoM edexty. Ty yBomumo nojmose JladauHOBOT cTama, KOMIO3UTHUX
depmuona, padujanckor crama u HeKOMIpecubuanocTr. ¥y Tpehem moriapsby ce 6aBuMO
[Tackjep-Xasneju-Pua KOHCTPYKITHjOM 38 KOMIIO3UTHE H030HE Ha IMymhemy Y = 1, pelraBa-
MO CBOjCTBEHM 1IPOOJIEM XaMUJITOHU]AHA Y OKBUPY TOr (popMasn3Ma u ucuuryjemo moryha
CTIAPEHa CTAma U3Mehy KOMIO3UTHUX (hEePMUOHA. ¥ YeTBPTOM IMOTJIABJbY AHAJIU3UPAMO CHU-
CTeM eJIEKTPOHA y TOJyHonymenoM Jlanmayopom ausoy. Kao u Koy cucrema 6030Ha, TPBO
heMo KOHCTpyHMCATH XaMHUJITOHHjaH Ca Be3ama, a MMOTOM DPENIaBaTH CBOjCTBEHW IpobJeM
XaMUJITOHUjaHa y OKBUpY Xaprpu-PokoBe Teopuje. Y TOM MOrJIaBHhYy heMo pazMarparu
jomn m moctojame [Tomepandayk HeCTAOUIHOCTH y CHCTEMY KOMIIO3UTHUX (pepmMuona. Y me-
TOM TIOTaB/bY YBOAMMO I0jaM Buraepope GyHKIHje W M3BOAMMO KBAHTHY DOJIIIMaHOBY
je/lHaYMHy 33 CUCTEM €eJIEKTPOHA y noJiynonymenoM Jlangayosom nusoy. Ha kpajy hemo
JIATH KPATKY JUCKYCHU]Y U 3aKJby4IaK.
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KBanTHnu XoJ10B edpekar

VY oBom morsiaBsby hemo o0jacHUTH OCHOBHE TIOJMOBE Be3aHE 33 KBAHTHHU XOJIOB edheraT
koju he Ham 6uTy moTpebHU y JasbeM pajy. XoJoB edeKaT ce jaB/ba KaJa HMaMO pPaBaH
Yy KO0jOj ce Hajia3e HAEJEKTPHUCAHE UECTHUIE HA KOje Jejyje MATHETHO MOJhe MOCTABIHEHO
OPTOTOHAJIHO Ha Ty paBaH. [IpocTop rme KuBe YecTHIE je JIBOTUMEH3NOHAIAH.

2.1 Kiaacudyan XoJi0B edekar

Y oBoMm ojiesbky hemo ce 6aButu

=l

rumacuaauM  XojoBuMm edexrom. I[lo-
CMATPAjMO CKYII HAEJEKTPUCAHUX dYe-

CTULIQ YMje je KPEeTarbe JIOKAJIU30BAHO

y pasam z = 0. OBo 6w y ekcmepu- Vg

MEHTY OHJIO U3BEJEHO TaKO IITO OMCMO — %y Ly
y3eJIM TaHKY TJI0UUILy KPOo3 KOjy 6rcvo JL‘x

IYIITATA €JeKTPAIHY CTPYJy. 3arum

YKJBYdyjeMO MarueTHo nobe B = Be; Caunka 2.1: ITocraBka XomoBor edexTa
OPTOTOHAJIHO HA PaBaH Ha KOjOj ce Ha-

saze gectuie. Omucana moCTaBKa TPo-

GJsieMa, je IpUKa3aHa, Ha CIIUIH

Jeqnaumnna Kperama eJIEKTPOHA ¥ OBAKO OMMCAHOM CUCTEMY je HaTa Ca:

dv

mo = —el x B, (2.1)

TJIe je m Maca eJeKTpPOHa, a € eJIEMEHTApHO HaeJleKTphucame. Kaja pacnuineMo OBy jeli-
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HAYWHY 10 KOMIIOHEHTAMA, YK X, Y U 2-0Ce PeJOM, Ho0ujaMo TpU jeTHATUHE:

dvg
m% = —evy B, (2.2)
d
m% = ev, B, (2.3)
dv,
= 0. 24
m—- =0 (2.4)

Kako cvo mamernysnm ycimoB ma ce decturie kpehy y pasuu z = 0, ouga je v, = 0. [Ipeo-
CTaje Jla PeluMo jeJHauuHe 1o v, U vy. Kaga ce jom jemsoM audepeHnupa 1mo BpeMeHy
jennadmHa U Uy M3PA3K LPEKO Uy U3 jeJHadnHe Jrobujamo:

By + (eB>2% = 0. (2.5)

m

ORo je jemHaYnHa IUHEAPHOT XAPMOHU]CKOT OCITUJIATOPA, T1a, CY ThEeHA, PEIIeha, OCIIUIATOPHA,
. _ é . .

ca ¢pexksennujom wp = <. OBa QpexBennyja ce HA3UBA IUKJIOTPOHCKA PppekBeHnAja. 3a

perrema jeTHAUNHA KPeTama 100ujamo:

z(t) = X — Rsin (wpt + ¢), (2.6)
y(t) =Y + Rcos (wpt + ¢).

Jobmmu cMo KpeTame o KpYKHAM IeHTpupanoj y tadku (X,Y) u mouerHom dazom ¢.
Cse j100ujeHe KOHCTAHTE Ce MOTY OJIPEJIUTH U3 MOYETHUX YCJIOBA.
Y Jlpy/meoBoM MOy jeTHAYNHA KPEeTamha WMa, O0JIHK:
dv S, = v
m— = —eFE — et x B—m—, (2.8)
dt T
rje je MOocheby WIAH KOJU3UOHU, a T TPEJCTaBba Cpeime BpeMme mamely jBa cymapa
gectuna. Pemasamem oe judepenijaste jeiHaYMHe 1 yBODemheM je/iHaunuHe 38 TYCTHHY
crpyje J = oE = —ep¥ (rme je p KOHIEHTpAIWja €JIEKTPOHA y MAaTepHjaJy), J06ujaMo
TMTPOBOIHOCT K&0 TEH30PCKY BEJTUIIHY:

_ oo 1 —Twpg _ nre?
771 + 72w <Tw3 1 > 0= ' (2.9)

Y PpaBHOTEXHOM CTamy XOJIOB P
edekar je oapehen BammmjaroHa-
HUM eJIEMEHTHMA TeH30pa creruduy-
HE TPOBOIHOCTH. XOJIOB KOCDUIMjEHT
je neduHUCAH Ca ].%H.: oai,B = % v .
KJIACUIHOM CJIy4ajy je 3aBHCHOCT OT-
nopuoctH p (p = 0~ !) o mETEH3HTETA, 5

MArHETHOT 10Jba B jara Ha comim

Pxy

Camka 2.2: 3aBHCHOCT OTIOPHOCTH OF
MHTEH3WTeTa MarHeTHoOr nojba p(B)
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2.2 KsaaTHm Xo0J10B edekar

Y oBoM 0jiesbKy heMO aHAJIM3UPATH KPEeTame YeCTHUIlE Y MArHETHOM II0Jby IOCMAaTpa-
jyhu kmacuvaH XaMUJITOHHjaH OBAKBOI CHCTEMA, a 3aTuM hemo ra kBanToBaTu. CIUH de-
cruria mehemo ysmmarm y 003up, y3 OPETHOCTABKY ja cy 300r jaKOr MArHETHOT II0Jba,
CIIUHOBY eJieKTpoHa mosapu3oBanu[l4]. OBaksa mpermoctaBka je onpapaana y selinau ek-
CTIEPUMEHATA €A KBAHTHUM XoJioBUM ederToM. Pemmhemo crojcTBenm mpobseM XaMuli-
TOHWjaHa W OAPEINTH CBOJCTBEHE €HEpPrHje y IPOM3BOJbHO] Kanmbpamuju. Te cBojcTBeme
enepruje ce Ha3wmBajy Jlammayosm mmBom. 3aTuM heMo (GUKCHPATH KATHOPAITMOHU YCIOB
HA CAMETPUYHHU KAJUOPAIMOHU YCJOB K IOKa3aTw Jia je Tpelia KOMIIOHEHTA AHTYJIAPHOT
MOMEHTa, 100ap KBaHTHU OPO].

ITocmaTpamo HaeJIeKTPUCAHY YECTHILY KOja ce Kpehe y crosballielheM MATHETHOM TOJBY .
YecTuiie y KBAHTHO] MEXAHUIM TOPE OPOUTATHUX cTeneHa caob0Ie nMajy U CIIMHCKE CTe-
nere caoboge. [lpu yr/byunBamy MarHeTHOT 10Jba, JOJIA3U J0 Tenakba JUHja, KaKo 300r
WHTEPAKITAje MATHETHOT MOJba C& OPOUTAHUM CTemeHnMa, Ca000/1e, Tako u 300T HHTEPaK-
[Mje MAarHEeTHOT T0Jba ca cimHcKuM. OBaj edekar ce Ha3uBa 3eMaHOB edekar. 360r MaJIux
eHepruja MOXKEMO, 33 CaJa, 13 3aHEMAPUMO WHTEPAKI]Yy CA4 CIUHOM. Y JaJh0j AHAJIU3MH,
€JIEKTPOH TIOCMATPAMO Kao YecTHIly 06e3 ciuHa .

Kiracuuan srarpanzkujaH 3a rope ONUCAHU CUCTEM MMa O0JIUK:

1 5 Lo
L:T—Vzimv —ev- A, (2.10)
rie je T' kuHeTHn4a eHepruja, V mOTEHIUjaTHA €HEPIUja KOja TOTHYE OJf HHTEPAKITUjE eJIEK-
TPOHA €A MATCHETHUM IIOJHEM, JIOK j€ A= ff(f’) BekTOpcKu norennujasu. Oupebhyjemo ka-
HOHCKHM MMMYJIC TIpeMa JeruHuImju:

oL - 5+ eA
F=2 el — g=2T% (2.11)
0V m
Ca,zpa MO2KEMO Ja HaIllUIIeMO XaMI/IJITOHI/Ija.H OBOI' cUCTeMa:
oL 1 =
H=% — —L=—(p+eA)? 2.12
G 5, P+ ed) (2.12)

KaHOHCKI/I UMITYJIC HI/Ije UCTO TTO U MEXaHUYKU UMITYJIC. MeX&HI/I‘{KI/I UMITYJIC MOZKEMO [1a
HAIAIIEHO Ka0: T = P+ e A. Kanoncku AMIIYJIC HaM je OMo HeOImXoAaH 300T KBAHTU3AIK]E,
aJm P HUje WHBAPUjaHTAH Ha M300p KaauOpaIruoHOT yCJIOBA, 1A HEerOBe BPEIHOCTH HEMA-
jy dbuznuko 3naveme. Hakon kBanrmsamuje nobujaMo ga Baske yoOHUajeHe KOMYTAIIHOHE
penanuje m3melhy omeparopa KOOPIMHATE W UMITYJICA:

[.CCi,pj] = ihéij, (2.13)

TJie Cy 7 M j O3HAKe 3a KOMIIOHEHTe JIy’K T, OJHOCHO Y-OCe.
Cajia ojipehyjeMo criekTap 4ecTurie Koja ce HaJa3W y MAarHETHOM II0JbY:

H |En> =E, |En> : (2'14)
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Y 1y cBpxy, Tpeba /a m3padyHaMO KOMYTAIluoOHe pejaruje n3Mel)y MeXaHundIKux WMITYJICA.
Haxkon kpaTtkor padyna nobuja ce:

[y, m9] = —iehB. (2.15)

YBoauMO oniepaTop aHaxuialnuje a Ha ciejgehu magwn:

1 )
a:\/ﬁ(ﬂl—lﬂz). (2.16)

Hberosum agjyaropameM 100HjaMO OIEPATOP Kpealuje:

1
-i-_ .
a' = ———(m1 + 1m9). 2.17
\/ZehB( ! 2) ( )

Onw 33,10B0JbABAJY KOMYTAIMOHY PEJIAIN]Y:
[a,a’] =1, (2.18)

rme je I jemmnuanum omeparop. BaxHO je mpuMeTHTH 13 OBAKO YBEIEHHW OIepaTopu Kpe-
aldje W aHAXWJANFje 33JI0BOJbABAJy aarebpy GO30HCKHX KpEAInOHHX W AHAXWIAIIHOHUX
orneparopa. Cajla MOKEMO XaMUJITOHUJAH 73 TPETUIIEMO IPEKO OBAKO YBEJIEHUX OIEepaTo-
pa:

1
H = hwp <aTa+2>. (2.19)

Buagumo na ce jaBmiia IMHUKJIOTPOHCKA (DPEKBEHIM]a KAO yV KIACHIHOM CJIyYa]y. XaMMJI-
TOHWjaH Y OBOM OOJIMKY je M3pajkeH y JIPYroj KBAHTH3AIMjH U UMa UCTU OOJIMK Kao Xa-
MUWJITOHHjaH JUHEAPHOT XapMOHKjCKOT ocrnuiaaTopa. HakoH KpaTkor padyHa JImwpakopom
MEeTO/IOM, JTOOMjaMO eHePTeTCKH CIIEKTapP:

1
FE, = hwp (n + 2> ,  n € Np. (2.20)

Osume cMo 6e3 m360pa KaaubPAIMOHOT YCIOBA, OAPEJIUIH CIEKTAP HAINET XaMUJITOHM]a-
Ha. lobujenu eneprercku HuBOWM ce Ha3uBajy Jlanjpayopu musou. llpumehyjemo sa cmo
KPEHYJIN OJI CUCTEMa, KOjH je mMaO0 JBa cTerneHa cjaobose, a no0miim CMO CUCTEM Ca je IHUM
crerieHoM cj106071e. M3 oBora 3akspyayjemo ja cy Jlangayosu HuBou nerenepucanu. BekTop
u3 n-tor JlaggayoBor HUBOA ce mobuja Ha ciaemehm Haumm:

|n) = —=10), (2.21)

u Baxu ja je a|0) = 0.
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2.2.1 CumerpuyHa kKajaumbpaimuja

Y IPeTXOMHOM OJIE/bKY CMO OJIPEJIMIIA CIIEKTAP eJIEKTPOHA, Koju ce Kpehe y marneraom
nospy 6e3 pukcuparma KaaudpanrnoHor yeaora. Kako moHarmame caMoT CUCTEMa HE CMe JIa,
3aBHCH O, 300pa KAJIHOPAIKje, OUeKy]jeMO I3 CIEKTap XaMIJITOHIjaHa Oy/Ie HHBAPHUjaAHTAH
na m36op kasmbparmje. Mehyrum kako 6ucMo oapeausm KOHKpETHE TajacHe (PyHKIHje,
HEOIXOIHO je Ha m3abepeMo y K0jo] KaauOpaldju paarMo.

Y oBom ozemky hemo m3abparu cuMeTpHYaH KAJUOPANMOHW YCJIOB, JeUHUCAH CA:
A= —%F x B. N3zabpaan cMO CHMETPUYHY KaJHODPAIH]y Y OJHOCY Ha POTAIN]Y OKO Zz-
oce. OBakap m360p BEKTOPCKOT MOTEHIHjAJIa HE HAPYIIABA POTAIMOHY CUMETDHW]Y, AJIH
HAPYIIAaBa TPAHCIAIMOHY cuMeTpHjy ca F(2) na SO(2). Kako je aHryJapHE MOMEHT JIy K
z-oce rereparop SO(2) poranuja, ou je mobap ksanTHu 6poj. Jlo cama cMo cBe nocMaTpasn
[IpEeKO HUMIIyJca T = P + efY, KOju je wHBapujaHTaH Ha u3bop kaswmbpanuje. Camga hemo
YBECTHU jOIII jeJaH UMITYJIIC: 7 &t D — eA. On HUje WHBapHUjaHTaH Ha u300p KaymbOpalwyje.
Onpebhyjemo koMmyTalmoHe pesaruje 33 0Baj UMITYJIC:

[77'1,77(2] :—[71’1,71'2] :ieﬁB, (2.22)
[mi, 7] = 0. (2.23)
Bumumo na y ciydajy cuMmerprdne KaauOpalije MEXaHWIKYA UMIIYJIC U HOBU YBEJICHU WM-

IIyJIC KOMYTHUPAjy, T€ OHU TIPEJICTABIbA]y KOMIATHOMIIHE Omcepabie. YBOIUMO OTET Kpe-
aIMoOHe W aHAXUJIAIMOHE OIEpPaTope:

1

b= 71 + i), 2.24
Zerp 1T i) (224)
1

f= (71 — i7g). (2.25)

OHE 33/10BOJbABAJy HCTY arebpy Kao U a u al, Tj:
[b,b7] = 1. (2.26)

OBaj map omepaTopa KOMyTHpa ca a 1 . OHu J0BOJIE /10 Jerenepanuje JIaHIayOBAX HHBOA.
OcHOBHO cTame, Ka0 M CBa OCTAJA CTarha, Cy OHJA JaTa Ca:

(ah)"(F)™
vnlm!

Kenanmo s1a oipeimMo OCHOBHO cTame. [Ipera3nmo Ha He3aBUCHE KOMIIJIEKCHE KOOPANHATE:

Z=2+1Y U ZzZ=2x—1y, Ia BAXKU T = % Uy = Z;f. IlaprmjasHu U3BOJIH TOCTA]Y:
o .0
= =
ox 0Oy’

(£+ﬁ). (2.28)

al0,0)=0 5/0,0)=0 = |n,m)= 10,0) . (2.27)

w0 000 00
0z 0z0x 0z0y
~det 0 Or 0 Oy 0
0= 2= 9500 " oz0y

1
2
1
2
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Onpebhyjemo Kpearmone u aHAXWIAIHOHE OTIEPATOPE Y OBUM KOOPIMHATAMA!

0= —iv2 (150 + 2 , (2.29)
4lp

af = —iv2 (zBS - z) , (2.30)
Alp

b= —iv2 (lBa + Z) , (2.31)
ilg

b= —iv/2 <l38 - Z) , (2.32)
Al

re je lp = \/% MarseTHa gyxwuna. Hajuuxke crame hiemo mobutu uz ycsiosa a|0,0) =

b‘0,0> = O, Tj. <2,5|0,0> = 1#070(2,2):

(2,21al0,0) =0 (zBa + Z> Yoo(z2) = 0 (2.33)
Alg
_1z2
- 1pO,O(Za 2) = f(Z)e 412}3 ) (234)
(2,2b]0,0) =0 <= (zBé + Z> psioo(z,2) =0 (2.35)
Alg
_lz?
—  Yoo(z,2) = g(2)e 5. (2.36)

Kaxko je oo ucra ramacua dyrkumja, mopa ga sBaxu: f(z) = g¢(Z). Omasne jnobujamo
0f(z) = 0g(z) = 0, ma je f(z) = const. 3akmbydyjemMo jia je TagacHa (HYHKIHja OCHOBHOT
_Lz?

2 .
crama gara ca: |99 = Coe *B |, rae je Cyp HOpMasm3anuona KoHcTauTa. 13 oBora jako

MOKEMO /13 OfipeimMo crame |0, m):

» m 7|z\2
(z,2]0,m) = Cp, <> e b, (2.37)
B

Ha oBaj Haumu oppemnim cmo 6a3uc y HajHuxkem Jlanpayosom nusoy {|0,m)|m € Z}.
Kemmmo ma oxpemumo mTa je puU3MIKA WHTEPIpeTaIuja oBor KeaHTHOr Opoja. Hamme,
3uamo Jia je L, mobap ksantuu 6poj. Ucnocrasipa ce fa je m Oall CBOjCTBEHA BPEIHOCT
omepatopa L,, mo #a xouctauty h. IIpemmcahemMo z KOMIOHEHTY aHTYJIAPHOT MOMEHTa,
MPEKO KOMILIEKCHUX KOOPJIMHATA:

L, =ihzd, —yd,) = L,=h(z0— z0), (2.38)

a 3aTUM C€ JUPEKTHHM JeJIOBalbeM OBOI OINEePAaTOPa y KOOPAMHATHOM 0a3HCy Ha CTaibe
Yo,m 00mja:

L,|0,m) =mh|0,m). (2.39)
Bugumo aa je |0,m) 3amcra cojcrseno crawe oi L,. Kopumhemem oneparopa al oBaj
6as3nc U3 OCHOBHOT JIaHAayoBOr HHBOA IMPEHOCHMO Ha BHIe JIaHgayoBe HUBOE.
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Panuje cmo mobunm jegHatqmnie KpeTama rpe cy (X,Y) 6une koopauHaTe MeHTpa
opbure. Kama mocMaTpaMo KoOpauHaTe HEHTpa OpOUTE Kao KBAHTHE OIIEPATOPE, MOKEMO
WX HAIUCATH MPEKO MO3HATUX OMEPATOPA HA Cjaeaenn HAIWH:

2

X=z- , (2.40)
mwpg

Y=yt L (2.41)
mwp

Cama xeamMo ma ofpenuMo Jrerenepanujy Jlammayosux amBoa momMohy OBHWX OTiepaTopa.
Kako 6ucMo TO mocTuriu, IpBo oapelyjeMo KoMyTanuone penaalmje n3Mehy mux:

(X,Y] =il%. (2.42)

OBne BUAUMO JIa KOODJIMHATE TeHTpa opbuTe HE KOMYTHPA]y U TO je Oalll BEJIMIUHA, Peja
MarHeTHE JqyXKuHe. JemHaqanme MOYKEMO I3 TTOCMATPAMO Ha, CJieieN HATMH: JIOKATIH]a
aecruue 7 = (z(t),y(t))” je BekTOpCcKa CyMa MaKpoCKoICKor nentpa opbute R = (X, V)T
OKO KOI' Ce 4ecTHIa Kpehe jiy>K MUKPOCKOIICKE KPY2KHHUIIE [I0JIyIPEYHUKA ~ | p Y HajHUXKEM
Jlanmayosom HuBOy (KpyKHUIA pacte ca nosehamem Jlangayosor HEBOA).

3a onpeljuBamwe sierenepanyje JlaHIayoBOr HUBOA, KOPUCTUNEMO AHAJIOIHU]Y €& JEIHO-
JIUMEH3WOHAJIHOM decTurioM. Fbene ocHoBHE orcepBaldJie Cy TOJI0Ka)] T U UMIYJIC P, 38 KOje
Baxku: [x,p| = ih. AKO IPETIOCTABIMO Ja Ce OHA MOXKEe KPETaTH CaMO y WHTEPBAJY peaJ-
ne oce mmpuue L., nMaM0 KBaHTH3AMMUjy umiysiaca: pL, = 2whn, n € Z; na je pacrojame

u3mehy jaBa crama gato ca: Ap = QLLE Omnpa je 6poj crama: D = i—’]’ﬂ rjae L, npencrasiba
MMAPUHY UHTEPBAJA MOTYNUX BPEJIHOCTH UMITYJICA. 3a JiereHepalmjy aobujamo: D = LQIﬂLh” .

Cajia rerepansyjeMo 0Baj nckas Ha, cayda] Jlanmayosux HuBoa. lIpermocraBaBumo ma de-
CTUIIA KUBH y y30PKY KBaJpaTHOr obsuka crpamuna L, u L, (gomer Bektopa 7). Kako
je lp MWKPOCKOIICKa JIyKUWHA, TOMET BEKTOPA R je WMCTH Kao JOMET BeKTOpa 7, TITO je
HOBPIIMHA eKCIepUMEHTAJIHOT y30pKa A = L, L,. Kako cy X n Y mehycobrO Komyrosane
oriceprabJie, TOBPIUHA A ce MOXKe MHTEPIPETHPATH KA0 MOBPIITHHA (DA3HOT TPOCTOPA, KO-
ja durypuiie y uzpasy 3a jereneparujy. U3 BUJIUMO J1a, KBaJIPDAT MArHETHE JIyKUHE
l2B urpa yjaory h, 1a je jgereHeparmja KOHaIHO:

_4 _9
_QWZ%_gf)o’

(2.43)

rme je ¢ ykymaH (Iyke, a ¢g KBaHT (biykca gedHHHCAH Kao Qg def @ Bbpoj crama
y 6uno kom JlammayoBom HuBOY je jemmak (buykCy KOju mposia3um Kpo3 y30paK MepeH y
jeIMHUIIMA Pg, Tj. Opoj KBaHaTa QuyKca. Jakie, KBaHT (JIyKCa CIYKHU CAMO 33 MEDPEHHE
jaurHe €KCTEPHOT MOJbAa.

Orpomua jerenepariyja JlannayoBor HuBoa HaM onemoryhasa jia Hal)eMo OCHOBHO cTa-
€ TAKO TIITO MOy haBAMO € IHOIECTUIHA CTabha ¥ pacTyheM pemocieay. Jennay n3ysetak
je ako mMamMo Opoj eJIeKTPOHA TaKaB JIa TaYHO MOMyHUMO oxpehen 6poj JlanmayoBux Hu-
Boa. ¥ TOM CJIyUajy TOCTOjU jeTHO CTale 0 eJIEKTPOHY y CBaKOoM JIaHIayoBOM HUWBOY, U
TTOCTOJU CaMO jeJlaH HAUYWH Ja ce OHa OKymwpajy. Tamacua dyukIimja je onma Crejrepo-
Ba JieTepMUHAaHTa OKynupanux Jlammayopux uusoa [14]. OBo Hac MoTHBHINE Ja yBeJAEMO
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BEJIMIMHY KOJy HA3WBAMO (Pakmop nyrera UV Kao 6poj MOmymeHoCTH cTama Jlanmgayosor
auBoa. 11ITo je mpupoamo 6poj gecTuia noge/beH OpojeM MOryhux crama y OKBUPY jeIHOT
JlangayoBor HuBoOAa:

N 2mnh
o)

e je n = % ryctuHa dectuna. OakTop mymema He Mopa duTh 11e0 Opoj.

2.2.2 TIIpoBoxmHOCT y KBAaHTHOM XOJOBOM e(eKTy

Y oBoM ome/bKy hemo ope Ty TpOBOIHOCT KO KBAHTHOT X0I0BOT edpekTa. Kitacuanm
U3pa3y 3a IyCTHHY HaejekTpucama p(7,t) u rycruny crpyje j(7,t) 3a N-dectudann cucreMm
Cy HATH Ca:

N
p(7.0) = 3 (~e)o D (7= 7)) (2.45)

N
JFt) = Z(—em)(s@) (7 — 7). (2.46)

— pz +6A

3HaMO J1a, BaXu U; L. KBaHTyjeMO oBe M3pa3e u TPaKUMO OUCKUBAHY Bpe,ZLHOCT jep

j€ TO OHO IITO MEPUMO y ekcrepuMeHTy. Kako cy y KBAHTHOj MEXAHUITU CTAha ~ Pa3Ma3a-
HA”y [EJIOM TIPOCTOPY, Y W3Pa3uMa He MOXKe Ja ¢TOju I-DYHKIHja. 3a PACTIONETY MOPAMO
JIa y3MEMO IIe0 TIPOCTOP €& MCTOM BepOBATHONOM, Ta MemaMo 0-pYHKIM]Y (PakKTOpOM %,
rie je A HDOBpIIMHA Ha KOjOj Ce Haja3e eJeKTPOHH. JlONpHMHOC I'YCTHHE CTpYyje MOTY Ia
Jajy caMo TOmymheHa cTama. Heka je CKyI monymennx CTama 03HAYEH ca P; OHJIa mMaMO:

j:—— > @7+ ed) i) = ZZ n, k| (5+ eA) n, k) . (2.47)

Iw)GP

Orzae hemo ropuctutu JlaHmayor KaJguOpaIMOHN YCIIOB A = —Buzé. ExcnepumenTastma
MTOCTABKA je MCTA KAO KOJ KJIACUIHOT XO0J0BOT e(heKTa. YKIbYUIyjeMO U eJeKTPUIHO MOJhE
E = Eé;. Tonoso 0YeKYyjeMO TEeH30PCKY Be3y u3Mel)y ryCThHE CTPYje U eJIeKTPUIHOT TT0Jha,
npeko nposojHocTH o. [loTpebHe cy HAM OYEKMBAHE BPEIHOCTH OMEPATOPA

<TL, k:|p2 |n7 k> = Ik,

<n, k’pl ‘nv k> =0,

hk  mE

eB  eB?

Kana yspctumo uzpa3ze y pesammjy 3a I'yCTHHY CTpyje, 100njaMo:

. e? 2
G- (2 ) =l s} e

ce jaBipa 300r m3b0opa cMepa MArHETHOT MOJba. Buawmo ma cMo mobusnu 1a je

(n,k|z|n, k) =— (2.48)

3nak ”-”

IPOBOOHOCT MaKPOCKOIICKH KBaHTOBaHA.
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PpakyoH KBAaHTHU XO0JIOB
edekart

Opakiuonu KBaHTHU X0J0B edekar je orkpusen 1982. rojune y ekciepumenty. [IpBu
TIATOU XO0JI0BE OTIIOPHOCTU BUDEHU CY HA MyHEHUMA UV = % u %, KaCHUje U Ha MYHEemhaMa
%, %, %, ... Hajumxker JIaHIAyOBOT HWBOA KAO W HA V = %, %, %, ... Y OKBUDY BUIINX

JlannayoBux HUBOA.

vV =
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2
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|
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MAGNETIC FIELD [T]

Cumka 3.1: Ilnaron ornoprocTn Kox, dbpakiunonor KBanTHor Xososor edexra [15]

MoTuBammja ga ce HaydIHUIX O6aBe TeMOM (DPaKIMOHOT KBAHTHOI XOJIOBOT edeKTa

13
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MOTEKJIa je o mpeTrnoctaBke fAa 6u Burmepos kpucrasn Ttpebaso mga ce dopmupa Kaga je
MIOBPIIUHCKA I'YCTHHA JIEKTPOHA MaJia, & MArHETHO 10Jbe jako. BUrHepoB KpucTaJl je Bepo-
BATHO jeIMHCTBEHO CTAIMOHAPHO CTAIHbe HAJHUKE EHEPTHje HA JATO] TYCTUHH Y KJIACHIHOM
npobaemy. Kaga je MarHeTHo mojbe ¢1abo, a MaJia ryCTHHA eJIeKTPOHa, pemyasupHa Kymo-
HOBA CHJIA j€ JIOMMHAHTHA y OJIHOCY Ha KMHETU4YKYy eHeprujy. Mebhyrum, kasa je maranerso
II0Jbe JIOBOJLHO jaKO, Melllalhe eKCITUTAINja Ha BUINM JIaHIayOBIM HUBOUMA CE MOXKE 3a-
HEMAPUTH, & KUHETUIKS €HEPIHja IMOCTAje KOHCTAHTHA. ¥ OBAKBUM YCJIOBHMA, €JIEKTPOHU
6m Tpebaso Ja ce TMOHAIMAjy KJIACHIHO. YCIeamIo je m3HeHaleme Kajia Cy Ha JTOCTYITHUM
rycTUHaMa, KBaHTHE (DIyKTyallije UCTONMUIE KPUCTA W MPEeTBOPWIIE Ta, Y HEKAKBY KBAHT-
Hy TedHocT. 3amTo ce To gorommno?! Mcmoctasmba ce fa je pa3iior TOUbema KPUCTAJA

IIOCTOjaibe ILJIATOA KBAHTHOI XOJOBOTI €(peKTa Ha Myhemy UV = LEO (mpomena dasze he
oute v = 27N = %, a M TyCTWHA), TJE U y3UMa BPEIHOCT PAIMOHAJHUX OpojeBa ca

HermapHuM jiesmoneM [16].

Pexsn cmo y yBomy sa ce dhpakimoHu KBaHTHM XOJOB edeKaT jaB/ba Kajla je TOTeH-
HjaJl MHTEpaKIFje jaun o moTeHnyjaa neypehenocrn. Ilocmarpajmo, 3a TpenyTax, jea-
HOEJIEKTPOHCKY CAUKY HA MYHBEelmy V = % IIpernocraBumo J1a UMaMO MaKPOCKOICKHU OpOj
gectuna y cucremy N u moryhux 3N crama y HajuuxkeM JIaH ayoBoM HUBOY Ha KOME ce

eJIeKTpoHU HaJa3e. bpoj HaYMHA HA KOje MOXKEMO /13 PACIOIEIUMO €JIEKTPOHE Yy CTarba
|

HajHMKeT JIaHIayoBOT HHUBOA je N(!%sz)!’ IIITO TPEeaCTaB/ba orpoMan Opoj HaunHa. CBaka
O/l TUX CTamha he HOCUTU er3aKTHO UCTY E€HEepPrujy %th, VKOJINKO HE y3MeMO y 003up
nHTepakiuje Mehy yectumnama. A Kaga ysmMeMo y o03up U MHTEpAKIHje, HEKe PaCIojiesie
enekTpoHa he butu aBopuszoBane y ogHocy Ha jpyre. OQuekuBasu 6ucMo J1a je OBAKBO
cTarme CHCTEeMa, Ha MYmemy UV = % KOMIIPecHOMTHO 360T BEJIMKE TYCTHHE CTakha Ca BPJIO
CJIMIHUM eHeprujama. MehyTum, jorn jeamna BaxKHa O0COOMHA KBAHTHOI XOJOBOT e(eKTa
je mexommpecuOumnoct. HekommpecubuanocT na remmneparypu 1' = 0 y oacycTBy Heype-
benocTn je meonxonaH ycJoB 3a MojaBy KBaHTHOT XoJsioBor edekra. HekoMmmpecubuamocT
JlanpayoBux crama JOBOAM A0 IIIATOA y XOJIOBO] OTHOPHOCTH gy Ha HyLEmy UV = ﬁ,
JIOK OJICYCTBO Tiporiena (gapless) Ko eKcnuTarmja JOBOIM JI0 HECTAHKA KOHTHHYAJHOT OT-
nopa pgz[9].

Ha 6ucmo pazymenn (GpakKIUOHH KBAHTHH XOJI0B e(eKaT, HeOmXOodHo je ma Hahemo
HAYMH HA KOJU MOXKEMO Ja TPeTUPaMo Me)yesleKTPOHCKE MHTEPAKIIN]e, HA CJANIAH HAIUH
Ha KOJM TPETHPaMO KMHETHUYKY eHeprujy JlammayoBux mHuboa. OBJe HAMIA3WMO HA IIPO-
6seme. IlpBu HauwH kKoju Om HOKyIIAJIM j€ JIa HOCMaTPAMO MHTEPAKIM]Yy KAaO HEKY BPCTY
neprypbangje modeTHor XaMuaToHujana. MehyTtum, npasuia meprypbanuone Teopuje 3a-
XTEBajy Ja IPBO JMjarOHAJIU3YjEMO CBAKHU JIEr€HEPUCAH HOTIPOCTOP. Kako nmMaMo orpom-
Hy AereHeparnujy JlammayoBor HWBOA Ha (DPAKIMOHWM TOMYHEHOCTHMA, OBJAe Beh mMamo
npobsem. He MoxkeMO 1a KOPHCTUMO HePTyPOAIINOHY TEOPH]Y.

Benuku neo mamer pasymeBamba (ppaKIHOHOr KBAHTHOT XO0JIOBOT edekTa je Hazupamo
Ha pa3yMeBamy npobHux ragacHux bysknuja. [IpBu koju cy nokymasu j1a objacue oBaj
dbenomen 6uin cy Jladuwun [17], Xangejn [18] w Xammepun [19]. Cmarpa ce na je mpo6-
Ha TasiacHa (QYHKIHMjA KOjy je mao Jlacdhaus npBu Bequkn KOpak y o0jaIlbemhy KBAHTHOT
XosoBor edexra. Xammeju, Xagnepun u JauH Cy KOHCTPYHUCAJIN XWjEPAPXUJCKE TAJTACHE
dyuKIHje Koje objarmmbaBajy (GpaKIHOHN KBAHTHH XOJ0B e(eKaT Ha OCTAJINM (DaKTOPH-
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Ma TyHema. JanH je 3acayKaH 33 yBoheme KOMIO3UTHUX (PEPMUOHA, Y CMHUCIY TAJACHUX
dbyukmmja [20].

VY oBom morsiaBmby paga hemo ce 6asutu JladauHoBuM CTameM, CTAHEM KOMIIO3UTHIX
depmuona, Kao n dpapujaHCKuM CTamkeM, OJHOCHO cTameM Myp-Puna.

3.1 JladamHoBa ctama

TIpBe mokymaje na ce objacum ppakimonu KBaHTHU X0JioB edekarT mao je Jladimn
[17]. OH je objarmapao (bU3NKY HA MYHEHY UV = %, rae je m 1eo 6poj. Ilpesuire je Temko
JIa €r3aKTHO JMjarOHAJIN3YjeMO XaMUJITOHU]AH. Y MECTO TOra, JladuH je Hanucao peremne
3a TajiacHy GyHKIHjy Kopucrtehu ce masmuMm 6pojeM onpapBiaHUX IPETIOCTABKYU M YCJIOBA
KOje OIHUC OBAKBOT CHCTEMA, MODPA, JIa, 33 I0BOJHABA.

ITocmaTpajmo npobiieM jBe YecTHIle KOje MHTEpAryjy Ha HajHMXKeM JlaHIayoBoM HU-
Boy. IIpernocrasuhemo na m3mely mux jesyje Tpou3BO/bAH IEHTPAJHU TIOTEHIMjAT V =
V(|11 — 72|). ¥ wuacuanoj Mexanurm O6ucMo 0Baj mpobsieM pelmaBajud Kopucrehn 3aKoH
OJIPKAHA AHTYJIAPDHOI MOMEHTA. Y KBAHTHO] MEXAHUIM PAIAUMO C3 CBOjCTBEHUM CTAHUMA,
aHrysapHor momenTa. O63upom Jia pajauMo y HajHuxkeM JlanaayoBom HuBoy HameTHyhemo
CUMEeTPUIAH KATuOpaImonn ycioB. Bumenu cMo jma jeHOUECTHYHA TajgacHa (pyHKIHja ¥
0BOj Kasmbpanuju nma o6mk jgar jegaaunnom [2.37]

Mermame JIaHAayOBUX HUBOA MOXKEMO JIa, 3aHEMAaPUMO aKo je hwp > V. YKOINKO moi-
pa3syMeBaMo Ja je YCJIOB HeMeIlamha WCIYHEH, OHJA MOXKEMO I3 HAMUAIIEMO JBOYECTHIHO
CBOJCTBEHO CTaib€ 33 OMJI0 KOjU MOTeHIHja I Ha ciegehn magwm:

_\Z1I2+Iz2\2

Y (2 +22)M(21 —22)"e "B, M,m e N, (3.1)

rie je M aHrysapHu MOMEHT IEHTPA MAaCe, a M PEJIATUBHYU QHTYJIAPHU MOMEHT.
Caza mocmarpamo cucrem o Muoro (N) wectuna y najumkem JlangayoBom HUBOY. Y
omrTeM caydajy 6miio Koja tajmacua dyukiuja y n = 0 JIaHgayoBOM HUBOY MOpa Jia ©Ma

dopwmy:

-, I

=

(21, 28) = f(21,...,28)€ -2 (3.2)
rie je f(z1,...,2N) HeKa aHAMTHYIKA (DYHKIHja KOja MOpa OMTH AHTUCHMETPUYIHA HA 3a-

MeHy OMJIO Koja JBa MHJIEKCA z; < Zj, jep Ccy ejekrTponu ¢gepmuonu. Jladimuosa uper-
. _ 1 s
TOCTaBKa 3a TanacHy yHKIMjy OCHOBHOT CTamha Ha Mymemy U = — je:

2
_ ZN E21]
i=1 42
m 4lB .

Y(z) = [[(zi — 2)™e

1<j

(3.3)

JlacduyimaoBa Tasacua QyHKIM]A je AHTUCUMETPUYHA, KaJa je M HemapaH 1meo 6poj, a cume-
TpUUIHA, YKOJIUKO je m mapuo. Kama je m mapan meo 6poj, oBa Tajacua QyHKIHja C€ MOXKE
TTOCMATPATH KA0 KBAHTHO CTambe 6030HA.

Kemnmo ma nosexkemo Jladaumory tamacuy dyukimjy ca ogrosapajyhum 6pojem mo-
nymwenoctu Jlammayopor mmBoa. llocmarpajmo mmra TasacHa GbyHKIHja TOBOPH O j€JIHO]
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9eCTUIY, HA TPUMEP Ha MO3UIMNjU 21. TJIaHOBH KOjU CAIpKe 2] y ce0u MCIpesr eKCITIOHEeHTa,

cy:
N

m
H(Zl —2)", (3.4)
i=2
OJIaBJIe BUJMMO JIa je HaJBUINH cTelleH 2z, y noimaomy m(N — 1). OBo Ham rosopu naa je
MakKcuMaJHu opbuTasHu aHTyJaapHr MomeHT npse wectune m(N — 1), ma je men makcu-

MaJiHu paaujyc R ~ 4/2mN ZQB, mTo 6u, OTIpUINKe, 3ay3eso moppmmuay A ~ 2rmN l%

(N —1 = N, 3a N Besmko). Bpoj crama y MOTIyHO TOIyBeHOM JIaHIayoBOM HUBOY je
% = m

Tanacua dyuknuja xojy je mpemmoxmuo Jlacdbana onucyje mekommpecubuaan diyns,
Hekommnpecubunan duyun je onaj koju "He Bomu” mupomeny rycruae. Ha mpumep Pep-
mu rac 6u nosehao cBojy rycruny riobasHo ako je cabujen, mehyrum, HeKOMIIpecubuaaH
dbayun je Be3an 3a oxapebeny rycruny m He O6m moKa3ao HMKaKBY IIPOMEHY, JI0 oxapebe-

HOI' TPEHYTKA KaJ1a Ou oJfjeHOM MMAO JIOKAJM30BaHY ODJIACT Apyradwje rycruHe. ¥y Toj

~ mN. OBaj aprymMenT HaMm faje Ppakmujy TOmyHEHOCTH: V = %

obJlacTu ce HaJia3e KBa3WYECTHUIE W KBA3WIIYIJbUHE KOje Cy 3apobJhbeHe M JIOTPUHOCE Ty-
crunu. /lakie, mpoMeHa JA0JIa3u CKOKOBHTO, MOTPEOHA HAM je KOHAYHA eHepruja aa 6ucMo
HAIIPABUJIA IIPOMEHY T'yCTHHE.

3.1.1 Ilornyso monymeH JlangayoB HUBO

Y JladpaunosoMm omucy ¢bpakiuoOHOT KBAHTHOT XOJOBOT edeKTa, MOTIYHO TOMYHEH
Jlarngayos HuBO ce jaBsma y caydajy kazga je m = 1. Ilpso Tpeba ma ogpeammMo MEOTO9YeCTH -
HY TaJACHy (pyHKIH]Y 33 HemHTeparyjyhe erektpone. Y Ty ¢BpXy heMo MpeTmoCTABUTH 13
N esextpona xwmsu y cramwuma ¥;(x), i = 1,..., N. Yobuuajeno, y cayuajy depmmona,
TaJacHy (pyHKIM]Y BUIIE YeCTUIA KOHCTpyHImeMo mpeko CrejTepoBe meTepMUHAHTE:

Yi(z1)  i(xe) . a(zw)
_ Ya(z1)  ha(x2) .o th2(zN)

¥ () (3.5)

Mxl) ¢Nkfﬂ2) ¢N($N)

Casia 0BO MOYK€eMO J3 MPUMEHHUMO Ha HAJHUXKU JIaHIayoB HUBO, I CY jeTHOUECTHIHA,
CTafba CACTABJHEHA OJ] Y3ACTONHNX OPOMTAJHUX KBAHTHUX OpojeBa:

’lZ)mNZ e B, m = ]_,...,N. (36)

CarejrepoBa jerepMuHaHTa, ie y OBOM CJIyd9ajy JaTh cTambe 0OJImKa rae je dyHKIHM]a

def
f(z1, ..., 2n) = f(2) 3anpaBo BammepMoHI0Ba geTepMEHAHTA:

2] 2 2%
Z1 Z92 ZN

fz)=| . =11 == (3.7)
N-1 _N-2 No1|

21 Z9 e 2N
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IIponzBoy kKoju cMO JIOOMIM je TOTIIYHO AHTUCUMETPHYAH TIOJIMHOM y HAjHUXKEM PEJLy.
Bunumo ja 3a m = 1 oaksa JladumnoBa dyHKImja jecre tajgacHa (dyHKIHUja TOTIYHO
oIy heHor HajHuKer JlaH ayoBor HuBOA.

3.2 Kowmno3utHu dhepMuoHu

HecTo ce gemapa Ia y TOKY OIMUCHBaIHa PU3UKE KBAHTHUX CHCTEMA, KOJU Cy JaKO KYILIO-
BAHW, MEHAMO CTerene cja000e, Tj. MOry ce TojaBuTH Cj1ab0 KYIJIOBAHU CTEIEHU CJI000IE.
[Ipumep opora je ppakimoOHU KBAHTHEH XOJIOB edeKaT, rae IMOYHEMO Ca €JIeKTPOHHMA, a
3aBpmMMO Ca (DPPAKIIMOHO HACJIEKTPUCAHUM decTuriama. Vlaeja oBOT o/1esbKa je 1a yBeaeMo
HOBE cTereHe cjioboje - KoMmo3uTHe (pepmuore. KoHCTpyKIHja KOMIIOZUTHUX (PEPMUOHA,
J106po onmcyje waToe Koju cy mpumehern kox Xosi0Be OTIOPHOCTH HA (DPAKIIMOHUM TIOTY-
BEHOCTUMA HUBOA, cinka 3.1} Hajsehu ycrex y onucuBamy eKCIIEDUMEHTAJIHUX PE3YJITATA
AMa HA MYHEmY V = %, rae uucy npuMmehenu mwiaTon y X0oJI0BO] MPOBOIHOCTH.

Wnejy xoMmosuTHEX (bepMHUOHA YBOAUMO IIOMOhY BOpPTEKCa, IITO OM, y OBOM CJIydYajy,
suaamio "yeujame”y Jladaunoroj Tamacuo] dyakmuju. OBO MOXKEMO 13 Pa3yMeMO aKo
3HAMO TaJacHy (DYHKIHje 33 ONMUCUBAE KBA3U-ITyIJbUHA HA no3urmju 1 € C:

S
vn(zm) = [ =) [[ (25— 20)™e = 45, (3.8)

7 i<k

TJIe M MOTHUYE OJI AHT'YJIAPHOT MOMEHTA, a lp je MarueTHa Jjiyxkuna. OBakBa TajgacHa (pyHK-
[7ja IPEJICTaB/bA, TAJTACHY (DYHKIM]Y eKCIUMTOBAHOI CcTama. Jlasme hemo pamuru y jenunn-
maMa MarmerHe ayxwuHe, rae je Ip = 1. Tanacua ¢yHKIMja HecTaje Ha MOSUIUH z; = 7).
OBo uma jpe nocsieuue: Jaje KBaszu-uyibuin (hpakimoHo HaeJeKTpucame . Mehyrum,
JlacdsimroBa Tasacua dyHkmuja je xomomopdHa, Te nMa (PUKCHY 3aBUCHOCT O yIJa, Tj.
daza Tasacue QyHKIHje ce YBHUje CBaKM TMyT KaJ, ce decturia kpehe oko 7. To je ono miro
HazmBaMo BOpTekcoM. Bepm dasa ce jaB/pba Kao mociequiia yBuUjama TasiacHe (PyHKIHje.
Qdaza Tagacue QYHKIFjE ce MEHA 33 2T KaJja ce decTura kpehe oko KBa3u-miyIsbuHe, OBO
3Ha"M Ja ce ¢aza Takoje Mema 33 27 aKo ce KBasu-mynJpbuHa Kpehe oko uwecture. Ako
ByYeMO KBa3U-TyIbUHY OKO N = vé JecTuIa, ¢pasza he ce mpomennTu 3a v = 27N = %

N
MehyTum, ako ByueMO KBAa3U-MIYIUBUHY TAMO TJ€ Beh MOCTOju IPyra KBA3U-TIyIJbUHA, HA~

e . . 9 1
eJleKTpucame he Gutn ymameno 3a .-, Te je edexkrusrn 6poj yectuna ty N = Vis ~

36or oBOTA Cce Mema (haza 3a vy = —%, IIITO MOYKEMO JIa, TOBEKEMO Ca CTATHCTUKOM KBA3H-
IIYyIUbUHA THe je 7 = %’r Jenuno mTo HaM je 6uiI0 moTpebGHO Jia J1obujeMO OBe pe3yJirare
je BOPTEKCHA TIPUPO/Ia KBAZU-TIYII/HUHA.

Axko monoBo morsegamo JlagauHoBy TasmacHy (byHKIHU]Y, €0 KOjU Jaje CUMETPHjy je:

Yn(2) ~ [z — )™ (3.9)

i<j

VkoanKO je m mapHo, 0Ba PyHKIMja onmcyje 6030He; yKOAWKO je m HemapHo, pyHKImja
onucyje (pepMHUOHE jep je TaJacHa (pYHKIFja Y TOM CIyYajy aHTucuMeTpudHa. MoxkeMo 1a
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neHATITEMO KOMTIO3UTHE (hepMuone Kao KOMIO3UTHE TeCTHTIE KOje Ce CACTOje O eJTeK-
TPOHA BE3aHUX 33 KBA3U-NIYILbUHE, Tj. BopTekce. Llesa crpykrypa he 6utu 6030H yKOIUKO
je m napsao. Komnosuruu depMuonu ce HEKa/[ ONUCYjy KAO €JEKTPOHU KOjU Cy BE3aHU 3a
daykc, mro heMo Mu yIJIaBHOM PaJuTH ¥ AAJbeM paIy, ajad 3a caJl heMo ce Ap:KaTh Jie-
dunummje uznag. OHO MITO je BAXXHO €aJla HAOMEHYTH je JIa KOMIIO3UTHU (hEePMUOHU HE
HOCe ca coDOM IIpaBu MarHeTHH (PJIyKC.

Kesmmo 13 okakeMo 13 he kommo3utau pepmuonu oceharm apyraduje MarHeTHO
nojbe B* w wmatu passumuntu HaxkTop nymema UF o ejekTpona. ¥ Ty CBpXy, y3ehemo
HEKY T'YCTHHY €JIEKTPOHA N = 1;5—’09 y MATHETHOM TI0JbY M HAKHAJIHO JIOAATH BOPTEKCE KAKO
OMCMO HAPABUJIN KOMIO3UTHE (hepMHUOHE. 3aTUM padyHaMo Bepu dazy Kajga moMepamo
KOMITO3UTHE (pepMUOHe JIYK TyTa KOJU OKPYyXKyje obaacT mospinnHe A:

v =2 (AB —(m— 1)nA> , (3.10)
Po
rie je B dusnako, criospaiime, MaraieTno mosse. Bugnmo na Bepu ¢aza nma gBa gonpuHO-
ca: IpBH WiaH je obnaad BoM-AXapoHOB WiaH, JOK je APYId WIaH HACTA0 360T KPyKemba
eJIEKTPOHA OKO BOpTekca (m — 1 Boprekc je Be3an 3a nA enekrpona). Kako 6u, mpupos-
O, Bom-Axaponosa ¢aza Tpebaso ga Oyie jegHaKa CaMO TPBOM YJIAHY, Y OMUCY Teopuje
CpeIIIber T0Jba, KOMIIO3UTHH (pePMUOHT BUJE PEAYKOBAHO €(heKTUBHO MAarHETHO Mokbe B*
y OJHOCY Ha TPUPOHO MATHETHO MOJbe 3:

B 2w AB*
7 o

O63upoM J1a, UMaAMO CaMO jeJIaH €JIKTPOH M0 KOMIO3UTHOM (DEPMHUOHY, T'yCTHHA OCTaje

B* = B — (m — 1)n¢y. (3.11)

ucta. 300r Tora mITo ce e)eKTUBHO MATHETHO 10Jbe Koje ocehajy KoMmo3uTHu GhrepMUOHU
pazsmKyje o OHOT Koje ocehajy ejieKTpoHU, Mema ce n (haKTOp MOMYEHOCTH HA, cjiaeaehu
HaumH: n = % ;]j - = 2—?. Opasne Buumo Be3sy uamely akTopa Nymema eJIEKTPOHA |
dakTopa Nymemha KOMIIO3UTHUX (PepPMUOHA:

V*

VZl—&—(m—l)y*'

(3.12)

Ako mMamo nma je bakTOp Oymema KOMIIO3UTHHX (epMHOHa V™ = 1, omia ciaead Ja je

1
—. JIpyrum peunma, dppakipuony KBanTau Xoyios edexar

ce MOKe MMOCMATPATH Kao IeJI06pOjHI KBAaHTHU X0JI10B eheKaT KOMIO3UTHUX (hepMuOHA[H].

(hakTOp TyHEmHa eJIEKTPOHA V =

[MocmaTpajmo ciyuaj Kaga ©MaMo TyBeme v Tako g go0ujeMo 1meiobpojHrn KBAHTHA
XosoB ederar 3a KommosuTHe (pepmuone. IIpermocrapka 3a TasacHy (byHKIM]jY, HHCIINA-
pucana JladanaHoBUM cTameM, ce 0OMIHO HA3WBa JAMOHOBO CTAHA:

Yo(2) = Pror [ [[(zi — 2)™ e (2,2) | (3.13)
1<j
rje je Prrr npojekrop Ha HajHuxku JlanjgayoB HuBO, ¥, (z,Z) Tamacua dbyHkumja 3a v*

IIOTITYHO TIOIyBeHOT JIanmayosor HuBoa, a dakTop [ [, j(zi—zj)m_l Beadyje m—1 BopTerca
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3a cBaku ejekTpoH. Tamacua dbyrkmuja YP,«(2,Z) ce JaK0 MOXKE KOHCTPYHCATH MOMONy
Cunejrepose serepMmuHaHTe. 3amTo HaM je norpebaH mpojeKTOop HA HajHuku JlaHmayos
HrBo? AKO MMaMO eJIeKTpOHE Ha mymemy U < 1, ouu he OGutn y Hajamxkem JlammayoBom
HUBOY. MehyTuM, crama menobpojHor kBaHTHOT Xo0J0BOr edekTa 1, (z, Z) HUCY CTamba
Koja npunasajy Hajumxkem Jlangayosom ausoy [5].

3.2.1 IloanynonymeH JlangayoB HUBO

Kao miro cMmo rope Hamomenysin, Hajsehn ycriex ciimke KOMIO3UTHUX (hepMUOHA JIeXKA
y omucy pu3uKe HA MYIHEmYy UV = % Kajia riesamo ekcriepuMenTasHe pe3yJirare, Ha OBOM
IyHemky He MOCTOjU TLUIATO X0JIOBE IPOBOIHOCTU. 3AIPABO, U3IJIEJA Ja U3PA3UTO OCYCTBO
Xo0J10BOI' IIJIATOA Y TIEJIOM TOI' PETHOHY.

ITocmaTpajmo KoMmo3uTHH (hepMu-
OH KOj¥ Ce CaCTOjH O/ eJIEKTPOHA Be3a-

HOT 3a JBa BopTeKca. VI3 aHasoruje ca

_ 1
IJIA3MOM, AKO Ha IIYHECHmY V —B§ ry(nl;ﬂ—
—_ eB _
Ha €JIEKTPOHA U3HOCU N = - = g5,
OHJIA je epeKTUBHO MarHETHO IOJbE KO-

S
Al
S8

%

2
%

2005

. N
je oceha KoMmo3uTHH (DEPMUOH: Qés?

B* = B —2n¢g = 0. (3.14) X
Hobmwm cMO Ja y HOJIYIOIYIHEHOM Cauka 3.2: Kowmmozutnu ¢depmvnon ca
JlangayoBoMm HEUBOY, KOMIIO3UTHHU dep- ABa BOPTEKCa y CyTCPIIPOBOIHUKY
MHOH, edeKTuBHO, He oceha MmarmerHo

I10Jbe.

Kovmnozutnu depmuonn popmupajy @epmu nospin y HajumkeMm JIaHIayOBOM HUBOY
ca PepMu UMITYICOM:

kp = Vi = 1[] (3.15)

Y ekcrepuMeHTy BHINMO Ja C€, Ha NMYHemy V = %, XoJsioBO cTamke jaBha Ha B =~ 25T.
Axko nmamo N decTHIa ca KOOPAWHATAME, 77, TajacHa (PYHKIMjA 33 YECTHUIE Koje JIeKe y
QepMu MOPY je JaTa ca:

wp = det (e“;”?) . (3.16)

Oso nmje Tanacua dbynximja najuuxer JIamIayoBOr HUBOA, jep MMAaMo (ki = iz (kz + k2).
Hlre Moxemo Bugern (nomarax 1), 1a oBa BemunHa MOXKe Ja Ce HAITUIIE MPEKO 06a mapa
KPEAIMOHNX W aHWXWJIAIMOHUX OMEPATOPa, KOje CMO YBEJIW y MPBOM MOTJIaB/by. TamacHa
dyHKIHja Koja onncyje uareparyjyhe ®epmu mope ce HasuBa Pejasu-Pun Ttasmacua ¢yHk-
1¥ja, ¥ IPeCTaB/ha TAJACHY (DYHKIH]Y MPOjeKTOBAHY HA HAJHUXKY JIaHIayOB HUBO:

' OBo je ciy4aj Kama IMAMO TIOTITIYHO TIOTAPH30BAHE CIIMHOBE eJIEKTPOHA, MeljyTHM, Ka1a, TO Hije CIydaj,
nobujamo dakrop V2.
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> 0 |21
By = Pros [ [] (2 — 2)det (e’km”) e T | (3.17)

1<j

e dakrop (z; — z;)? TOKazyje Ma cBaKM KOMIOZUTHU (DEPMUOH MMa J(Ba BOPTEKCA, 110
OpeTinocraBou Ca IIOYEeTKa. Pa,BJII/I‘{I/ITe OCO6I/IHe OBUX CTalba Ha NYHEHhY V = %,
akijama, npoydasana cy y kourekcry HLR-reopuje.

TlocToju mocTa eKCIepUMEHTAJHUX JOKa3a KOjU TMOKAa3yjy Ja Ha MYHemy V = % 3anCTa,
moctoju ctame Pepmu Teanoctu. OBO ce MOXKe TTOKA3ATH KAl OMCMO MAJIO TTPOMEHUITH CITO-
JbAIhe MarHeTHo mosbe. OHga 6 KOMTIO3UTHY (PEPMUOHN OCETHIIN BEOMA MAJIO MATHETHO

nosee B*.

ca, MHTEP-

3.3 Crame Myp-Pun

Qadujancko crame, ogaocHo Myp-Pun crame[21] onucyje napan 6poj gecruna N Ha
OyBemy V = % Tasnacna dyuknmja dadujana ce moxe nanucatu Ha cienehu Havyun:

~ 1
U = Pf ( [1Gi—z)™ (3.18)
i —Rj)
1<J
VY oamocy ua JladaunoBo crame, OBO CTame je CHMETPUIHO KA je 1M HemapHO, & aHTH-
cuMeTpudHO (omucyje dhepMuoHe) Kaja je m mapHo.
Youumo nexy N x N anrucumerpuany marpuiy [M;;] .. . Jerepmunanra Takse Ma-
Tpurte he 6uTu jeanaka Hyau YKOJIUKO je N Hemapax 6poj, aau Kamaa je N mapad Opoj oHa
ce MOXKe W3PA3UTH MPEKO KBAAPaATa HEKOr 0DjeKTa KOju Ha3zuBaMo dadujan:

det(M) = Pf(M)>. (3.19)

QDadujan je TOJTUHOM CTEIIEHA % HAJT eJIEMEHTUMA, MATPHUIIE CA TEJ00pOjHIM KoeduImjen-
taMa. Jeduaumenmo dadujan na ciaegehm Hadum:

def 1
Pf(M) = WZ(—l)PMlpgpM3p4p...MN,lep, (3.20)
p

rae je p nepMmyrtarnuja {1,2,..., N}, Ha upumep 1, je mepmyroBana Bepsuja 1, (—1)P je 3nak
nepmyranuje [14].
Ha mpumep, dpadujan 3a geTupu 9ecTUIle UMa, 0OJIUK:

1 1 1 1 1 1 1
Pf( ) = + + ) (3.21)
ZZ‘—Zj Z1 — k9223 — %4 Z1 — R3 %24 — %9 Z1 — R4 %9 — 23

mehyTum Kaza pacre 6poj gectuia, u3pas ce 6p3o mosehasa.

Myp-Pun ranacua ¢yHKIHja ce MOXKe WHTEPIPETHPATH Y TEPMHUHUMA KOMIO3UTHHUX
dbepmmona. Pakrop [[(z; — z;)™ Besyje m BopTekca 3a CBaKM €JEKTPOH. AKO je m mapaH
6poj, OHIIA je eJeKTPOH, Y OCHOBU KOMTIO3UTHOT (hepmuona, (pepmuon. Beznpamem napuor
Opoja BOPTEKCA 3a €JEKTPOH, €JEKTPOH ocTaje (pepMuoH. ¥ CIydajy Jia je m HemapaH
6poj, oHma je ”eeKTPOH” Y OCHOBU KOMIIO3UTHOT (pepMHUOHA, 3ampaso, 6030H. BesnBamem
HemapHor Opoja BOpTeKca 3a 6030H, IOCMATPAHA KOMIO3UTHA YECTHIA TOCTaje (bepMuoH.
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bo3onnu y nsojioBanom
JlangayoBoM HHBOY Ha IIYIhEbY
v =1

Teopujcku mocMaTpPaHO TEIHOCT KOMIIO3UTHUX (PePMUOHA je OUeKMBAHO /I3 HACTAHE Ka-
JIa, Cy HAaeJeKTPHUCAHe YeCTUIle y cucteMy 6o30HU, a He hepMuonu. 3a 6030HE, HA MY HEHY
v = 1, jenan kBauT utykca ce mpebdairyje ca 6030HA HE KOMIO3uUTHE (DEPMHUOHE KOju Ce
kpehy y ederruBHoM marHeTHoM nosby B* = 0. Hymepuuku npopadyHu MoKasyjy Jnia je
IPaBO OCHOBHO CTAMHe HEKOMITPECHOMITHOT (PPAKITUOHOT XOJ0BOT CHCTEMA, 3aTTPABO O030H-
cku ¢dadujan. Ou ce nob6uja KOHJEH3AIUjOM Mapa KOMIo3uTHUX (epmuona. Hecriapeno
CTae KOMIIO3UTHUX (DEPMUOHA, € 3aHUMJ/BUBO 33 PA3MaTpame Kao Moryhie OCHOBHO CTambe
3a HEKe MHTEpaKIlrje, M Kao ~POANTE/HCKO” CTaibe 3a pasyMeBame 6030HCKOr dadujana.

Y oBoMm mnoriaBsy hemo pasmarparu 6030He y w30J0BaHOM JlaH!IayoBOM HUBOY HA
nymemy v = 1. Y okBupy mera hem0 KOHCTpyuCaTu (PU3MIKK IPOCTOP CTAHA 33 KBAHT-
HU OIHUC CHCTEMA KOjU IIOCMATPAMO, & 3aTUM heMO ra W3pa3uTh y UMIIYJICHOM IIPOCTOPY.
Jpyru ofe/bak MOTJIaBba ce OABU PEIaBambeM CBOJCTBEHOT MPOOJIEMa XaMIJITOHUjaHA Ca,
Bezama momohy Xaprpu-Pokose teopuje. ¥ Tpehem omemky hemo mpumenuTn XapTpu-
Dok Teopujy Ha ayrogoMmerny Kymomosy muaTepakiujy. Ha kpajy osor moriasma hemo
npumenuT BCS Teopujy cpeamer mojba HA HAII MUKPOCKOIICKY XaMUJITOHU]aH.

4.1 TIlackjep-Xaaneja-Pua koHCcTpyKIirja 3a KOMOO3UTHE pep-
MUOHE

Dopmasmzam koju cy passwim [lackjep u Xangeju[22], a kacuuje gonynno Puu[23],
omucyje XuabepToB mpocTop 6030HA Ha Oymhemy ¥ = 1 y TepMuHEMa XHUJIOEPTOBOT IIPO-
CTOpa KOMMO3UTHUX (pepmuoHa. Ha nymemy v = 1, y cBakoM cTamy 1, m3ojoBaHor Jlan-
JayOBOr HUBOA IOCTOJU, Y CPEIibeM, jedaH OO30H.

21
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4.1.1 KoHcTpykiuja GUBHYIKOr MPOCTOPA CTaHkha

Jennouecrnann Xunbeproe nporop H = span{|n,m) |n,m € Ny} yBogumo ca nse Bp-
¢Te WHIEKCA, JIEBU WHIEKC 11 OATrOBAPa €JIEKTPOHY M3 KOMIIO3UTHOT (DEPMUOHA, JHOK JIECHU
HHIEKC N O/IroBapa KBasu-myIubunu. lecne unaekce hemo obenexasaru ca n,n’,n”, ..., a
JieBe, caudHo, ca m,m’,m”,... Y 0BOM IpPOCTOPY yBOAMMO OIlepaTope Kpealuje KOju Kpe-
upajy crame |[n, m) u3 QokoBor BakyyMa Ha ciejgehn naums |[n, m) = Chm |0). Ha camaan
HAYMH YBOJMMO M OIIEPATOPE AHAXWJIAIHK]E. YBEICHE OIEPATOPEe KEJIMMO Jia ' IOIaKyje-
MO”y MaTpHILY:

C11 C12 CIN
C21 C292 CoN
CN1 CN2 CNN

mro ckpaheHo 3ammcyjeMo Kao ¢ = [cmn} Nx N> OIHOCHO cf = {cjlm} . OBako yBejieHO,
NxN

BHIHAMO JIQ Cppypy U c;rlm xuBe y Xunbeprosom npocropy HY. Pagumo ca dhepMuonnMa Te cy
HaM MOTpebHe AHTUKOMYTAIMOHE Pejialiije, ¢ TUM IIITO Ta3UMO Ha, JIEBE U JIECHE WHJIEKCE:

{cmn,cin,n,} = O/ Opnss, m,m =1, .. N. (4.2)

Cajia )kemmMo J1a, BUJIUMO Koje cy cuMmeTpuje oe asredpe. O63upoM Ja paJiuMo ca MATPHU-
aMa OYEKYjeMO JIa Cy TO HEKe YHUTAPHE TPYIe, jep XKEeJIUMMO J1a Ce OJPKHU TPAT MATPHUIA.
[lomro passiukyjemo JieBe U JecHe WHACKCE UMAMO JIeBy U jiecHy yuutaphy rpymy Uz (V)
u Ug(N), penom. ITpumeliyjemo na oBo jecte cuMeTpuja aarebpe, jep ce IpH JIejCTBY OBAKO
YBEJIEHUX OIIEPATOPa CUMETPHje aHAXMJIAIMOHA W KPEAIMOHU OMEPATOPU TPAHC(OPMHUIITY
Ha cjeliehyu HavynH:

¢ — UrcUg,
& — uldul, (4.3)

ma ce JUPEKTHOM TTPOBEPOM BUJIM JIa je OBO CHMeTpHja ajrebpe:

{ULnicikUrkm, U;rgm/l/ C;/k/ UZk’n’} =ULni UkaU;rgm/l/ U}Jk/n/ {eik C;/k/}
= ULnl UkaU]T{m/kUZln/ = ULnleln’ Ukm UIT%m’k

Crenelin kopak je ja penpesenTyjemo rpyme y N-IuMeH3HOHOM TpocTopy cTatba. OBa-
KaB MpOCTOp cTama HasuBahemo npommpen Xwuiabepros nmpoctop. [IpuMernmo ma ce ome-
parop 6poja wecTura Moxke u3pas3uTu Ha caeaehn HavwuH:

N ChmCmns (4.5)

IIITO MOXKE J1a ce HammuIe u Kao: N = Tr(cTc). [MompazymeBana je AjHIITajHOBA KOHBEHITH]A
0 CyMUpamby IO TMOHOBJFEHUM WHJEKCUMA. 3aKJBYUyjeMO Ja ce omepaTop Opoja decTura
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e Tpaucdopmuine mpu rope neduaucarum tpancdopmarumjama. M3 dbuswakux passora
KeJIMMO J1a HaM Opoj gectuia Oyae ogp:kaH y cucreMmy. Pagumo ca N-9eCTHIHNM CTambUIMA,
a 3HamMo 1a je U(1) cumerpuja KBaHTHE MEXaHWKE 4uuju je reHeparop Gam oneparop 6poja
YeCTHIA

UeU(l) = Ula) = eV, (4.6)

YKesmmo 1 oneparop ¢ kpenpa N-uecTHdHO cTambe Tako ja ce cuMmerpuja aedbuHIcaHa
rope HaBeJIeHUM TpaHcdopManujama moHamma kao U (1) cumerpuja Haj TuM cTamuMa. U3
TOr pasJjora jgeuHUIIeMO cjegaehn 3aK0H TpaHcgOopMalje c-0Ba;

c— =eWNe=¢lNe, (4.7)
ca JIpyre cTpaHe:
¢ — ¢ = e"PLEce'PRE
¢ — T = ePreclemiPRe, (4.8)

rae cy oneparopu pr u pr reaeparopu cumerpuja Up(N) u Ug(N) pecuekruBno, e Cy
CaMHUM THM XepMHUTCKHU orepatopu. [locmarpajyhin undunuresumaine 3akone Tpancgop-
Marnuje g1obujamo:
dc=c —c=(1+ipre)c(l +ipge)
= ie(pre+ cpr), (4.9)

CIIMTHO U 33 OIepaTope Kpealyje

oct = —ie(pEcT + chTL). (4.10)
OpaBjie go6ujamMo jeHaIuHe:
Nc = prc+ cpr, (4.11)
Net = cfp! Tet 4.12
pr + PRC- (4.12)

Ha jemnauuny JIeJTyjeMO Ca JieBe CTpaHe OIEPATOPOM ¢!, JIOK Ha jeJHATHRY Je-
JIyjeMO OIIepaTOpOM ¢ Ca, AecHe cTpaHe W J00’jaMo:

Nele = chLc + cTch,
Nete = cfpre + prefe. (4.13)

Oty3uMarmeM OBUX jeiHAUNHA J00UjaMO 13 BAXKU:

[PR»CTC} =0| (4.14)

Ounriemso pereme je pr = clc. OBo HEje jeIHO perermhe aIn ra GHPaMo TAKO 13 (PI3mH-
kux pazjora. [Tomohy cumerpuje necaux mnjekca hemo namernyTu onpehene ycsiose Koju
he mam gaTH QU3UIKH IPOCTOP CTAIDA.
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Ba pr, mobujamo u3 jeHaunne [pr — (N — cch)]e = 0, ma je:

pr =N -T—cc| (4.15)

Kao mrro cmo Beh mamomenysin, xkemumo sa 6poj dectura y cucremy Oyzme onpxkan. Tako
JIa je TIPBU YCJI0B Koju HaMeheMo Ha MPOIMMPEHH TTPOCTOP CTAHA:

N ’¢phy> =N |¢phy> ) (4.16)
= Tr{pr} [Vphy) = N |tphy) - (4.17)

Teneparop Ur(N) rpymne MoxkeMo na JeKOMIOHYjeMO Ha caegehin naaunm:
———1T{ }f+ ——1T{ }f (4.18)
r : T ’ .
PR N PR PR N PR )

e je I jenuHUYIHU onepaTop. lIpBu 4iaH y JTeKOMIO3UIHJU MIPEJCTaB/ba Be3e Koje Ha-
mehemo cucremy, sok npeocranu wian reaepume SU(N)g rpymy.

Jpyru ycioB koju HameheMo Ha CTamba jecTe IHUXOBA WHBAPUJAHTHOCT TIOJ, JIEJCTBOM
SU(N)g rpyme, Tj. 3axTeBaMo Ja ¢y ¢dbusnuka crama cuartera SU(N)gr rpyne. Kako
6ucvo dopmupaan UpeaynubOuIiHe TEH30Pe TPHU JIEjCTBY HEKE TPYIe, KOPUCTUMO WHBA-
pHjaHTHE TE€H30pe Te rpyme. 3aT0 mpu (HOpMHUpaky HAMUX (DUINIKAX CTaka (CHHTIIETa
SU(N)g rpyne) xopucrumo N-aumensuonn Jlesu-Uusura TeH30D:

|¢;}lly’m2""’mN> = NG"I”Q“'”NCIMMCIHW...cInNnN |0), (4.19)
rze je N HopMaJm3anmona KoHcTanTa. JJ06ujeHo cTame O9rIIeHO 3a,10B0JbaBa, 004, yCI0Ba
KOja CMO HAMETHYJHU: A3 je N-4eCTUIHO W CHUHIJIeTHO. YCJe aHTUCHMEeTPUIHOCTH JleBu-
Yupura TeHz0pa, Kao u GEepMUOHCKUX KPEAIMOHUX OIEPATOPA OBO CTAME je CUMETPUIHO
Ha 3aMEHy JIeBUX N WHAEKCA. 10 3Ha4| a3 Ce OHO MOXKe mocMarparu Kao crame N 6030Ha
JeduHICAHO MOMOhY KpealMoHuX omepaTopa {aIn|m € Ny} rakBux ja Bake KOMYTHITHOHE
peJianuje:

[amv ain/] = 6mm” (420)

a rope HaBEAECHO CTame HOCTajeZ
mima..mnN\ __ T 1 i 0 4 21
|wphy > - amlamQ”'a’mN| > ( . )

Mpumeruno ma je Tr{pr} = N—Tr{cfc} = 0, mro 3maun na je rpyna sesama 3a jiese unex-
ce 3ampapo SU(N)r. Ona hie ocratu cumerpuja Hater cucreMa U cajpikahe moarpymy kKoja
hie mpeacraBbaTh poTanuje u TPAHCIAUjE HEKE TBOJAMMEH3MOHE MHOTOCTPYKOCTH (Ccepa,
Topyc, GECKOHAYHA PABaH,...) Ha K0joj Haie dusnuke decture xkuse [23]. Moxemo na Ha-
MHUITIEMO TeHepaTope TpanchopMalmje 3a JeCHe WHIEKCE N TMPEKO 0TepaTopa Kpeardje u
AHAXWJIAIM]E €A JIBA WHIAEKCA Ha, ciefehn Hagum:

Pht = Chum o (4.22)
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N3 penanmje MOYKEMO HCTO TO Ja yPaJNMO 33 TeHepaTope TpauchOpMaImje JeBUX
UHJEKCA TN

L T
Prvm! = Cpyypyt Cram- (4.23)
Omneparope medwHHECAHE jeTHATHHAMA n 30BEMO JE€CHU OIIEPATOPU I'yCTHHE
U JIEBH OLEPATOpH TycTuUHE pejioM. VHnekcn m u n 03Ha4YaBajy opburtaje y OKBHDPY
jemuor JlanmayoBor HEUBOA.

JlecHH olepaToOpHU TyCTHHE MOPAjy Ja 3aJ0B0/baBajy N2 yciaoBa Ha OBAKO IIOCTABIHEH
CHUCTEM:

(s = Gn) [t "N) = 0, (4.24)
KaKo OHCMO JIOOMITH MOTIPOCTOP CTalba KOJU OroBapa (hu3uIKoM (HempormuperoM) Xu-
6eprosom npocropy [23]. Jlok reneparopu o npencraBmajy GUMUKY rycTEHy HocMaTpa-
HOT' cucTeMa. BaKHOCT ollepaTopa I'yCTHHe Jiexku y KoHOBO] TeopeMH Koja KaxKe 1a je
OCHOBHO CTame 6usio kor mareparyjyhier cucrema, ca garom (pukcaom) mehyuecrunanom
MHTEPAKIIAjOM, jeJIMHCTBEH (DYHKIIMOHAJI eJIEKTPOHCKE I'YCTHHE.

4.1.2 Pemnpe3seHTanuja y uMITyJICHOM IIPOCTOPY

2Kenmmo omepaTope rycTume I3 M3pa3suMo Ipeko muxosor Pypuje Tpamncgopma, Tj.
y UMITyJCHOM mpocTtopy. MehyTum, MopaMo ga BOAMMO PAadyHA O HEKOMYTATUBHOCTH. ¥
pellienhy 3a KJIACHYAH CJIYUaj KPeTamha HACJEKTPUCAHE YECTUIIE Y CIOJbAIIHEM MATHETHOM
0Jby B = Be: J00MjaMO KPETame YeCTUIle 0 KPYKHUIM NeHTpupanoj oko tauke (X,Y).
Hakon kBaHTOBama KOODIMHATE IEHTPA OpOUTE HE KOMYTHUDPA]Y:

(X,Y] =1i. (4.25)

Ako pedunuieMo BeKTOp IeHTpa opbure ca R = (X Y)T, MOXKEMO 13, YBEeIeMO OTepa-

TOD MarHeTHe TPaHCJIALHje T def ik, Ogaj omeparop hemMo KopucTUTH 13, OUCMO TpenLIn
y mmimyican npoctop (Bugern anengukce A u B)[12]. Ja 6mcmo mpebarmpin omepaTtope
TYCTUHE Y UMIYJCHU TTPOCTOP, MPBO NeMo TO ypajauTh 33 aHAXWIAIMOHE oneparope. AxHa-
XIJIAMMOHN OIEePATOPH, Ipeko cBojux Pypuje Tpancdopma ce MOI'Y 3aIUCATH Ha ciaegehu
HA4YUH:

2
Cmn = /(;:;2 (m| g [n) . (4.26)

Csu omepaTopu ce MOTY TPEJACTABUTH KAO KEPHEJ WHTETPAJA, ¥ CIYUIajy AHUXAIATTHOHOT
oneparopa ¢ uMaMo Kepued ¢(z, z'). Takohe omeparopu ce mMory 3anucaru npeko 6azuca;

C(Z, 2,) = Cmnwm<z>wn(z/) (4.27)

2
_ / (;’;ﬁf(z, 7). (4.28)
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Ja 6ucmo nperrin y umiysiacau npoctop tpeba na nahemo uuaseps. To MoxkeMo 18 ypaammo
TAKO IITO HOMHOXKAMO €A MHBEP3HOM TPAHCJAIM]OM U MPOMHTETPAJIAMO 10 2z U 2':

N B dPkd?zd?7 - _
/dQZdQZ/C(Z,Z,)T_E,(Z,,Z) :/WCETE(Z,Z’)T_,;,(Z/,Z)
2kd? (R B NG
:/ d<koizc (2] e/ FTROREERAR )
2m)2
d2kd2z 1z (1) —i 1t 12 (Lt i_)— 7 AR
:/(%)2 (2] € 5 FR iR (FRNartiERy) |y o 5FF
21.72 N R_p2 L -
B / d(de)zrclzeékA /e_‘k e Th—H")
T

kocEe%EA ‘e 2 6 (k-

= Cp. (429)
W3 mperxoanor padyHa cjeam Jia je onepaTop aHUXUJIAIN]E jedHaAK:

g =D cmn (n|T_g|m). (4.30)

m,n

TokoM padyHa CMO KOPUCTHJIM KOMYyTAIMOHY pesiaiujy u3mely z u Z jary ca [z,z] =
—2. ATHROMYyTalMOHA pejallfja 3a ollepaTope Kpealudje M aHUXUJIAIN]e YV HMILYJICHOM
IIPOCTOPY je JiaTa ca:

{ep ek} = (2m)6@ (k- F). (4.31)

Caﬂa pPadyHaMO JIEBU U JECHU OLICPATOP I'yCTUHE y UMILYJICHOM IIPOCTOPY:
d’k
L L
Pl = [ gy (i ') o (432
A2kl , ;
n

22k ot
= W <m‘7’,ﬁj}T_E|m>Cng“,

21..92 o
_ / d°kdk’ (m] ¢l (F =RV Rt (k)

(2m)
d2kd?q

 ary
/

<m| 6i(j‘}?ﬂ+%EAq“m/> C]T;C

JleBu omepaTop rycTuHe ce y MUMITYJICHOM IPOCTOPY MOXKEe HAIMCATH Ha cjejehu HaYuH:

p-(q) = (QT)Qe CeCPyar (4.33)
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Bunumo ma y mumecy kama ¢ — 0 6poj kommozutamx hbepMmuona oarorapa 6pojy dmsmakmx
6o3ona, [12]. CavaHO MPETXOJHOM PAadyHY, U3 M3Pa3a 33, JIECHU OEPATOp I'yCTHUHE, TPEKO
Dypuje Tpancdopma, maTor ca:

R dzk n R
Pnn' = (271‘)2 <n‘ % ‘n > p]'c‘a (434)

J00MjaMo JeCHU OmepaTop IyCTUHE Y UMITYJICHOM IIPOCTOPY:

&k _ig
pf(q) :/We 2(kA®CJI%CE+q.. (4.35)

Hcnocrapma ce ma onepaTopy IyCTHHE TPOjeKTOBAHT HA HajHWKM Jlanmayor HUBO 3a-
JoBosbaBajy omarosapajyhy Jlujery anrebpy. 2Kemmmo ma mpoBepuMO KaKO W3TJIEIa, AJjre-
6pa oBux omneparopa. lIpBo nmpoBepaBaMo KOMyTAIMOHY peJanujy usmely JeBUx u JeCHUX
o1epaTopa IyCTHHE:

21,92 . o
CRAF 3 @ng-Tna|

@) = [ G

d’r [ L LPAG —FAGHTAG] 1[(774@/\&4/\@] i
= ez 2 —e2 2 c
(271')2 P

~0. (4.36)

tee ol e
CeCira S ck,+q_,]

-
/_

Y pauyHy cMO MPBO KOpUCTHJIA Be3y m3mehy komyTaTopa u antukomyrtaropa [AB,C] =
A{B,C} —{A,C}B, tue cy A, B u C upou3BosbHU OLEPATOPH. 3aTUM CMO MCKOPHCTHIIN
AHTUKOMYTAIMOHY peJanujy n3Mely aHUXUIANMOHUX U KPEAIMOHUX OLEPATOPa Y UMILYJI-
CHOM IIPOCTOPY, & [MOTOM CMO HAIPABUJIA CMEHY IIPOMEHJbUBUX I = k+ q_7 .

Kowmyramunona pemanuja uszmehy necunx omeparopa rycTume je:

R R~ d*kd’K’ — (K AT +EAQ) T f
[0 (@), p™(7)] = WC 2 [C,;C;g+§70,g,cg,+qv]

A’ kd®K' i ppaak -

:/ _7(k NG +k‘/\(j)[5(2) k

o +
(27)? (

(F=d NG+ D) . (4.37)

|
S
SH
3|+
[N}
1
ml
S
pi

A g .
= —2isin <q a >pR((f—|- q). (4.38)
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Y Tpehem pejy padyHa CMO HATIPDABUJIN CMEHY I = /~c + q Kao y nperxoaHoM padyny @.36
a 3aTuM y ciefehieM pey ¢Mo HAIPABWIH CMEHY k=74 2q
CauaHO TPETXOIHOM PAYIYHY PATYHAMO KOMYTAITHOHY PEJIATH]Y 33 JIeBe OTlepaTope TyCTH-

ue p*(q):

d’kd?’K i
@70 = [ T e e

(2m)*
—./\ iy R
— %sin % pH G+ ). (4.39)

Buammo ma seBu omeparopu ryctuse 3a70BosbaBajy GMP amnrebpy (I'mpeun-Iliaraman-
Mexkonann) [3], 1ok mecHu onepaTopu rycTHHE 3a/10BOJbaBajy ajarebpy a0 Ha 3HaK T —7.
O63upoM 113, IECHM OIEPATOPU I'yCTHHE KOMYTHUPA]y Ca JIEBEM OIEPATOPHMA T'yCTHUHE 34,
CBAKM UMITYJIC §, JIECHH OrepaTopu rycrune ie komyTuparTn u ca xamuaronujanom: [pft(q), H] =
0, koju je JleduHUCAH CAMO IPEKO JIEBUX OIEPATOPA I'YCTHHE.

4.2 Xaprpu-®PokoBa Teopuja

Yecro kopunrhen umec 3a mymepuake npopaayne HLR (Xannepun, JIu, Pun) reopuje,
Kao 1 100pa ampoOKCHMAIIN]a, 33 OIKC eKCIIEpUMeEHaTa, je muMec y Kome je KyaonoBa mHTEp-
aKIMja Mama, OJT pactojama mamely Jlanmayosux auBoa. 360T TOra MOXKEMO /T3 KaKeMO Ja
je y peny na medpHHUIIEMO KBAHTHE XO0JIOB IpobjeM mpojekiijoM KymoHoBe MHTEpaKIIHje
Ha HAJBUIIM OKyIHUpaH JlaH/1ayoB HUBO ¥ MI'HOPHUCATH CBE OCTAJie. Y OBOM JIUMECY IOCTO-
J¥ CAMO WHTEPAKIMOHA €HEPIHja, jép KHHETHUIKY €HEPrhujy MOXKEMO Ja 3aHeMapuMo 360r
crpykrype JlammayoBux HEUBOA.

XaMUWITOHUJaH 32 HAJHUXKM JIaHIAyOB HUBO Ce MOXKe HANKCATH MPEKO XaJlJIejHOBOT
LICEYJIOIIOTEeHIMj a1

H=> VuPum. (4.40)

rje je Py, NpojeKTop HA M-TO CBOJCTBEHO CTAME ONEPATOPA PEJIATUBHOI AHTYJAPHOT MO-
MenaTa. Bugumo na je xamuirronunjan notiryHo ojgpehen ckymom 6pojesa V,, koju npejcra-
BJbAJy €Hepruje mHTepakinje n3mely 4ecTura ca PeJATUBHUM AHTYJIAPHAM MOMEHTOM 1.
Y npyroj KBaHTH3aIUju ODO30HCKYA XaAMUJITOHUJAH Ce MOXKe 3alMCATH Ha ciejehu HaYUuH:

1
H - 5 Z le,mg;mg’m4ain1 ain2am4am3- (441)

mi1,m2,Mma3,mq

VY mporupenom XuiibepToBOM MPOCTOPY KOMMIO3UTHUX (DEPMUOHA, XAMUJITOHUJAH MOXKEMO
Ja HAIHIITEMO:

T T
E Vm17m2;m3,m4cn1m1Cngmgcmwz Cman, - (4.42)
ml,
n17”2

Ha 6ucmo mobuim camo hu3nIKa CTama 13 OBOT XAMUJITOHW)AHA MOPAMO /13, YBEIEMO YCJIOB
VenoB Koju YBOAUMO MOpPa 3 KOMYTHPA €& XaMHUJITOHUjAHOM.
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XaMUITOHTJAH XKEJTUMO 73 W3PA3UMO Y UMITYJICHOM MPOCTOPY TPEKO OTepaTopa Ty-
cruie. Takobhe, Kako 6MCMO 3aIpiKaad CTPYKTYPY (PU3HUIKOr XUIOEPTOBOT IIPOCTOPA Y
WMITYJICHH IIPOCTOP MOPAMO Jia pebaliuMo U YCJI0B Ha JIECHE OMEPATOPE TYCTHHE:

P8 [phy) = p(27)6P(@) [thphy) - (4.43)

Y nuTepaTypu MOCTOje ABA MPUIA3a MOTETHOM XaMUJITOHUjAHY Jenan mpmia3 gao je
Puy y pany [23]. On npejyiake xaMHJITOHMjaH U3 TPOLIMPEHOr XujGepTOBOI 1POCTODA,
Je(pUHACAH IPEKO ollepaTopa I'ycTHHe y ciemehem ob0IuKy:

2
= ;/ (371'3]2‘/(@) : p{lipftj : (4.44)
~ q2
rae je V(q) = V(¢)e” 2. Y osoj peananuju V(¢) npeacraBpba MNOTEHINJAT y UMITYJICHOM
npocropy jgobujen Pypuje TpanchOpMAIHjoM, a €KCIIOHEHIIM]AJHA WIAH ce jaB/ba 300r
HpojekIiuje Ha HajHMKK JIaH/1ayoB HUBO.
Kenmmo ja nobrjemMo XxaMWJITOHUjaH y OOJIMKY:

Pk
HHF = (277)2€ECECE’ (4.45)

Kako OucMO JOOWIN JUCIEP3UOHY Peallnjy 3a mpobjeM KOju pelapaMo. ¥ Ty CBPXY KO-
puctumo Xaprpu-DPok mpusas:

1 [ dkad?hod®q o | i ing
Hyp = Q/WV(Q)-e?( 1 Q)Aq[c£’1_%qcl¥1+%lf< C£2+%§CE2—%§>
o b0 < Gy
k3% < e da
—ct c < C£17§§CE2—%5>

(4.46)

[Ipea nBa 4maHa cy AUPEKTHU XapTPHUjeBH WIAHOBH, JIOK Cy JPYyTa JiBa u3MeHCKa PoKo-
Ba wiaHa. QuekuBame 0 < CrCp > Jlaje TyCTHHY CTamba Ny, Koja je Koj (hepMuoHa Ha
remneparypu T = 0 jennaka 0(k — kr). Hakon cpehusama uspasa nobujamo Xaprpu-Pok

XaMHUJITOHHJAH ODJIHKA:

d?k1d?ks ~ + Phid?ke -~ - t
Hyp :/WV(O)nkZC@Cl@E —/(27T)4V(|k1 — k2|)nklckgck3 (4.47)

Hamazumo na je aucrnep3mona pesaryja y 3aBUCHOCTH OJT kK TAJaCHOT BEKTOPA:

2k -~ Pk &,
R / (27r)12V(0)”k3 B / (27r)12v(|k — kal)ng. (4.48)




30 4. Bo3oHu y m3ojsi0BanoM JlaHgayoBOM HHBOY HA MyIbEmy U = 1

TJIe je IPBY 9JIaH Y jeIHAKOCTHU JAOMPUHOC XaPTPHUjEBOT WIAHA, & JAPYTH WIAH jé W3MEHCKHU
Qokos unan. U3 xamminronujana |4.47| ouekyjemo jia j1obujeMo yKYIHY eHeprujy obJimka:

1 R
E = W/d2k1d2k2f(k1,k2)nk~lnk~2, (4.49)

e f (k'_i7 k_é) npeJicTaBba JlannayoBy uHTEpAKIUOHY (DYHKIN]Y Kajga ce k:_i u 152 HaJjiase Ha
®epmu moBpIH. JIaKO HAJIAZUMO CBOJCTBEHY €HEPIHjy XaMUJATOHU]aHA ¥ (DPUBUIKOM CTAMbY

W)phy>:
E = <wphy‘ H |¢phy>

Phyd?hy T
_ / mem,ﬁ = V(IE = Filng) Wony e g, [piy)

27, 72
_ / W(V(O) — V(Ry — Fa)ng n, (4.50)
Onasue suumo aa je f(ky, ka) = V(0) — V (k1 — ka).

YKOJIMKO Ce 4YecThile Koje mocmarpamo Hajaze Ha Pepmu moBpiinu, wid Beoma OJu-
3y e, oHya JlangayoBa mHTEpaKIMOHa, (PYHKIM]A 3aBUCH CAMO OJ yIJia u3Mmely BEKTOpa
nmvrysca 0. Kao mrro cmo Bumenn neperko kopuctumo Oypuje TparncdopM BeIUUUHA Ka-
Ko 6ucMmo HerrTo m3pauynaau. U3 Tor pazmora yeoaumo ®Pypuje tpancdopm Jlanmayose
nHTepakione OyHKIH]je:

1 2w ”
= — dof(0)e"”. 4.51
fi=gr | doso)e (4.51)
36or cumerpuje maTepaknuone dyukumje f(0) = f(2r — 0), moxemo pehu na Baxu
fi = foi. Hebunnmenmo Gespumensuony sesmuamny Fj = 2L [6]. Oa peqmamna npes-

craB/ba KoeduimjenTe y pa3pojy dbynkimje F (k_i, k_é) o JlexxaujapoBum nosmaoMuMa. VH-
TEpPaKIFja JIBe YECTHUIE je Y HOTIYHOCTH HepwHuUCaHa mpeko (yHKnmja F), Koje HeKan
3oBemo Jlangayosum napamerpuma [24].

Yeoheme JlanmayoBux mapamerapa
je buTHO 3a Jobujabe MOIMpaBKe Ha, To-
JIy MacCy 9eCTHUIld CUCTEMA, Tj. nobuja-
we edexkTuBue mace. Ha remmeparypu
T = 0 manasumo 1a je naBep3 edek-
THBHE Mace, KOjy MHaYe PavdyHaMO T10

kp _ 98 .
dbopmym E = Pk JaT ca;
ke kp / L.
—_— = df- -~V(ki—kg)cosl- .
m* (2m)? -6V ) ki—kz Camka 4.1: Cumerpuja Jlangayose nn-

(4.52) Tepakione (yHKIIuje

IIpunas koju mpemiaxke Pun mobpo ommcyje 6o30me Ha mymemny v = 1. Ilpmias muje
CUMEeTPHYAH Ha 3aMeHy JECHWX M JIEBUX OIEepPaTopa I'yCTHHE, U3 TOT Pa3Jjora Teopuja He
rybu KUpaJHOCT MAarHETHOT MOJbA.
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o cama mac je maTepecoBasa ¢Ghu3mKa CamMoO y OKBUPY OCHOBHOT JIaHaayoBOr HMBOA.
Kenumo na vahemo jmcriep3uony pesarujy 3a 6usno koju Jlangayos muso. M3zpaszuhemo
edexrusan Kyrnonos norenmngjas y JiBe JimMeH3uje y MMIIyJCHOM mnpocropy Jlanmayosor
HUBOA:

~ 42 2
V() = vilbe 2 (%), (4.53)

rme L, mperncrasma n-tu Jlarepos mosmHOM, KOju OAroBapa n-tom JlamaayoBom HUBOY,
a V. KyjoHOB moTeHIHjaa y UMIYJICHOM IpPOCTOPY KOJH C€ padyHa Ha yoOHWYajeH HAYMH.
Kana zamenmmo morenrujas y oBom yomuky, y Xaprpu-Pok anpokcumanujy, aoomhemo
JUCTIEP3VOHE peJlallije 3a pas3iauunTe JlaHIayoBe HUBOeE.

4.2.1 KymnoHoBa mHTEepakIuja

Kako cmo nobunm iucep3nony pesanujy 3a Mpon3BOJbaH TIOTEHITHjAJ, Ca,/18, MOXKEMO JIa
je mpuMmenumo Ha KymnoHoBy maTepaknujy. JIucnepsnona penanuja 3a KyJIoHOB TOTEHITH] a1
y ocaHoBHOM JIaHIAyOBOM HUBOY C€ MOXKE HAIMCATH HA Cjegenu HATWH:

K1 [E—k"2
SI‘C‘ ~ — D) ﬁ€_ 2 n];; (454)
2m)% |k — K|

JloMuHaHTaH WIaH y JIUCIEP3UO-
HOj penanmju PujioBor xamusrronuja-

uad.44] je Poxrop wiam, jep ce Oec-

KOHa4YaH XapTpujeB d[UjgaH eKpaHu-

pa ca MO3aJMHCKUM TIOJbEM y CUCTe-
my. Kopumhemem mporpamckor ma-
kera WolframMathematica manpranu
cy rpadpuly 3aBUCHOCTH j€IHOYECTHY-
He eHepruje Ojl TaJacHOI BeKTopa k
3a OCHOBHW, MPBU u Jpyru JlaHmayos

Ciamka 4.2: /lucnep3mona pesaiuja 3a

HUBO, MPUKA3AHU HA CJUIA Ipn-
METHMO Ja IIOCTOJM CHHIYJIAPUTET HA,

krp=+2.

KymonoBy wHTEpakImjy y HajHUKEM, Tp-
BOM U sipyrom JlangayoBoM HWUBOY Ha Y-
mewy V=1

4.3 Bapmua—Kynep—IIIudep (BCS) reopuja

Behwuna Teopuja cynepunpoBOgHOCTH, OAHOCHO, ONIIAPHAjE IJIEIAH0 Teopr)a cymepdIiy-
naanX (PEPMUOHA, Ce 3ACHUBA, HA, KOHIICNITY CIIAPEHUX OCHOBHUX CTAMa KOje Cy MPEIJIOK MITH
Bapmun, Kynep u Hludep 1957. rogune [25]. Kako map dectuma MoxKeMO 13 mocMaTpa-
MO Kao 0030H, TAKBO CTAmE C& MOXKE MOCMATpaThu Kao Bo3e KoHIeH3aT mapa decTura. Y
opuruaajinom BCS TpermaHy, CBaKW Tap YECTHIR je Y PEJIATHBHOM S-TAJIACHOM CTAILY
(I = 0), kaga je MUHUMAJIHA eHepruja (hepMUOHCKe eKCIUTAIlje pa3auduTa o Hyse. He
Josiazu 7o (pa3HoT mpesas3a jep je jaunmna crnapuBama yBehaHa, Te moja3m 10 pexuma bo-
3e paynma. He MHOro KacHuje, Teopuja je TeHepaJIH30BaHa, Ha CIAPHUBAILE €A PEJIATHBHUM
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anrymapaum Momentom | # 0. Ko He? je youeno p-ramaceo cnapusame. Bepyje ce na
ce d-TaJlaCHO CIIAPUBAMHE JEllaBa KOJ, TENKHX (PEPMUOHA U KOJ BHCOKOTEMIIEPATYPHUX
CyTIePIIPOBOIHUKA.

MoryhaocT cmapennx XOJOBHX CTaiba MPBU j€ HPEIJIOKNAO XAJIEPUH, UHja CJAUKA O
JAKO CIIAPEHMM CTakbUMa Jaje Jiell HAYWH Ja Ce BU3yaJu3yjy BUXOBE KBAJUTATUBHE OCO-
6une [26]. Hymepuaku mpopadynu npa HaydHuKa, Keupajra u I'upsuna [27] nokazanu cy
[IOCTOjalbe€ OBAKBUX HEKOMIIPECUOMJIHUX CTamkha HA Hymhemy V = 1 pemnyn3uBaHux 0030HA,
0e3 yKIbYUHBaKha, CIIMHA. 34 Ta CTakha BEPYjEMO J1a Cy 3aIpaBo XO0JIOBA CIapeHa CTama. Y
KOHTEKCTY XOJIOBOT edeKTa MPeAIokKeHo je dhapujaHCKo CTamhe 38 KOHCTPYKIM]y Ipobme
Tajacte ¢pyHKIMje ca cnapusameM. OBo je ompagaano, oo3upom jia je BCS cnapero cramwe
y peasiHoM mpoctopy dadujan (BumeTn gomatak A).

Y 0BOM 071eJbKY KEJIUMO 3 BUIUMO J1a, Ju hemo 1o0hu 10 CyneprpoBOIHOCTY KOPHUITTNEmheM
XaMHJITOHUjaHa, KOJU je mpejioxKuo Pu.

Edexkruean xamuaronujan keaszudectuia y BCS Teopuju cpenmer mosba nMa 0OJIHK:

1 *
Qeyr = Z [f,gc;%c,; + §(AECECE + AEC;%CJLE) , (4.55)

rze je {g = € — W, & £ JeJHOYECTUYHA KHHETHIKA eHepruja u y Om y yobuaajennm cucre-

muma 610 xemujcku norenrujan. Oyukiuja Ay je dbynknuja nponena. Ipernocrasuhemo
k2
2m*?

CTaBIbA JIMMEC {7 32 MAJIO k [28]. dynkupmja nmponena A je crojcreena TasnacHa dbyHKIHMja

T3 je 38 MaJIo k KAHETHIKY IAH JeJIHAK ;A2 rje je m* epekTuBHA Maca, a — U Tpe-

A , . ! ;
aHTyJIApPHOT MOMeHTa, L, = —z%, na je MOXKEeMO HAnmcaTu y (hopmu A%) = ]AE\e“f’kl,
[ = +1,+£3,..., t71e pj 3aBucu oj 1pasna BekTopa k. 3a p-TasacHoO ClapuBambe CTama je
[ = =+1.

XaMUITOHMjaH KOMIO3UTHUX (DEPMUOHA, KOju je mpeijiokuo Pun y mHBEP3HOM IIPO-
CTOPY KEJUMO JIa MPEJICTABUMO IPEKO e(DEKTUBHOT XaMUJITOHU]AHA:

1 d2qd2k‘1d2k‘2 ~ AL LoAAS
H., == 1% 2 (k1—k2)AG T . 4.56
int 2/ @mp " © TR T R Y RS TR T (4.56)
Ha 6ucmo nmobuiu edektusan BCS xaMmumironujan, pasjipajaMo mnapamerpe ypehema Ha
BUXOBY IVIABHY BPEIHOCT (CPEJby BPEIHOCT) U (DJIYKTyalmjy, Tj. yAABEHOCT O CPEihe
BPE/THOCTH.

1 1 — |t 7 1 1 y y
c- , C~ ,Cr 1-C7 1-=|(c- ¢~ , —<c- ,C- ,_>)+<c- ,C- ,.>
=17 Kyt 3q Rat3d ka—3d ( 1-37 k2+34d k1—3d k2t5d ) k1—37 ka+33
[(Ckﬁ-%tic -3 < G+d%Ra-1 )T < CRiidh-1a >}
(4.57)

Yeenthemo o3nake x* (k_i — %(j’, ko + %cj‘) =< cl. ﬁct L >uy (k_i + %q", ko — %(j‘) =<
k1—5q ko+5q

Cri 106 _1q > KaKo 6ucmo ckparmin 3amuc. Jlobujamo m3pas riae cMo oadAlMIA KBa-
2 2
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apatae dpaykTyarmje cMaTpajyhin mx MHOTO MajuM:

P o LI e O L S S S
‘-1 i R+ 3Rt T De(kr + 5% ka2 2@ (Cli—;zf iy X (k1 50 ko + 2‘7)
* k 1 —»k_’ ]- k ]. - k—-‘ 1
+ X" (k1 _5% 2+§‘7) Ck?l_,_%q*ck;_%@_)(( 1+§q7 2 5@
. 1, .~ 1. 1
+x(k + 50 ke — SO (k1 — 54 k2 + 5] (4.58)

)
|
D=
=y

Ha 6ucmo mo6mma BCS cnapeno crame mamehemo na saxku —k' = ky + %q" nk' =k
Te PusioB edekTrBHU XaMUJITOHUjAH UMa, ODJIUK:

; 1 [ d’kd’K - - - 7
t_ Tt —ikNK!
OnaBae MOXkeMo, TocMaTpajyhu ebeKTUBHN XaMUITOHK]AH KOjH O9EKYjeMO Ja MeH-
TrdUKyjeMo YHKIU]Y IPOIea;

LAY AR
A= [ TR N < e men > e .
; /(2W>2V(k+k)<c_ on > e (4.60)

Bumumo na ce jaBipa eKCIOHEHIHjaJHH 9iiaH 300T HEKOMYyTaTWBHOCTH Teopuje. Pumos
e(eKTUBHU XaMUJITOHUjaH UMa OOJIHK:

i _ L[ Pk g A
Heff = 5 (27‘(‘)2 |: ECEC—E + Eclchff'] . (461)

Y namem paszmarpawy BCS Teopuje, v okBupy (ppakimonor kBaHTHOr Xo0JOBOT eeKTa
hemo yBecTu u npeu wian un3 kjacudae BCS teopuje edexkrusrnor xamunronujana [4.55
ITa hemo nesokynnu edeKTUBHA XaMUITOHMjaH O3HAYMTH Kao (l.fr. 2Kemumo ja Gimzke
opeanMO KaKO m3rjena (PyHKIHja mporena. ¥ Ty CBpxXy mpasumo BorospyboBy Tpanc-
bopmanmjy:

TJIe (v AHUXWIIMPA OCHOBHO CTabe eekTuBHOT Xamusronnjana. Ha Boromybone namehemo
Jla MMajy MCTH OOJIMK aHTHKOMYTAIMOHAX DeJIalija Kao IITO Cy UMAJM Cjp U CTE, pesanuja
Onarne nobujamo Jia MOpa J1a BaXKu \uE\Q + ‘UE‘Q = 1, mrTo je caydaj U Koj, 00OMIHOr
BCS meroma. MHcucTHpamo Jia BaXXyu KOMYTAIMOHA, pejalija u3melhy Hatmer epekTuBHOD
XaMUJITOHHjaHA 1 OOropyOoHa:

[Qerp o] = Epag, (4.64)

rze je Ej > 0 emepruja Goromybona. Jlobujamo na je 00IMK XaMUITOHUJAHA IPEJICTABHEH

upeko Gorosybona: Qerp = [ %Egaj;a,; + const. Kaja usjegraanMo OHO mTo j1o6ujamMo
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n3 kKoMmyTtaimone pesaryje [4.64] 3amemyjyhn 6orossybone peko KpeamuoHnx U aHUuXUJIa-
[MOHUX ONepaToOpa KOMIO3UTHUX (DEPMHUOHA, Ca OHUM IITO CMO HAMETHYJIM U HCKOPHCTHMO
JIa PaJEMo €a p-TajJacHuM crameMm (I = £1), nobujamo jennaqawnne:

EEUE = §EuE - AEUI%, (4.65)
EEUE = —fEUE - AEUE (466)

ManuiryamngjoM OBe JIBe jeJHAUMHE U YCJIOBOM KOJH CMO JOOMIM Ja MOPa, /13, BazKu m3mehy
up M v, 3a eneprujy 60rospyboHa 06mjaMO:

Ep =&+ A2 (4.67)

Unrepecyje nac ga pobujemo pynknujy npornena Ar. Hakon cpehusama uzpasa TaKO
mTo < C_g5C > M3PA3MMO HPEKO yBeaeHnx 6orosmybona, mobujamo:

d*K’ -
AE = /2(27‘_)2‘/(]6 + ku 7 _EVE_j- (4.68)

Kama uckopuctumo yciose koje cmo nobwim y jemnaumuama [4.65] 3a Gyukujy mnporena
J00MjaMO CaMOYCarJIaIleHy jeJHAInHY:

2K [ VE+E)\ i Ap
Ar= — kK K 4,
k / (271‘)2 ( 9 € EE’ ( 69)

Kasa je uaTepakiuja penyasusHa, (1esra bYHKINjA), MTOTEHIMjal IPOJeKTOBAH HA HAJHIKHA
~ o - _R+R2

Jaunayos auBo mma obmmk: V(k + k') = Upe™ 2 . Kajga mmamo p-rasacHo CTame, y

ciydajy oBakee mHTepaknuje Hema BCS permema 3a Puymos xamunronujas. To ce moxke

BUJIETH AKO MOCMATPAMO WHTETPAJI 0 YIJIOBUMA U3 A00MjeHe CAMOYCATJIAINCHE jeTHATHHE:

i /d(pe—k’k’coscp—ik’ksincpeilgo' (470)
2
Kana je | = —1, marerpasn je mamu ox myne, a xox | = 1 gobujamo I, = 0. Hu jenno

HU JIPYTO PEIierhe He OATOBaPajy CYIEePIIPOBOJAHOM PEXUMY, HE JI00MjaMO CIAPEHO CTAhe
KOMITO3UTHHUX (PEPMHUOHA.
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EjekTpoHn y 1moJiymnonyseHOM
1n30Ji0BaHOM JlaHgayoBOM HHUBOY

EnekTponu y nomynomnymenoM JIaHIayoBOM HHUBOY HE IIPEJCTABIBA]Y CAMO €I30THUYAH
cucrteMm, Beh pesleBanTan crcTeMm 33 M3yUaBaHE KAO JAKO KOPEJIUCAH U HETPUBUjAJIAH CUCTEM
ca ” flat band ” crpykrypom (Ep = 0). Janac, Moxke ja Iy’ u Kao HjeanaH MOYeTHH
OIINC TAKBUX CUCTEMA.

Y yBoay cmo peksu Kako je CoH yBeo (heHOMEHOJOIKY JBOKOMIOHEHTHY (hopMyJIaIu-
jy upobsema y ciydajy nosynonyseHor Jlangayosor nusoa. Jlo oBor 3akibydKa je Jio1mao
U3 3aXTeBa 33 MOCTOjaihe cuMeTpHje m3Mmely decrura m mympunaa y ommcy. MehyTmm,
eKCITEPUMEHTAIIHO 3HAMO 113 je Ha MYHEemy V = % CUTYPHO HAPYIIEHA, CHMETPHUje IeCTH-
1A W HIyIJbUHA, U3 TOr PA3JIora KOpUCTUMO (DOPMYJIANU]Y ca caMO jeJIHUM (hEPMUOHOM
(kBazwuecTunom) kojy hemo 3BaTu kKOMo3uTHU (HEPMHOH.

Xamnnepus, Jlu u Pun npeu youasajy na oBaKaB CHCTEM KCIIObaBa ocobuHe (epmu
tearoctu. OH TPeCTaB/ba MTPBU KOHKPETAH IPUMED HETPUBUjAJTHE (DEPMU TETHOCTH KOM-
mo3uTHUX (pepmuoHa. MelhyTum, HegocTaje KAKO KBAJUTATHBHO, TAKO U KBAHTUTATHBHO
pa3yMeBame CHCTeMa, eJIEKTPOHA y Toaynonymhernom Jlanmayosom ausoy. M3 tor pasmora,
Hlapkap u MypTu MOKYIIaBajy Ja OIHIIY 0Baj CHCTeM edeKTHBHO HaMmehyhu Besy:

< pf(g) >=0. (5.1)

Mu hemo ymecTo OBakBe Be3e, HAMETHYTH Be3y KOja e paBHOIPABHO y3UMATH W JIEBE U
JiecHe creneHe cyiobojie y onucy cucrema. M3 Tor paszsiora, cMaTrpaMmo Jia je JIeTajbaH OIUC
koju cy paiu Jonr u Cenrui[l2] 3a ouuc 6030Ha Ha uymewy v = 1, Takofe ogrosapajyhn
3a CHCTEM eJIEKTPOHA y M30J0BAHOM JIaHIayOBOM HUOBY.

Y oBom morsaar/by hemo mokymarw, HA ocHOBY mckyctBa u3 HLR-teopuje m Yepn-
Cajmonc Teopuje, jia dpopmysniemo eekKTuBHY Teopujy 6a3upaHy Ha KOMIIO3UTHUM (ep-
MHOHMMA. ¥ IIPBOM OJI€/bKY NEMO JIaTh XaMUJITOHHMjAH Ca O/roBapajyhomM Be30M 3a OIHUC
CUCTEMA, €JIEKTPOHA, ¥ W30JIOBAHOM TIOJIyTIOTymhetnoM Jlammayosom mHuBoy. 3atum hemo mo-
HOBUTH, KA0 IIITO CMO YPAJWIN 3a cUCTeM 0030HA Ha nymewmy v = 1, XapTpu-Pok MeTomy
3a oBaj cucrem. Hapeanu osiespak je nocsehen Kynonosoj nurepakimju uamehy KOMIO3WUT-
HUX (hbepMuoHa. Y MOCTETHEM OJIEJbKY OBOT TOTJIABIba, NEMO TECTUPATH Ja, JIM HAI CUCTEM

35
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ucnosbasa [Tomepanayk mecrabunnocr [29].

5.1 XaMuJTOHHjaH U Be3e

Y oBOM 0fieJbKy TOIJIAB/bA NEMO KOHCTPYHCATH XaMUJITOHUJAH IOJIyHOHMyHeHor Jlan-
JIAyOBOT HUBOA W HAMETHYTH Be3e Koje cMaTpamo Jia 6m mopaJe jia Baxke. Kopuctuhemo
ce eJIeMEHTHMA KOHCTPYKInje dbuzuykor npocropa koju cy yseiaun PHR, kojy cmo onmcasn
y 9eTBPTOM IIOTJIaBJBY OBOT paJia. OnpapjaHOCT KopuIThema KOMIIO3UTHUX (epMHOHA Y
OIIUCY €JIEKTPOHA Y IIOJIyHOIYHeHOM JIaH/IayoBOM HUBOY JIEXKU y TOME JIa MOXKEMO OU€KU-
BaTH JI3 JOJA3K JIO CIOHTAHOT HAPYIIEHa CAMETpHje u3Mehy IyIUbrHA U YECTHIIA.

Ako mocmaTrpamMoO HEKH €JIEKTPOH, o ~~_
y OJIM3UHU ILEra HOCTOjI/I KopeJianmuo- e + KopenauyuoHa
HA TIYIUBUHA, KOjy OCTAJH €JEKTPOHU
MpaBe TOM TOCMATPAHOM EJIEKTPOHY.

Wyn/bMHa

Kommosutnu depmuon he 6utu cavn-
bep Cumuka 5.1: Kommnosutau dbepmuon
ICH OJI, CJICKTPOHA, U IHEroBe KOPeJa-

IIMOHe IIyIUbuHe, cyuka [5.1]

OBO MOXKEMO 13 3aMUCIUMO Ka0 OOWYIaH €JEKTPOH Yy TPHUCYCTBY HEKE MOTEHITH]jAJTHE
jame, Koja HacTaje ycJies 3aMeHe eJIEKTPOHA Ka0 WIAEHTUIHUX YeCTHUIa Ca aHTHCUMETPUY-
HHUM TaJIACHAM (PYHKIIHjaMa, KA0 U yCJIe ] PEIYI3UBHUX MHTEPAKIIN]a KOje OTBAPA]y MECTO
TAE MOXKE TEe2KUTU HEKU JPYTU CJICKTPOH.

YMecTo Be3e KOjy CMO KOPHCTUIIN Y TpeheM MOoraaBiby (je;LHatH/IHa y IIPOIITUPEHOM
XunabepToBOM TPOCTOPY, MPETIOCTABINEMO 714 BAXKU BE3a:

Prin + Prin = 1, (5.2)

Tj. ¥ UMIIYJICHOM IpocTopy p- (@) + pR((j) = 0. BuauMo fma 0BakKO yBeleHa Be3a MPeCTa-
BJbA OIEPATOPCKY jeIHAYMHY KOja je CcaryiacHa ca HoJymonymenomhy Jlan ayoBor HUBOA.
OHa cTaBiba KOpEJAIMOHE IIYIJbUHE HA MECTO NMPABUX IIYIJbUHA, JIAKJIE BEIITAYKE CTe-
meHe ¢jro0oie Ha MecTo mpaBux. JlecHe crenene cro60/e CTaB/HAMO TAMO T/I€ HEMA, JIEBUX
crernena cyobojie. Ha Heku HAYWH JiIeBM U JIECHU CTeNeHU CJ1000/ie PAaBHOIPABHO yjase y
omuc cucreMma. 1o je mocebHa pecrpukinja y omucy cucrema. Hamamo ce ma he oBa Bpcra
arpokcumaIyje e)eKTUBHOT TTPOCTOPA JIATH HAJBAXKHU]Y (DUBUKY.

Kako 6ucMo Morium fga onrcyjeMo 0BaKaB KBAHTHHU CUCTeM, Tpeba Jia KOHCTPYHUIIEMO Xa-
MuUITOHUjaH cucTema. Hbera oapehyje Be3a Kojy cMO HAMETHYJIH, Tj. OH MOPA & KOMYTHPA,
ca BE30M KOJy cMo HamerHyJu 5.2}

Ly R/
H MR+ PR =o. (5.3)
p* (k)+pf (k)=0
Y omnocy na PujoB xaMuiToHMjaH, YBOJMMO CMEHY Yy XaMUJITOHMjaHy Kako OWCMO ra
aJIAIITUPAJIU Ha Be3y KOjy CMO HAMETHYJIU:

L R
Pnn — Pnn

L

(5.4)
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OBaKBOM CMEHOM JIAKO JIOJIA3WMO JI0 JIUTIOJHE WHTEPIPETAIje KOMIOZUTHIX (DEPMUOHA.
Cajia MOXKEMO J1a HAIIMIIEMO XAMHJITOHUJAH KOjU OMUCYj€ HAI CUCTEM, JIO HA WIAH KOJH je
MIPOTIOPIIMOHAJIAH BE3U, HA ciegehu Ha9wH:

2 ~
=5 [ GV @0k = ek (55)

Jlako ce mpoBepaBa Ja 0Baj XaMIJITOHUjaH KOMYTHpPa ca Be3oM. lIpumeTnMo ma je XxaMuiI-
Touujan 6e3 HopMaJHOT ypehema. OBO MOXKEMO Jia TPABAAMO HA CJANYAH HATUH Kao JloHT n
CenTuJi, KOju €y JaJiv JpyI'v IPUJIa3 y onucy cucreMa 6030Ha y uzojioBanoM JlaugayoBom
HuBoy y pasuy [12]. Xamusronujan Koju cy OHH IIPEJJIOKHUIN Ce CIIaxKe Ca BE30M KOjy CMO
yBesn (jeaHadnHA . Hopwmasao ypebeme je BazkKHO KaJjia KOPHCTHMO JIEBE OIEPATOPE
ryctune. JIako ce mpoBepasa jia BaxKu:

Pkd®K iz e
L pip s pqépfq:/(Qﬂ)4 ez (k=K. CJ;%_(TCT7+,;CECIZ' :
A2 kd?K i e
—/62(k NG (T e
(2m)* k=G kK'+q k
Ekd?K 1 (7 g
- _ 5 (k=kAG T f e
/ 2ot & g IR
T e » »
- s(k=EDAGE (026 (B 1+ a7 —
/ L e2 ck_qck,( m)“0“ (k' + G — k)
B / d*k e
(27?)2 L k
= —p. (5.6)

O63upom ma cMo 100K KOHCTAHTY, MOYKEMO JIa YKJIOHUMO HOpMaHO ypeheme. OBo je
OIIPABJIAHO jep OYeKyjeMO Ja KBa3WIeCTUIle UMajy HEeKY COIICTBEHY €HEeprujy, Kao | Jia ce
YBEIEHU XAMHUJTOHMjAH CJIaXKe MATEMATUIKA Ca MPOIMTUPEHUM XuAO0EPTOBUM ITPOCTOPOM.
OBakap XaMWJITOHHMjaH Ce MOXKe HAIMCATUA IPEeKO HopMaJHOr ypehema Ha cienehu nauun:

1 d’q -

H = 3 / WV(CT) : (Pqé - P?)(Peq’— P]jq*) P (5.7)
2 72 2 N oL LS N
;/va B FRIAT _ (S RHRIAG _ (B (RHRIAG | o b (RR)AT] o

T

T T
X C}Zﬂj{cl_f" C;Q+§}Cl€/'

Nszpadynajmo npBO IPBU WIaH XaMUJITOHW]jAHA C& HOPMAJHUM ypehemem:

2kl . (kng\ . (FAG
: (pqé - pqg)(pf(;* p]_%q) = 4/ o) sin ( 5 ) sin ( 5 C;T;_JCL*/_HTCIQCE' (5.8)
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Hpyru neo xamurronujana ce jakire cpehyje:

d? d2k - o
2 _ = q _ zk/\q —ikAT| T
HO =3 [ G V@ 2= =P

1 [ Pqdk~, . . o (EAT)
_2/(27T)4V(cj') sin” | —— | i (5.9)

XaMuaToOHUjaH €& KOjuM heMo pajmTy uMa, O0JIuK:

1 [ Bqdkyd?hy-, . (kiAG) . (kAT 5
H = 3 / WV(Q) sin 5 sin 5 c E—CTC *2+qu} C

1 [ d2qd?k - o (EATY
— i — | cici. 1
+2/ @n) V(g) sin 5 | CicR (5.10)

OBakBa MOCTABKA Ca BE3aMa OCTaBJha CUCTEM HUje WHBapujaHTaH Ha Oycrose. Illto Huje
100po, jep 3HAMO J1a, 33 Pa3JuKy oJ TajacHe pyHkmuje obnaHe PepMu TEIHOCTH, TAJIACHA
dbyuknmja Pepmu kKoMI03uTHUX (HEPMHUOHA, jé EKCIJIUIUTHO WHBAPUjAHTHA HA OyCcTOBE.

5.2 Xaptpu-PokKoBa Teopuja

Kao xox Pumosor xamunronujana [4.44) xeaumo u oBze ma go0MjeMO XaMUITOHW]AH
obJIMKa, KA0 y jeIHATHHHI Kako 6mcMo 100N Jucuep3noHy penanujy. Ilomoso ko-
puctumo npmwiad Xaprpu-DPoka. Hehemo pazmarparu apyru jeo xamuaronujana H &)
jep Bmmumo ga je om Beh y omrosapajyhem obmuky. IIpeu neo xammiarommjama H( | y
TEOPHjH CPEIIber IMojba, MA00MjaMO Ha AHAJOTAH HAYHH Kao KOJ yCpelmbaBaima PumoBor
XaMUJITOHU]AHA, ¥ OH UMa, caeaehn obJimk:

27. 72 LA G
(1 _ d“kd=q .o [ kNG t
Hyp = —/ @) —— 2V (|k — q]) sin (2 NECiCq- (5.11)

XapTpujeB IUPEKTHU HUJIaH HE Jlaje JONPWHOC y OBOM CJayd4ajy, Beh meo mompuuoc mpomasu
ox Porosor wiana.

Jobuim cMO XaMWIJITOHKjaH KOMIO3UTHUX (DEPMHUOHA Y MOJIYHONYHEHOM W30J0BAHOM
JlangayosoMm HEBOY y XapTpu-POKOBO] allpOKCUMAIIN]H:

ﬁkﬁ EAJ T
1 [ Pqd®k, o (kAT +
+§ ) V(q) sin | G (5.12)

Cajia stako uneHTu(UKyjeMo JIUCIIEP3UOHY PEJIAIH]Y 33 MPOU3BOJBAH MOTEHITH]AT:

d2q PN 1 [ d?q PN
5@:/( )(jmn<2>ewF@+2/( )(jﬂn<2>. (5.13)
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OpaBie BUAUMO J1a, XAMUJITOHW)AH IPUPOIHO CAJPKA JETHOUECCTHIHE JI€0 (CBOJCTBEHY
€HEPTU]y JHIOJIA).

5.3 Xaptpu-Pokosa Teopuja 3a ayrogometrny Kys1oHOBY mH-
TepPaKIjy

Y oBOoM 0jiesbKy heMO BHJIETH KAKO C€ IOHAIIA jeJHOYECTHIHA €HEPrhja y OJHOCY HA
AMITYJIC E, Kaja je waTepaknmja n3mely kommnozutanx dhepmuona Kymonosa nnrepakiiuja.
Buyenu cmo, y jenmaunnu [4.53] na kana uzaliemo us oksupa HajHuzKer Jlan ayoBor HUBOA
ce jaB/pa kBasparuu Jlarepos mosmaoMm. Jlobusm cmo obsimk Xaprtu-PokoBe ucnep3uone
peJiaiyje 3a IpOU3BOJbAH MOTEHITN]AJ XaMUJITOHUjaHa Koju cy upeiioxuiu lour u Cen-
. Caja MOKEMO J1a HAIUIIEMO JIACIEP3UOHY PEJIANN]y KOMIIO3UTHUX (PePpMUOHA 1pH
Kymonoroj nnrepakmuju va ciegehn Havaum:

- d2q 1 a2 2 q2 2 ];;/\(j
K= [ =L =52 (L) g2 [ 209 ) -
(kD) /2<2w>21q‘16 : “(2)81“ 2

d? 1 _Ea? E—q?\ . o (kNG
_/(2732“2—@}6 2 L2 (‘2@‘) sin’ <2q>9(kp —q). (5.14)

Grafik disperzije zan = 0

Ogaj unrerpaJ je moryhe nymepud- S
KU PDEHIUTH, I CMO Y Ty CBPXy KOpH-
crum porpam WolframMathematica.
Comka IpuKa3yje JUCIEeP3uOHy pe-
ganmjy 3a Tpu Jlarepopa mommHOMA,
omuocuo Tpu Jlangayosa uusoa. 1lia-
Ba JIMHU]a IIPEJICTABIHA, JUCIIEP3HU]Y 34
ocuoBuu Jlammayos uuBo n = 0, mp-

k

HA JIMHWjA IPEJCTABIbA JIUCIEP3U]Y 33 o5 7o 5 20
n = 1, a IpBeHa JINHHUjA HIPEJCTABIHA

. Cauka 5.2: I'paduk aucrnepsuje 3a qyro-
JUCTEP3n]y 3a N = 2.

nomverny KysioHOBY mHTEpakumjy

Ca rpaduka BuAMMO 12 je, KOJ CBa TPH HUBOA, 3aBUCHOCT eHepruje ox umiysica k
moHoToHo pactyha oko k = kp, mro je n ouekuBano. Jlobujero je jna HajHUKY €HEPrHjy

MMa HAJHMKYU JIaHIayoB HUBO M HeMa Melama Jlammayosux uuBoa 10 k = kp = 1.

5.4 Tenepanucana KysonoBa mHTepaknuja u Ilomepanayk
HECTAOMJTHOCT
VY yBOIy Y OBO TIOTJIABJbE CMO PEKJIM JIa CUCTEM eJeKTPOHA Y MOy monymheHoM Jlangayo-

BOM HHUBOY MPEACTaB/ba MpuMep HeTpusujasine PepMu TETHOCTH KOMIIO3UTHUX (DEPMUOHA.
U3 Tor pazsora MOKeEMO Jia HAMETHEMO OITHC PeKo JIaHayoBux mapaMerapa. AKO y3MeMo
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na je 1 = —1, nobuhemo ocrasie Bpemnoctu napamerapa F; Pepvu teanoctu 3a Pepmvnu
TEIHOCT KOMIO3UTHUX (hbepmuona[29].

Kemnmo ga BuamMo j1a jim Hall cucteM ca KynonoBoM wHTEpAKIMjoM ucmoshasa [1o-
MepaH4yK HecTabuiaHocT. OHA ce KOPHCTH 33 pa3yMeBalbe HEMATHIHOCTH CUCTEMA, TJIE He-
MaTHYHOCT IIPEJCTAB/bA CTAE MATEPHUjE KOj€ CIIOHTAHO HAPYIIABA POTAIMOHY CUMETPHU]Y,
aJIi IyBa TPAHCJIAIIAOHY CUMETPHjy. ¥ KBAHTHUM XOJIOBUM CTAILMMA, je eKCIIEPUMEHTAIIHO
norsphena Ha nobyhenum Jlammayosum nuBouma. KOHKpETHO, HA BUIITUM [IOJIYIOILY b €HUM
Jlanmayorum HuBomMa. [loMepaHuyKOB apryMeHT Kaxke J1a KaJa je Heku Jlanjgayos napa-
metap F; < —1, xox cucrema ca mosapm3oBaHuM cuuHOM, JlanmayoBa PepMu TedHOCT je
mecrabusna y oguocy Ha medopmarujy Pepvu mosprnume. Kana 6u MUKPOCKONICKT Tapa-
MeTap 33Ji0BoJbaBao Fo < —1, uzorponua Pepmu TeqHOCT 61 MPEILIA Y HEMATUYIHO CTAE
ca eqmuntuaHOM fedopmanmjom PepMu TOBPITH.

36or IlaynujeBor mpuHIMOA WUC-
KJbyU€ema, Tj. pemynsuje usmely dep-
MHWOHA, W30TPOITHA W KPATKOJOMETHA
wHTepaknuja cy norucHyre. Ouekyje-
Mo ga Depmm mospim mma cheprEU
obsmk. MehyTum, TeopujcKa IpeaBH-
bama Kom AUTION-AATION WHTEPAKIIH-
je Kaxy na he mohm mo medopmarm-
je @epvm mospiu, Tj. oHa he mmaTwm
0BJIMK eJIUTICOU 1A, CJINKA [D.d

Cimka 5.3: Jledopmanuja Depmvnu
TTOBPITTH

Kako xamuaToHUjaH 3aBUCH Of] KBaipaTa JlarepoBux moJIMHOMA, KaJ1a HYyMEPUIKHU JKe-
JaumMo 113 1obujeMo aucrep3monHe pesanuje 3a Buie JlammayoBe HUBOE jaBiha ce mpodsem
perynapusanuje. Opaj npobsieM ce MOXKe, HA (PUIMIKYU HAYUH, PEITATH, TAKO IITO JOJAMO
3aBUCHOCT OJT IapaMeTpa, ebibuHe 7 y30pKa, y Har noternujaia. OBaj mapamerap je y au-
MeH3MjaMa MarHeTHe JyKWHe Be3aH 3a Cpefby IMMUPHHY W cucTteMa y Tpelioj nuMensuju
Kao 1 = % YBomumo ra kao cut — off ma Kymonos morenmnujas, tako mro ymecto obp-
HYTO TPOTIOPITHOHAJHE 3aBUCHOCTH TIOTEHIIA]ATIa, O] PACTOJAha %, MOYKEMO 13 HAHIIEMO

\/%. Caga Kymonos moTeHInjas y uMITysICHOM TTPOCTOPY UMa, OOJIHK:
r24n

Vilq) = ——. (5.15)

Haxon yBohema oBor mapamerpa, [A00ujeHn MOTEHIH]aJ ¥ 1a/beM TEKCTY HA3WBAMO TeHe-
pamucan Kysnonos norentujai. Bugumo ma kaga n — 0, mogudurkosan Kynonos noren-
mujas rexxkn ancroj Kysonosoj narepaxiuju[29).
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Kama ymecro umcror Kysonosor
MIOTEHITjas1a, yOamuMo MOIu(MUKOBAH
Kysmonor morenmujas y aucnep3uony
pestanmjy no0HjeHy W3 XAMHJITO-
nujana [0.5) 3a pasjauunTe BPEIHOCTH
n € {1,2,3,4} nobujamo rpacduke
.5 [6.6] u [5.7] pesom.

Grafik disperzijezan=2
e(1kD

1.0

]
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Cumka 5.5: 3aBuCHOCT eHeprmje OJ nM-
mysica k 3a cut — off mapamerap 1 = 2

Ca rpaduka BUAUMO Jjia IITO je
Belin cut — off mapamerap 7, To je ma-
Ba EeHepreTcka pasJinka uzmely pas-
amanTuX JlaHgayoBux HUBOA, KA0 H
eHepruja Ha K0joj ce T JIaHIayoBN HU-
BOUM HaJiase.

Grafik disperzijezan=1
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Crauka 5.4: 3aBUCHOCT €HEPTHje O] MM-
nysica k 3a cut — off mapamerap n =1

Grafik disperziezan=3
e(lkl)
10 [Cazo
—n=1
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Ciauka 5.6: 3aBHCHOCT eHeprHje O MM-
mysnca k 3a cut — off mapamerap n =3

Grafik disperzijezan=4
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Cauka 5.7: 3aBHCHOCT eHepTHje O MM-
mynca k 3a cut — off mapamerap n =4

Ha 6ucmo cama rectupasu llomepanuyk Hecrabuimnoct, Tpeba ja uzpadynamo Jlamga-
yOB mlapametap Fh y 3aBUCHOCTH Off 1) IApaMETPA:

J dov () cos20
[dovy . (0)cos@’

Py = (5.16)

riie je Vioer (0) POKOB WIaH y JUCIEP3UOHO] PEJIAIN]H KaJ1a MMITYJICH Jiexke Ha PepMu
TIOBPIITH:

1 1 02 .y sin 0
Vn 0) — — 76—2|sm 5\ e—277|sm §| Sin2 () , 5.17
Fock( ) <2ﬂ.>2 2’ sin %| 2 ( )

y3 MPETIOCTABKY I3 je UMIYJIC k ycMepeH ayxk x-oce: k = kpée, = é;.
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IlonoBO CMO WCKOPUCTHIN WCTHU 04
[IPOTPAMCKH TAKET 3a MpTake rpadu- 02l
Ka KaKO OBUCMO TeCTHPAJIN HAIT CHCTEM.

Pesynararun ce Hasiaze Ha codnm o ?
. . . -02F
e je Kao W paHmje, MIaBoM 00jom o
. . L]
IIpeCTaB/beH HajHuKu Jlangayos HE- e *

Bo n = 0, nupuoMm 60joM HpeCTaB/HEH -08
npsu Jlanmgayos HuBo n = 1, a IipBeHOM
6ojoM o3HaveH Jpyru JlaHIAyoB HUBO

0.0 0.5 1.0 15 20 25 3.0
n

n = 2. Cuauka 5.8: [ = 2 mapamerap @epmu Ted-
Hocru 3a Tpu Jlawpayosa Husoa (n = 0,
n=1lun=2)

Oueknpasin cMo 1a ce [loMmepanuyk HEeCTAOWITHOCT jaBH 3a BpegHocTH 1) ~ 0. YouaBamo
na, v eheKTUBHO] CJINIM, UAKO je 3a 1) ~ 3 mapamerap Fb jmocra meratwsaH, [lomepandayk
HeCTAOUIIHOCT Ce He jaBiba, Tj. Fo HE MOCTHXKE BpeJHOCTH Mame of —1. OBo 3Haum ma je
cucrem crabmian. Bpegmnoctu Jlammayosor mapamerpa 3a 1) ~ 3 cy mocTta OJucKe pe3ysira-
tuma Koje cy mobwmiu JIu, [lao, Kum, Xanneju u Pesaju y pamxy [29].
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KBanTna BoJiiimanoBa jegHadymHa
3a MoJiylonymweH JlangayoB HUBO

Ha Besiukum pacrojambuma ¥ BpEMEHCKUM MUHTEPBAJIUMA, MOXKEMO J]a KOPUCTUMO CEMU-
KJIACHYAH TIPUCTYIT Ja OMCMO U3y1daBasu pa3He ocobune cucrema. OBaj IPUCTYII Ce 3ACHUBA
Ha KBaHTHO] BosmmanoBoj jennaunau [30]. V oBom morsasby paja hiemo ysectn mojam
Burmepose dyukmmje, a 3aTuM hemo u3BecTr KBAaHTHY BOJIIIMaHOBY jeIHAYNHY 338 CHCTEM
€JIEKTPOHA y TIOJIyIONYHeHOM M30JI0BAHOM JIaH/1ayOBOM HUBOY.

6.1 BwuruepoBa ¢dyukiuja

Y KJIACMYHO] XaMHUJITOHOBO] MEXAHUIM MOXKEMO JIa OIHUIIEMO CTamhe Kao Tadky y 6/N-
JUMEH3MOHAJIHOM (ba3sHOM MPOCTOPY y3 ImOMOh mMMIyJca p W KoopawHaTta ¢. Mehyrmm,
TO HE MOXKEMO /13 MOHOBMMO y KBAHTHO] Mexauwiu 360or npuarung zeojapehenoctu. He
MOKEMO HCTOBPEMEHO Ja 3HAMO IJI€ Ce HAJA3U YECTUIA KOjy MOCMATPAMO U KOJUKH je
BHEH UMIYJIC. 300T TOra, y KBAHTHO] MEXAHUITH KOPUCTHMO TYCTHHE BEPOBATHONE 3a OMHC
cucrema. MoxkeMo Jia HAIIMIIEMO T'yCTHHE BepoBaTHONE M y IPOCTOPY KOODIUHATA, Tj. Y
KOOPJAMHATHOM 0a3ucy, Kao U y uMmyJcHoM mpoctopy. Ouu cy mehycobHo mopesanu mpe-
k0 PypujeoBor TpamcdopMa, MITO CMO BUIIE IyTa UCKOPUCTUIN ¥ OBOM paay. Mehyrtuwm
MIOZKEJHHO je 1a mMaMo GYHKIH]Y Koja he garu BepoBaTHOhY M KpO3 KOOPAMHATE T U KPO3
ummnysce p. 36or Tora je koHcTpyucana Burneposa dyukimja [31]. Kao raksa, norpebHo je
JIa je CBy/Ia MO3UTHBHA U 113 Jiaje Jo0pe OUYeKMBaHe BPEIHOCTH onepaTopa. MehyTum, 360or
Xajzeubeprosor npuHimng HeoapeleHoCTH OBaKBA (PYHKIM]a MAJO BEPOBATHO TOCTOjH.
Burmeposa ¢byukmuja gaje mobap OMKUC CHCTEMAa, HAKO MOXKe OUTH HeraTHBHA Y HEKUM J1e-
snoBuMa (pa3HOT MPOCTOP, IMITO HEMA (PU3MIKOT CMHUCIIA, AKO je TTOCMATPaMO Kao pyHKIH]y
BepoBaTHOhe[32].

Kama koucrpyuremo BuraepoBy dbyHKINjy, XKeJIuMO 118, TaMO HOBU (pOpMaIn3aM KBAHT-
He MexaHuke Hasupan Ha popMaansMy dazuor npocropa. da 6ucymo To ypaawin, norpebd-
HO je /1a UMaMO HEKO IIPEeCJuKaBarmhe m3Mmely KBAHTHOT (ha3HOT MPOCTOPa U XujIOepToBOr
npoctopa y lllpeaunareposojopoj cauru. Opa Tpancdopmanuja Ha3uBa ce Bejimoa Tpamc-

43
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dopwmarmmja. Bejmos tpancdopm oneparopa f ce medwHUITE HA, caeaehnm HAYUWH:
G rh oA a
KR+ —| f(7, k) [P — =). (6.1)

Haxkite, opa TpamcdopMalija y3uma omeparop u maje dyuknujy. Kopucruhemo BejioBy
Tpancdopmanmjy 3a gebununnjy Buraepose dynkimje.

Ogne hemo BuraepoBy (hyHKIH]Y YBECTH IIPEKO ollepaTopa rycTure p. BejioBy TpaHc-
dopmarmjy onepaTopa rycTuHe MOXKeEMO /3 JAe@UHUIIEMO [TPEKO OIepaTopa 1MoJba Ha CJie-
nehy nagun:

p(7, 17, 1) =< WD) = Ted ()BT (P | (6:2)
OueknBaHy BPEIHOCT OMEPATOPA, f MOXKEMO 73 HajeMO ITPEeKO OmepaTopa ryCTUHE:
< f>=Tr{pf} = /d2 /d%p k) f (7, k) (6.3)

BurnepoBy dyukinjy aedunuinemMo Ha ciaegehn HaqnmH:

W (7, E) def /dQSe i3 p (7” + = 57 ;) : (6.4)

OuekuBaHe BPEJIHOCTH OMEPATOPA KOje cy HaM moTpebHe 13 OJpe MO 0COOMHE KBAHTHOT
HEPEJATHBUCTIIKOr CHCTEMA C€ CaJa MOTY IpeICTaBUTH Ipeko Buruepose dyukimje:

[ dr [ kf(7,K)W (7, k)

. (6.5
[ dr [ d2kW (7, k) '

< f>=

6.2 W3Bohewme KBaHTHe BoJMaHoOBe jegHaYMHE

WaTepecyje Hac Kako he ce MemaTH JUNOJIHA CHCTEM KOMIIO3UTHUX (PEPMUOHA Y TIOJTY-
MOMYHEHOM W30JIOBAHOM JIaHaayoBoM HMBOY TOKOM Bpemena. M3 Tor passmora m3BoamMoO
KBaHTHY BoJsrvanoBy jemHadnny, Koja he HaM maTm Mojes IHHAMHKE CHCTEMA.

IIpermocraBuMo 13 omepaTop I'yCTHUHE CAJIPKU CBY WH(OPMAIH]y O BPEMEHCKO] €BO-
gynuju cucrema. ¥ lllpenunrepoBoj ciauiu oHa Mopa Jia 3aj0BosbaBa (hor Hojmanopy
jesHavuny:

0P

(‘3t
EBonynuja Burmepose (yHKIMje Kpo3 BpeMe ce OHIa MOXKe M3padyHaTH y3 momoh don
Hojmanose jennauune [6.6] Ha crenehun maunn:

zhaa—w = m/d%e@’fs Tr{giz/ﬁ <F+ §> 0 (F— j)} (6.7)
= /dzseikgTr{[H,p(t)] Pl (f‘+ j) (0 <F— j)} (6.8)
oW [ <F+ ;7)1/,(;_ i)HH (6.9)

= zhw— dQSeiEgTr{p(t) Pl

= [H, p]. (6.6)
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Y uperxomgHOM mM3BOhHEHmY CMO KOPHCTWJIM WHBAPHUjAHTHOCT TPAra HA MUKJIAIHE TTEPMYTa-
nuje. Y JaJbeM PAadyHYy, KA0 y OCTATKY pajia, KopuctuheMo MepHe jeJIMHUIE Y KOjuMa, je
h=1.

O63upom g heMo KOPUCTHTH JAMIIOJTHA XAMUJITOHM]aH 38 ONMC WHTEPAKIMjE, He-
3TOJTHO je JIa KOPHUCTUMO OIepaTope HoJba, y TaKBOM 00JIMKY. MozKeMo Ja UX IpeJCTaBUMO
IPEKO KPeaMOHUX, OJHOCHO aHUXMJIAIUOHUX OLEPATOPa Kao:

() = keF e, (6.10)

(@) = ke el (6.11)

Paauhemo camo ca HOpMaJsiHO ypeheHUM JIeJIoM XaMUJITOHMjaHa y JIyrOTaJIaCHOM JId-
Mecy, Kajia ¢ — O:

1 V(g), .
H = m /qudeldngflq)(pl A Q) (P2 A (T)C;Lrl LQ+q 7CP2 Cpi - (6.12)

[Ipencrapuhiemo BeoMa meTajbHO H3BOheme (haKTopa ca JIeCHe CTpaHe JeIHAKOCTH KOjI
hemo obenexuru ca I 3a Hopmasuo ypehen meo xamumronujana. [IpBu kopak y w3sohemy
je Ja CpeauMO KOMYTAIMOHY peJIalijy YHyTap Tpara Ha ciaegehm maqwmm:

Tr {p [CL o cT £;2+q p2cpl}} Tr{pc {cg.c p1 q}cp2+q pQCpl}
+Tr{pc cﬂ Ao p2+q}cpch1}
— Tr{pcp1 Lz-ﬁ-q p2{c~ Cm}CkQ}
= Tr{pel;_gels gtk emdegon |
=(2m)* [6® (ks — i + @) Te{ pel. el e }
+ 6@ (ky — —(j')Tr{pcq o cpchl}
=000k - UTf{ﬂ ll lm%ck;}
—6@ (kK — p3) Tr pc p2+q kchlH : (6.13)
Kako mpermocTaB/baMo Ja PaJiMO Ca YACTHM CTAHAMA, MOXKEMO TPAr OJ YeTHPU Kpe-

alyoHa M aHWXUJIAIMOHA olleparopa, y3 nomoh BukoBe Teopeme, na 3amuiieMo Mpeko
npousBosa sipa Tpara. CaMo M3MeHCKH JONPWHOCU hie OUTH pa3jinauTH OJ HyJe, JOK je
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JUPEKTHA JOTMPUHOC KOJ TUTIOJ-IUATION UHTEPAKIUje JeTHAK HYJIN.

o i ]} - G096+ e o s )
— 6@ (ky — p — (f)Tr{ch Cpl} Tr{ ;ﬁ icp~}
(5 = 51 Te{ pcfs_gern } Tr{ e s |
(

- i i
1= 12) ﬂ{p%f@ci&} Tr{cpaw% H :
(6

” "

Buanmo ja ako 3aMeHUMO P — P2 U § <— —({, YIAHOBU KOjH J0JIa3€e ca 3HAKOM ~-” cy
MehycobHO jeaHaku, UCTO TAKO, M WIAHOBM KOjH Jd0Ja3e ca 3HakoM ~ + 7. 3 Tor paziora
hemo pazasojurn mpobsem koju permaBamo (I) Ha jaBa AOTPUHOCA:

1
4(2m)8

I =—
X Tr{pc ctJrq} Tlr{pcgm_ﬂcp1 (6.15)
I, = //d28d2k2d2qd2p1d2p2V( )(pl /\q*)(pz /\(Dezks zpl(r-‘,- ) zk_ﬁ(’/_" g)x
T T
X Tlr{pcﬁ1 -Cpg} Tr{ o i } (6.16)

Kako 6ucMo 1moHOBO U3 KPEAIMOHUX U AHUXWJIAIMOHUX OTIepaTOpa JOOUIIU ONIEPATOPE TI0J/ba,
ropuctumMo wasep3au Pypujeos Tpancdopm:

2 ik, (=
cp = /d xe (D), (6.17)
cj; = /dQ:L‘eikfwT(:Z"). (6.18)
Tokom cpehuBama m3pasa nopes; yobudajeHor Kopuiiherma u3pasa 3a faenra hyHK-
mujy, 6mwio je moTpebHO maMeTHO cKiaoHWTH Wianose (P A §)(p2 A ¢), ma 6ucMo Ha Kpajy
ceJin u3pase Ha Heku 00k Burnepose dynkimje. To je ypaheno npeko rpajujenra onora

IITO CTOjU ¥ €KCIOHEHTY. 3aTHM, KOPUCTUMO H TO JI3 je UHTErpaJ UHBAPUjaAHTAH HA CMEHY
7 — —¢. HakoH nmaprjajsHuX WHTErpaIumja u CMeHa, j100ujaMo:

AV L5 S
r+2—2>(quV;)w<r—2—2>}x
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_ 1 212 12 T ik(5+s") igs'
I2_4(27r)2/d sd“qd“s'V(q)e €' x
xT‘r{p[(q/\zV,«)w (7“+2+2> w<r—|—2 2>}><
Xﬁ{p[(q/\zvr)w <r+2 2)]w<r 5 2)} (6.20)

Kako 6ucmo mobunn npomeny Burmepose ¢dbyHkImje TOKOM BpeMeHa, O 9eTa, CMO KPEHYJIH,
norpebHo je ga cabepemo oa jsiBa m3paza [ = [} + Is. Cmarpamo na cy mospa ciaabo

. P J
POMEHJbUBA, TTa MOJKEMO Jla PA3BHjeMO TI07ha JIO TPBOT [jIaHa 1Mo 5, OHOCHO 5. Ilnm mam
je sa obujemo TPOM3BO, JBa T0Jba, TJie jelaH 3aBUCH 0T 30Upa 7'+ 5, a JIPYTH O] pa3/IuKe
7 — 5. Haxon passujama moHOBO J00MjaMo JiBa JJOTPUHOCA, JTOTPUHOC OJf HYJITOT HJIaHa y
pa3Bojy Jo, U JOTPUHOC O IMPBOT wWiaHa Ji. JonpwHoc HyaTOr Wiana je:

Tr{p(qm iVl <F+ j) 0 <F— ‘Z) } X

x Tr{p((j’/\ iVt <F+ j) W <F—

g
)
— Tr{pw <F+ ;) (TN V) (F— ;) } X
X Tr{pw <F+ g) (TN IVR)Y (F— g) ] .
6

Hakon cpehusama napimjajiHoM mHTErpanujom, cjiejehn Kopak y padyHy je Jia IpeJicTa-
BUMO T'PaJMjeHTe 1o ¥ Kao rpaujenTe mo S, oaHOoCcHO s'. Paau jgaxier 3anuca Kopuctuhemo

def def .
osake Vy = V u Vz = V. Ba gonpunoc myaror wiana gobujamo ciaenehn mspas:

1 272 12 IV (o iR (5S) s
Jo = 4(27T)2/d sd?qd?s'V (q)e*5ts) ¢t

1 L L ; :
Jo = - /d2qd23/V(q)ezs (k+¢7)((j'/\ k‘)W(F,]C,t) Tr{p((j’/\ Zv/)@Z)T(F—{— %)¢(F— 82)}

YBomMO 03HaKe 33 DYHKIM]je KOje HEMAjY HEKO (PU3MYKO 3HAYEHHE:

169 = o | @ian i+ | - D+ vt @+ Hieian v -5}
(6.23)

o9 1l @ian vyt D wir- Hb - mdovter Hezianvwe- 5l
(6.24)
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OBako yBejieHe O3HAKE Cce MOTY Ha Kpalu HAYWH TPeCcTaBUTH y OOJIUKY:
19 = irn ot (743 ) o (7= 5) |
o9 = 7ot (74 5) v (7= ) (6.26)

Cpehen u3pas 3a JOMPUHOC HYJATOT WwiaHa u3pasy [ je:

Wy

(6.25)

(NN VT N

1 ~ - - -
o= 1o /d2qV(q)(§A Rd A7) (WEEOW(EE+@.0) | (6.27)
WN3pa3 3a macy koja ce nobuja 360r TpHUCyCTBA MOTEHIHAJHE €HEPTi]je:
(6.28)

1 d’q V(q) 5 . o
- = P 2 n2 g,
M /(271')2 g 4o

Kasa npernocrasumo ma je W (T, k+q, t) = W(r, k, t), cmarpajyhu ma je ¢ mano y myro-

TAJACHOM JIMMECY, 33 JIOIPUHOC HYJITOI 4jaHa y Pa3Bojy jobujamo:

(6.29)

21 . -
Jo ~ MZW(F, kRN AW (7 K, t) |

CaJia mocMaTpaMo JIMHEAPHH WIaH y Pa3Bojy 1O MaJuM mpoMeHama mosba. Oamax hemo
YyBECTH CMeHy TIpeko o3Haka, f (7, §) u g(7, §). VI3pa3 3a quHeapHU diIaH:
1 ~ T iad | S (4 I - -
N = Sy / d?sd?qd?s'V (q)e™ T e [2 (F(7.5)Vsf (7. 5) + g7, ) Vig (7, )
T

—

(ﬂﬁ@vﬁ@@+ﬂﬁwvm@9ﬂ-

[Mopenuhiemo u3pa3 3a JMHEADHHW WIAH HA JOIPUHOC caMo ca dyukumjoM f(7,5), Koju
hemo HazBaTH Jlf u Ha jonpuHoc ca dynknujom ¢(7, §), J{. Hakon cpehupama nspasa 3a

JOTIPAHOC Jiq nobujamo:
J{ =— ! /dzqf/(q)1 {ivﬂ(iq'/\ VAW (7, k t)}

1 (2m)2 4 k H
1 2 el [ /oo S - S
o /d aV(9); {ZVE(Z(] AVAW (7 &+ G t)} VAGGA VAW (7 k). (6.31)
MebyTum y anpokcamarmju W (7, k+q, t) ~ W (7, k, 1), KaJia CMATpaMo Jia je y JIyroTaJia-

VG AVAW (T k + 1)

W

+

W

CHOM JIUMECY ¢ MaJio, He no0njaMo JOTPHUHOC OBOT “JIAHA:

(6.32)

J{ =~ 0]
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JonpuHoc nuueapror wiana Koju 3asucu oj Gyukuuje f(7, 5) je:

H =i (VW F )V = VAW (7, R )V ) Vieook

QU
Do
Q
<
—
Q
N—
S
o
n
|,
B
[\
D
=
U
ol
+
!

RV W (7, ki, )

- A )2 .
Viock = — /quV(q)( ) W(F, k+ q,t). (6.34)

1
(2
Kenumo ja arpoKCHUMUPaMO W U3pa3 y JIyTOTaJIACHOM JIIMECY KaJia je q maJjo. Wn-
verpan [ d2qV(q)(@ A R) A €2) [WEE+ @0V (7R, ) = W OV (7 E + 1)
j€ TPOIOPIMOHAIAH €A f/(q)q3, ma, 360T TOTA, 33 CaA, MOXKEMO Ja 3aHEMAPUMO Taj YUJIAH.

Taxkohe, mpemosHajeMo W MaCeHHW WIAH KOjH Ce TojaBJbyje 300T MOCTOjama WHTEPAKIIH]E.
f .
Cagia, 1onpuHOC JIMHEApHOT wWwiaHa J{ mma obJukK:

. . 2 L .
I~ —i (V,;W(F, K, t)Vr — VW (7, k:,t)V];) Vioek — MZW(F, KRV AW (7 1) |

(6.35)
Jobujamo kBauTHy BosrnmManoBy jemnatuvnay 6€3 H0JaTHUX AIPOKCHMAIHMja y ciegehem
ObJIHKY:

(6.36)

[Tocne iy 4ian je KAHETHYKY WiaH duje u3Boheme ce moxe Hahu y momarky [B]

WMurepecyje nac ma Buaumo j1a i hemo qo0uTH HeKy TOMPaBKy HA MacCy y e(eKTUBHO]
MaKPOCKOIICKO] TEOPHjH KOjy HaM Jaje KBaHTHa BoarnMaHoBa jeHavunHA. 3 TOT passiora
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numremo obJIMK KBaHTHE BOJImManoBe jeqHavume ca J0JaTHUM AIPOKCHMAINjaMa

maavf :%W(ﬁ KRV (7K, t) + [V;W(F, R )V — VW (7 R, t)V;} Viook
- ﬁW(f ke VRN W (7, ke 1) — ﬁvww k).
M Y 9 T Y b M T Y Y
6.37)

TIpuponro je 0UeKMBaTH OJT CACTEMA CAMO C& WHTEPAKITAJOM 13 TOCTOj WHBAPHUJAHTHOCT HA,
6ycT (TpaHcaangje y MMITyJICHOM ITPOCTOPY) XaMUJITOHHjaHA. Y M30J0BaHOM JIaHIayoBoM
HUBOY je TO 3aI1aXKeH0 0J1 CTpaHe XaJijiejHa KPO3 HHTEPIIPETAIHjy HYMEPUYKHUX [IPOPAYyHA.
Hamr xaMuiToHMjaH MUKPOCKOTICKH HEMa, KUHETHIKHU WIAH, Maca JIOJIA3U U3 MOTEHITHjATIA.
3a TO MOpa Ja TOCTOju OYCT MHBAPHUJAHTHOCT.

6.3 JIuckycuja

[Tohumo ox o6WUIHOr cuCTeMa ca TOJIOM, OOMYIHOM MACOM My (M3 ATOMCKE, MOJIEKYJI-
cke ¢dusuke) w uaTEpaKImjom n3mehy aroma, oJHOCHO MOseKysna. Kpanraa Bonmmanosa
jeqHATHnHA TAKBOT CHCTEMA MMa ODJIUK:

— + ﬁVFW + Vi VVW = VRV VW = (8VV> . (6.38)
my ot coll

rJe je APyru 9jIaH Ca JieBe CTPAaHe JOMPWHOC KUHETWIKOT 4jaHa, TPpeNu W YeTBPTU WIaH
MOTHUYIY OJ, MHTEPAKIFje CACTEeMa, JJOK je ca JIecHe CTPaHe JeTHAKOCTH KOJHU3UOHU UIAH.
IIpermocrasumo moryhuoct omwmca mamer cucrema momohy @epmu TEIHOCTH U 3aHEMAPH-
MO KoJu3uoHHu moupunoc. Teopuja PepMu TEUHOCTH HOAPA3yMeEBa MOCTOjabe efermushe
Mmace keazuvecmuya m*. V3 oBakBe mpermocTaBke jobujamMo uctu o6k KBaaTHE Boui-
MaHOBe jesiHaunHe. MehyTuMm, ako yMecTo roJie Mace 1y, MUIIEMO m”, OHJA TO MOPAMO Jia
HAJIOKHAIMMO MOCTOJAEM JOJATHOT HHTEPAKIMOHOT wiaHa, nopes V(q).

Ako w3 xammnronwmjana [5.5] mobujamo MaceHw wWiaH, KOjU Jaje CaMO TOJIY MAacy, TO
He MOXKe OuTHu Kpajibu OOJIMK XaMWJITOHU]aHA, jep e(DEKTUBHA TEOPHUja MOPA Ja HOCEeLyje
6yct muBapujanTHocT. [la hemo Taj XaMUJITOHHjaH CMATPATH CAMO jJETHUM JIOMPUHOCOM
yKynHOM Xammaronujany kao H1). Kako usriena onna ykymmn xamurronnjan? OH Mopa
JIa OJITOBapPAa BE3W KOjy CMO HAMETHYJIH, Tj. & KOMYTHPA Ca FHOM:

[H,p"(k)+p"(k)]| =0 (6.39)

pk (k)+pF (k)=0

Tpeba j1a 10/1aMO HEKU JIOIYHCKHU YJIaH, KakKo OMcMo Jj100uiin yKyIIHU XaMUJITOHUjaH KOju
Jaje uucTy mHTepaxnujy Thna clclce, 3aro heMo npernocTaBuTH JOJATHE WIAH OBJIHKA:

2

HE = [ g (o @) + 0" @) (-0 + (). (6.40)

jep je p®(@)+p" () = 0 Besa kojy cMO HaMeTHYJIM CHCTEMY, TIa, TIPAKTHYHO ~ J10/1ajeMo HyJry”
xamuiaTorujany. Ouekyjemo na je C' > 0, jep 6u jeHOCTABHA MUHUMU3AIN]A JTOTPUHOCA
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Tor unaHa emepruju 3axrenasa aa saxu pr(k) + pR(k) = 0. Jomasm cvmo unan koju nuje
HOPMAJIHO ypeleH, aam MOXKeMO Ja Tra, HaIWIIeMo IIPeKo HOpMaJHo ypehenor wiama u
JIONATHOT JIEJIA:

_¢ / Pae™ - (M) + @) (0 (D) + PP (-D) -
+ 40/ d(22]jrd)22qeq22 COS2 <E/2\q_»> C%CE. (641)

CriuaHo cpehuBamy KOJI XaMUJITOHH]AHA Jobujamo:

42k d2k 2q _ ¢ ki A G ks A
2) =40 1 2 ST T e cos | 2 4 cos | 22 4 . ﬂct CCp
2 2 k1—q ka+q k2 k1

27. 72 2 A7
+4C’/ d(;d)2qe_q2 cos? <k2q> c
T

Kaxo 61 HAII yKYIIHE XaMEJITOHI]AH 3aMCTa JABA0 CAMO YHCTy HHTEepaxmujy Tuna clclcc,
Tpeba J1a U3pa3nMo Kako n3rjesa KoucranTa C' Koja 3a0B0JbaBa Taj yesor. Jlakie, ona 6u
TpebaJio 1A TOHUIITH WIAH KOJU Jiaje HHTEPAKITUOHY MACy Y JYTOTAJIACHOM JUMECY:

&2k k2
H® ~ / ~_cle-, 4
(2m)2 20 FF (6.43)

(6.42)

O063upoM J1a, ¢Be pajiiMO y JAYyTOTAJACHOM JIUMECY, MOPaMo Jia HaheMo u 4jiaH Koju jaje
Macy Koj, xamuaronujama H () y JAyroTajgacHoM JmMecy. HakoH Tora, 3a KOHCTAHTY
C' jobujamo:

1 [deV(
J d qQ (6.44)

8271' ‘/’dqe%g

Komiureran uspa3 3a xaMuiIToHujan uma 0bJIHK:

H=HY + 32| (6.45)

Ha ®epvu HEBOY OBakaB XaMUJITOHU]aH HEMA KBAIPATHH WIAH [10 UMITYJICY, IITO 06e36ely-
je oBako mzabpana koucranta C. 3a mwera MoxeMo pehu Jia my — 00, MITO KapaKTEePUIIe
6yct nuaBapujanTHOCT. Kako 3a macy M m3 xammrTonujana H 3HaAMO 13 je IPOIyKT HHTEp-
aKIMja, OHJIA MOXKEMO JIa KarXKeMO JIa je OHa 3ampaBo edekTuBHa Maca PepMu TEUHOCTH y
npBoj anpokcumarmjn: M = m*.

6.4 IlomepaHYyK HECTAOMJIIHOCT

V npeTxoaHoM MOrIaB/by ¢MO IOKyInan jJa Hahemo [ToMepaHIyK HeCTaGMIHOCT HOJa-
zehu oj] xaMuaTOHMjaHA VYV 0BOM 0JIe/bKY YKeJIUMO J1a BUJIMMO J1a JId OUCMO je jJ1001nIu
ca HOBUM xaMmrToHHjaHOM [6.45] KOju MO 33/ ¥ OBOM IIOTJIABIBY .
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IToroso ysomumo cut — off mapamerap 1 y Kynonosy unrepakuujy. ®okos wian Vi, (0),
KaJla ce CBH MMITYJICH HaJia3e Ha PepMu MOBPIIH, je ¥ OBOM CJAyYajy jeTHaK:

- ; 1 1 sin @ sin #
V1 — _e—2lsin§|(n+|sin ) = qin2 8C 2 6.46
(. e 2 p) 22 s D] sin 5 )T (1) cos 5 , (6.46)

rge C Buinie Huje KOHCTaHTa Beh 3aBUCH OJ mapameTpa 7).

e === =0
~02 -0.2 ~~~‘ —- =1
° “"-; — =2
0.4 “u
e ? &' 06 T
° - T T T ——
06 + . -0.8 A 7
/
L]
. ° M -1.0 4 ‘ﬁr
L]
-0.8 T T T T T T T
. 10 15 20 25 3.0 35 4.0
00 05 10 15 20 25 30 T’\
n
Cawnka 6.1: [ = 2 mapamerap ®epmn Ted- Cuauka 6.2: | = 2 napamerap ®epmu Ted-
Hocru 3a Tpu Jlamzayosa muBoa (n = 0, Hocru 3a Tpu Jlanmayosa Hupoa (n = 0,
n=1un=2) n =1 un = 2) koja je nobujena y pauy

[29]

Hywmepuukum permaBamem m3pasa 3a Jlanmayos napamerap Fh (jennaumna y Ol
Hocy Ha cut — off mapamerap n, mo6ujaMo CIUKY ILnaBoMm 60joM IpHKa3aH je HAJHUKH
Jlangayos umBo n = 0, mpaom 6ojom upejscraBben je npeu Jlammayos mmBo n = 1, a
IIpBEHOM Jpyru JlanmgayoB HEUBO N = 2.

Hobujenu pezdyirraru cy Oumzku onome mro cy Jlu, Pesaju, Xasnjejn, Kum u Ilao
J00MJIM y CBOM pajy, CJIUKA Veoheme pomaTHor 4jgaHa y XaMWJITOHUjaHY 1a Ou ce
no6mta 6yCT MHBAPUJAHTHOCT C€ W OBUM PE3YJITATOM MOXKE TPaBJIaTH. Pa3inka Koja uax
nocroju y oxHocy Ha paj [29], je ma mu y npsom u apyrom Jlangayosom HuBoy (n = 1 n
n = 2) 3an ~ 0 unak #e gob6mjamo mapamerap Fo < —1 y Hamio] edeKTUBHO] cauny, Tj. He
nobujamo [Tomepanayk mectabumnoct. Hare pasmarpame y OKBUDPY TEOPHje yCPEIHEHOT
MOJba, WITAK HUje JOBOJBHO H0HPO 33 OTKPHUBALE KPUTHIHOT TTOHAIIAIHA.



7

3akJ/py4dak

Y oBoM pajry cMo ce OaBMIIM ONMMCOM CHCTEMa, €JIEKTPOHA Y M30JI0BaHOM JlaH ayoBoM
uuBoy. IIpBo mormasibe oBor paja 6mio je mocBehieHo OCHOBHHM IIOJMOBHMA BE3AHHM 33
KBaHTHA XO0JI0B edpekar. [Touenmn cMo KaacuaHuM X 0JIOBUM e(PEKTOM, a 3aTHUM CMO TTOCMa-
TpaJin KBaHTHY Teopujy. Ty cmo Beh Bujiesu fqa orpomMHa JiereHeparniuja JlanaayoBux HuBoa
oremoryhapa Jia permmMo mpobyieM OBAKBOT MHOTOUECTHIHOT CHCTEMA CA WHTEPAKIIA]OM
nomohy mexor crporor dopmaguzma. [Ipobirem ce 3HATHO KOMILIUKYje KA MOMYHEHOCT
Jlanmayopux HUBOA Huje 1ET00POJHA.

Jpyro morsasme ce 6aBmiio pasymeBameM (GPAKIIHOHOT KBAHTHOT XOJOBOT edeKTa.
Kako MehydyecTuuna wHTEpaKIyja OBJie UT'PA BEJWKY YJIOTY, HEOIXOJHO je buo ma Habe-
MO HAYWH KaKO & je Tperupamo. Beauku /1e0 HaImer pa3yMeBarma (GPaKIIHOHOT KBAHTHOT
Xomopor edeKTa ce 3aCHUBA HA pa3yMeBamby TpoOHUX TanacHux dyHkimja. [Ipsu Besukn
KOpak y objamrmermy, momohy npobne tajacue dbynkimje, mao je Jladann. Nako npenmos-
XeHa UHTYHIIHjOM, TAJACHA (DYHKIHjA y ceOH Caap:KH J0CTa HHPOPMAIFja H 0COOUHA, KOje
73 eKCIIePUMEHTa 3HAMO JIa cucTeM moceayje. Kao mro je ma mpumep KOMIPeCHOUITHOCT.

CucrteM ca (PpakImoOHOM MOMYHEHOMNY cTama HOCH (PPAKIIMOHO HACTEKTPUCAIHE, IIITO
e)eKTUBHO M3TJIEIa KA0 71 Cy Ce HeKU ejeKTponu moaeausn. MehyTtum 3uamMo f1a je esrex-
TPOH HEJIeJbUBU KOHCTUTYEHT Marepuje. V3 Tor passiora, yBoJauMoO HOBe crereHe cjiobose
- KOMIIO3UTHE (DEPMHUOHE.

Y HapeJHOM MONJIABBY CMO ce OABMJIM OIMMCOM CHCTEMA Yy H30JI0BAHOM JlaHImayoBom
HUBOY Ha mymewmy U = 1 cucrema 6o3ona. Hymepruku mpopadyHu MOKa3yjy Ja je Tpago
cTambe Koje OIMHUCYje OBaj CHCTEM 3alpaBo 6o3oHcKH dadujan. MehyTuMm, MoxkeMO 1a cMa-
TPaMO KOMIIO3UTHE (hePMHUOHE KAO T3B. POAMTEIHCKO CTAE 3a PadyMeBame 0030HCKOT dha-
dujana. OBaKBO CTAHOBHUIIITE HAM j€ JIAJIO ONPaBIake Ja yMecTo (padujaHckor KOpuCTuMo
omuc KommosnTHux gpepmuona. Koucrpyncanu cmo npommpern XujbepToB mpocTop, u3
KOI' CMO, IIOMONy HaMeTHyTe Be3e, M3BYKJM (PU3MIKH XHJIOEPTOB IPOCTOP CTama. AKO
HanpaBumo mnapaJgesiy udmely cnapenux XosioBux crama ca KymepoBum mapoBuma Koju
cy mpeaycioB 3a nHactanak BCS cyneprnpoBogHocTH, Kao u TO MTO ce hadujaHcKo cTame
IpupoIHO mojaBibyje kao BCS cmapeHo crame, TO HAM Jaje HAJY 13 MOXKJA CHCTEM WC-
oJbaBa CyTepIpoBoaHe ocobure. OdekwBa M CMO JIa HaleMo eHepreTcKu mporen Koju 6u
rapaHTOBaO Ja ce ejqekTponn 03y PepMu MOBPIK HE MOTY €KCIIUTOBATH U TAKO JErpa-
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54 7. 3akipy4dak

aupartu cynepupoBogau ToK. Melhytum, aucMo nobusm perneme koje Ou ToMe 0roBapaJo
ca MOCTaBKOM PHJIOBOT XaMWJITOHHJaHA KOMIO3UTHUX (hDEPMUOHA.

Cnenehe mormasme 6mmo je mocBeheHO €EKTPOHUMA, y TONYMTOMYHEHOM M30JI0BAHOM
Jlanayopom HEBOY. Ha ocHoBy uckycrsa jgobujenor uz HLR-reopuje u Yepu-Cajmonc Te-
opwuje, 1aJi CMO XaMUJITOHUjaH KOMIIO3UTHUX (DEPMHUOHA, C& Be3aMa, Koje Ou o/iroBapaJie ta-
KBOM CHCTEMY. 3aTUM CMO IMIOHOBUJIU aHAJIM3Y KA0 KOJI cucreMa 0030HA HA IMymemy vV = 1,
u Tperupasiu cucreM Xaprpu-DPoKOBOM METOIO0M. 3aTUM CMO KEJIeJHU Jid TECTUPAMO JI3
JIt cucTeM ucTojbaBa, [loMmepanayk HecTabMIHOCT Ha BUMAM JlaHAayoBUM HUBOMMA. 300T
3aBUCHOCTH XaMUJITOHUjAHA O KBajipaTa JlarepoBux mosmHoMa, Ha BuimuM JlanmayoBum
HUBOWMMA, yBesu cMo cut — off mapamerap n. Ouekusasu cmo ja hemo goburn HECTAOUII-
HOCT 3a MaJje mapamerpe 7 ~ 0. MehyTum, u3 TakBe moCTaBKe XaMUJITOHUjAHA €A BE3aMa
HUCMO JOOMIH HECTAOMITHOCT.

W3 xkpanTHe BoJsMaHOBe jegHavYnHe, KOJY CMO JOOUIN ¥ IeTOM IIOIJIaBJbY Paja, BHIE-
JIW CMO JTa, OBAKBOM TIOCTABKOM CHCTEMa He mo0MjaMo TIOTPABKY Ha TOJY Macy. 300r Tora
CMO JIOJAJIM HOBH WIAH ¥ XaMUIJITOHHjaH, Koju 006e36ehyje ma ma ®epMu HOBOY XaMIITO-
HUjaH HEMa KBa/[PATHUX wiaHOBa 1o umiyicy. [lorom cMo xesesin ja ucnmuramMo 1o0jaBy
[TomepaHIyK HECTAOMIHOCTH CA HOBUM XaMHJITOHHjaHOM. /lobmiam cMo pe3ysiarar Koju je
6uku onome 1o cy j1o6usm Jlu, Pesaju, Xasueju, Kum u Ilao y com pasuy [29]. Nuak
aucmo apoouau [Tomepanayk HeCcTaOMIITHOCT 38 MaJje BpegHoCTH 1) ~ (), Te cMaTpaMo J1a aHa-
JIN33a TeOPHje Y OKBUPY YCPEIHEHOT T0/ha HUje JOBOJHHO JOOPO 32 OTKPUBAKHE KPUTHIHOT
TOHAIAA, CHCTEMA,.

Ocrana cy Heka orBopena nutama. Cienehn Kopak y UCTPaKUBaKy CUCTEMA €JIEKTPO-
HA y IOy oMY BeHOM JIaHIay0OBOM HUBOY, KAO CUCTEMA KOMIO3UTHUX (hePMHUOHA (KOju CMO
HOCTABWJIA Y OBOM pajiy), 6u OUJI0 Tparame 3a COAPEHUM CTalbuMa U J1o0ujame QyHKIH]je
nporiena 3a BCS cynepnposauocr. [pyro murame 6u 6uio pernapame KBaHnTHE BojMa-
HOBE jeHATHHE KOjy CMO JOOHJIN.

Baxsasmuuiia: OBoM NPWIMKOM KeJiesia, OuxX g ce 3aXBaJIUM CBOjOj MEHTOPKHU TPOp.
Jp Mununu MwuiaoBamopuh, Ha cMepHHIIaMa W J100p0j capaamu TOKOM o0pajie oBe Teme
u m3paje macrep pasga. Hamam ce ja hemo macrasuty ga capabyjemo u ybymayhe. Satnm,
xejesa 6ux ga ce 3axpagum ap Cowmu lpeann koja ce 3ajeano ca Hama bapuia o6pagoM
OBe TeMe W KOja MU je TIOMOIJIa OKO HYMEpPUYKHUX IpOopadyHa y oBoM paay. Ha kpajy,
xejena 6ux ma ce 3axpaymm Credany Dopheruhy, cTyaeHTy JOKTOPCKUX CTYAHja HA
OuzuukoMm dakynrery, Y HEBEP3UTETa y Beorpa iy, Ha cyrecTrjaMa 3a caM W3rJes MacTep
pPasia, Kao W Ha HEM3MEPHO] TOPIIIHA TOKOM HeroBe m3paje.



Homartak A

Pacdujan y cynepnpoBOIHO]
Teopuju

VY omespKy CMO, HAKOH yBOhema (padujancKkor CTama, OOPA3IOKUIIN 13 MOKEMO 113
[IOBEKEMO HAIIy TEOPHUJY €A CYIEePIPOBOIHOM TEOPHUjOM. ¥ OBOM JOJATKY hemo mokasarTw,
y3 nnomoh Teopuje 1osma, ja ce hadujanu TPUPO/IHO 110jaBIbY]Y Y MHOIOYECTUYHO] TAJIACHO]
dyukmumju 3a BCS cynepuposogso crame [14].

IIpernocraBumo ga Moxkemo ja kpeupamo N-decTudHo crame u3 POKOBOr BakKyyma
|Q) Ha caenehn Haumm:

|N) ! /dxl...d:anﬁ(xl, )T (@) BT (1) Q) (A1)

M

rie je |Q) = |0) ®|0) ®...®|0) BAKYyM MHTEPAKIIHOHE TEOPH]€E, & T MPOCTOPHA KOODIHHATA

y 6mto koM O6pojy aumen3uja. [Ipermoctapuhemo jomn ga Cy CBM CIMHOBY OPUjEHTUCAHU HA,

rope, IITO 3HAYA JIa Y CIHHHCKOM JEJIy IPOCTOpa TajJacHa GyHKIMja je cumerpudna. [lox

OBOM IPETIIOCTABKOM, OPOMTAJIHK /1€0 TasacHe (PyHKIM]e MOpa OUTH aHTUCUMETPUIAH.
Tanacuy dyuknujy u3 N-9eCTUIHOr CTaba MOXKEMO JOOUTH Kao:

G(21, oy zn) = (Q (1)U () [N . (A.2)

Cse Bpeme mogpasymesamo ja je Hopma Bakyyma () = 1, ka0 u 12 BaKe KaAHOHCKE
AHTHKOMYyTalmoHe pesanuje u3mehy omeparopa nospa: { ¥, \I';r} = 0;;. llokazahemo na je
tasacHa dpyHKuja, nedpuHrCcana HA 0Baj HAYWH, 100p0 medwHuUCAHA:

oor2) = (O W) Va2) [2) = [ Pondad(on,va) (0 W) W) ¥ (1) (1) [9)
(A.3)

——F——, ]
:;/d2yld292¢(yl,y2)(<9|‘I’(ﬂfl)‘lf(xz)\I’T(QQ)\I!T(yl)|Q>

(0] (1) T (2) O () T (1) ) (A.4)
= 5(0(01,22) = Bz, 1), (A.5)
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56 Honarak A. Padujan y cynepnpoBOIHO] TEOpPHjU

Crame Kymeposor mapa, Tako3BaHOT p + ip CyNepIpOBOAHNKA, ¢y jgaju |'pun u Pun y
pazay [28] kao:
IBCS) = o3 [ VT g(a—y)v(a)dody 1), (A.6)

rae je g(x — y) ranacua dynknuja Kymeposor mapa (remapna ¢ynknuja). Ako passumje-
MO €KCIIOHEHT y pej, Ao0mjaMo CBa CTama ca mapaHuM Opojem decturia. llpupoano je ma
yBeZeMO reneparopcky byHKIMjy TagacHux (pyHKIHMja 3a 0ujio Koju 0poj decTuia:

Z[J] = (Q] e /@) | BCS) . (A7)

N3 reneparopcke dpyukimje ce nobujajy Tamacue dhyukiuje mudepenmupamem o ['pacma-
HOBOM u3BOpY J():
oNZ

O@1 - TN) = e T (A-8)

J=0
TIpeko medunUIM]e KOXEPEHTHUX CTAakHa, KOja CY CBOJCTBEHA CTAMa OMEPATOPA TOJbA ) U
T, Mosxkemo, nmaptunmony dbyukunjy, namucarn Ha cirenehn HadmH:

Z(J) = / [depdip]e PVelteabav. (A.9)

Hakon uHTErpabema 1o nobpuMa gobujamo: Z(J) = 3797, OyHKIWja CIApeHoT CTamba je:
0*Z

T1,22) = = = —g(x1 — x2). A.10

P(x1,72) 61 (@0I ()|, g(z1 — x2) (A.10)

3a tanacHy (GYHKIU]y YETUPU FIECTHUIE MOXKEMO Ja KOpucTuMo BukoBy Teopemy, ma Jo-
bujamo:

P(x1, 22, T3, 74) = g(x1—22)g(23—74) —g(21—23)g(T2—T4) +9g(71—24)g(T2 —3). (A.11)

Jlobuim cMo uctu 0buK TajacHe PyHKIH]e Kao y OJIe/bKy



JonaTtak b

KBanTHa BoJiiimanoBa jegHadymHa

Y oBoM Jeny nofaTka hemMo m3padyHATH KBAHTHY DOJIMMaHyBY jeTHAYMHY 33 XaMUJI-
TOHMjaH obsuKa:

H=T+V() (B.1)

rrne je T kuHeTwuka eHepruja cucrema, a V(|F]) morennujanna enepruja. Ilpso hemo us-
padyHaTH JIONPUHOC KWHETUUIKOr WiaHa KBAHTHO] BoJsiiManoBoj jennauymnu. Buruepony
GYHKIH]Y IUjy BPEMEHCKY €BOJIYIIM]Y IIOCMATPAMO NeMo caMo y CIIyUajy KHHETHIKOT WIa-
Ha o3Hauntu ca Wy. Kunernukn unan xamuitonujana uma obsmk 1 = ﬁ i dzkegcTEcE.

ol

1 o
Z_h8W0 — /d28d2k1d2k2d2qe zk1(7’+ )6 ik2 (7’— )5(7Tr{ [c;% CE27C-I(1;C(§;| p(t)} (B,Q)
1

ot (2m)b

_ 1 /d28d2k1d2k2d2qeiE§€—iE1(F+§)eiEQ<F—i)gqx

(2m)

X Tr{(5<2>(1¥2 = Q)ck cp— 3D (F - Deley ) ()} (B.3)
_ 1 2125 72 kQ ki oik8 =ik (7+5) yika (7= 5) t
= /d sd“k1d" ko v 2 Tr{p(t)cglcb} (B.4)

k1 +k2

AKo TIpeTmoCTaBIMO BEKTOP k y o0JiuKy k= , mobmjamo:

k1

. % Sd2k‘1d2k‘27*V~ems fzkl(T+ )6 ika (ng) Tr{p(t)c;% 0122} (B.5)
1

ot

—

= Kk (B.6)

mm

3a JONpPUHOC KMHETHIKOT WiIaHa KBaHTHO] BosmManoBoj jequnaannan j1obujaMo:

oW, ik -
ih—, ——EVFW(T,ICJ) (B.7)

Kesmmo ma 106mjeMo caMo M3MEHCKH JOIPUHOC MOTEHITH]aJIa MHTEPAKIMje KBAHTHO] ot
MaHOBO]j jeTHAUWHU, jEp JIUIIOJHU MOTEHIHjAJ He Jaje JIONPUHOC Y JUPEKTHOM WIAHY, Tj.
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58 Honarak B. KeanraHa BoJsiiMaHoBa jeqHaumHa

JAUPEKTHH “IaH je jemuak Hysau. [loTeHrujas mHTepaxiimje 3a KOju PadyHAMO IOMPUHOC

.V = [ PadPpid®p2y; t f
nma crenehin obmmk: V = [ (2f)6V(q)cpﬂ1 s+ it - Hakon mro npumeHnmMo cpe

TEXHUKE W MATEMATHIKE TPUKOBE, KAO IITO CMO YPAJIUIU HPU Pay €a XAMHUJITOHUjAHOM
[.5] nobujamo m3Menckn OUPUHOC IOTEHNM] a8 MHTEPAKIje KBAHTHO] BosmManoBoj je1-
HAYUHE:

owr - .

2 ~
ih—— = (iVW (7, k, )V — N;;W(ﬁk,t)vf)/ T

oL VQW(Fk+qt)  (B.S)

ot

Kama cabepemo 1OmprHOC KUHETHIKOT UJIAHA W JOTIPUHOC WHTEPAKITHOHOT UIaHa, 100mja-
MO KBAaHTHY BOJIIIMAHOBY jeaHAYUHY ODJINKA:

oWk . . . . .
T NGW (R R, ) 4 VW (7R, VGV (7 R, 8) — VW (R R VRV (7R, 8) = 0

rIe CMO KOPUCTHIN jeauHuie y KkojuMa je [Lnamkosa koucTanTa h = 1.



HHonatak LI

HekomMmyTaTuBHa reomMmerpuja

Ha 6mcyMo 3HAIN 13 PAUYYHAMO YV JeIHOYECTHIHOM XHWIOEPTOBOM IIPOCTOPY HAJHUZKET
JlangayoBor HuBOa, MOTPeOHO je 1a mo3uajemo 6ap HajocHOBHUjE uieje HOPMATUIMA, HEKO-
MyTaTuBHe reomerpuje. Y3eheMmo HajjeqHOCTABHUJU TPUMED 33 CIyda] DECKOHAYHE PABHU
Ca XOMOI'€¢HUM Malr'HE€THHUM IIOJbEM KOJy heMO CKBUBAJCHTUPATU Ca HEKOMYTATUBHOM DAaBHU
V HEKOMYTATHBHO] T€OMETPHU]H.

Y oBom pajy HajBuiie cMO KopucTuian nekomytarusau Pypwuje Tpancdopm, Te hemo
oBJie 00JACHUTH KAKO Ce OH PAYyHA 33 HOPMAJIM30BAHO OA3UCHO CTamhe y KOODJMHATHO]
Pelpe3eHTAIUj i TPU CUMETPUIHOM KAJUOPAITMOHOM YCJIOBY:

1 T
UWL(Z) = WZ (& . (I_[l)

Csu omepaTopu ce MOTY 3aIlUCaTH Ka0 KEPHEJW WHTErpaJja, Tako OnepaTop G MOMXKeMO
PEeIIPe3eHTOBATH HErOBUM KE€PHEJIOM Ha, ciaeaehy HadnH:

a(2)

(z[aly) (11.2)
— (@ / @2 12) ()

:/d2’2| 1) (/1)
:/dzz'a(z,z/)dJ(z'), (LL.3)

rae je 1Y(z) Heko crame KoHauHe HOpME. KepHes oneparopa ce MOXKe Pa3BUTH y DeJl, Ha
caenehy Hagun

D it (2)un(2). (I1.4)

m,n=0

TJE CY Apyp €TeMeHTH OecKoHauHe MaTpuiie. [Ipon3BobHN OmIepaTop y TponupeHoM XuJ-
6epToBOM MPOCTOPY, V CBUM JlaHIayOBMM HUBOWMA, Tj. CBE KBAJIPATHO WHTErpadumsme
¢ yHKIMje HA paBHU, Ce MOTY IIPOjEeKTOBATH Ha HajHuxku Jlammayos uupo. llpe yBohema
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60 Honarak II. HexkomyTaTuBHa reomerpuja

Jupakose menta GpyHKIHjE, Y OBOM IPOCTOPY, AeUHHUIIIEMO Star mpou3Bo, ABA OMEPATO-
pa:

~

axb(z,7) = /d221a<2,21)b(21,2/). (L0.5)

Hupakosa jesnra dyHkumja §(7 — 7) UMa MATPHYHE €JIEMEHTE Oy, ¥ OPTOHOPMUPAHOM
6as3ucy u cBOj oxroBapajyhm omepaTop penpe3eHTOBaAH KA0 KEPHEJ WHTErPAJIA:

§(2,7) = Z O tm (2 un Zum

m,n=0

N

\™Mm
1 1 Z (ZQZ)
11,02 11,2 L 211,72
— E 7Zm2’m6—1|2\ 6—1\2'\ — 76—1|Z| -7l N7

— 27w2™Mm/! 2 m ml
__g;e—ivﬁ—azP+éz?_ (I1.6)

OgBaj omepaTop UMILIEMEHTHPA TPOjeKINjy Ha HajHUKY JIaH ayoB HUBO 3a OUIIO KOju oTe-
parop u3 mpommpenor XuabeproBor npocropa. Jlupakosa menrta dynkmuja nma ciaemehe
ocobuHe:

o =1, (11.7)
dxa=ax0=a. (11.8)
Ako xkeumMo A npebhemo y umiyscun npocrop npeko @ypuje rpancdopma, norpedban nam
je omeparop e*". Fherosa mpojeknuja na Hajauxu JIaHay0B HABO ce TOCTHXKE Ha ciaenehn
HAYUH:
2 N ikr =/ =/
/d 210(2,21)e""6(21,2") = (2, 7). (11.9)
Ha oraj maunn cmo neduancamm onepaTop paBHOT Tajaca 7z:
. _ kR
Tp=en (11.10)
OmepaTop paBHOT Tajaca 33J0BO/bABA JeJIHAUMHY MATHETHE TPAHCJIAIM)E
A A - L(kk/—kE) _ A~ paIm(ER) _ - N
T * T = Tiep et = Th+k ReRE2 (H.11)

OBako cMO JeduHECAIN OmepaTOP MPEKO Kora paaumo HekomyTtarusau Dypuje Tpasc-
dopu. 3a dyukumjy a(z, z'), nekomyrarusau Oypuje TpanchopMm MOKEMO HAIKMCATH Kao:

2

d?k
a(z,z') = /aETE(z,Z’). (II1.12)

Baxe penaruje opTOHOPMUPAHOCTH W PEJIAIHI]a KOMILUIETHOCTH 33 OIEPATOP PABHOT TAJIa-
ca:

/TE*TE,:2W5(E+ k/), (Hl?))

2
/d::TE(z,z/)TE(w,w’) =§(z,w")o(w, ). (L1.14)



II.1. HexkoMmyTaTuBHA TeopHja IOJba 61

Kako je star nmpou3sos acomujaTusaH, aju Hje KOMYTATUBAH, MOXKEMO YBECTH KOMYTATOD
Ca OBMM IIPOM3BOAOM KOjH ce HasuBa 3azpada Beja-Mojana:

(6,0 = a*b—bxa. (11.15)

II.1 HekoMmyTaTnBHA Teopuja MoJba

Y OBOM jiesTy J0JIATKA KEJMMO Ja IPUKAaKeMO HajocHOBHUje ujeje dhopMaau3mMa He-
KOMYyTaTHBHE Teopuje mo/ba. Kako y paiy oBa Teopuja Huje KopuinrheHa 030M/bHO mpu
n3Bohemy 3ak/bydaka, medpuHucaheMo caMo HAjOCHOBHHje IIOjMOBE KOjH Cy KOPHIIhEHH y
vehykopanuma, u paaynamy Pypujeosor Tpancdopma

Ipermocrasumo Ja mpocropre Koopauaare X n Y y (24 1) auMensuja 3a/10B0/baBajy
cienehy KomyTaruony penarujy:

(X, Y] = b, (11.16)

re je 6 mapaMerap HEKOMYTATHBHOCTH, W TMPETIIOCTABUNEMO 13 je Y TUTalky KOHCTAHTA.
Koopmunare X u Y MoxkeMo0 Jia TOCMaTpaMo Kao ONEPATOPE Y MPOCTOPY CTakha CUCTEMA.
Jlakje, keauMo J1a TPOCTOPHE KOOpAMHATE HEe KOoMyTmpajy. VHTEpecyjy HAC mosba KOja
JKWBE Y HEKOMYTATHBHOM TIPOCTOPY. 3aTO0, NeMUHUIIINMO CKaJIapHy (GyHKujy f (ﬁ), T7e je
R= (X Y)T. Cranmapamn naann 3a nedunncame 0BakBux QyHKIHja je mpexo Bejmosor
ypebema koje pnecdunuine pyuknmje y repMuHIMa HuxoBor @ypuje Tpancdopma;

g

2 —
1(R) = [ Gz ™ B (1.17)

-

Y ropwem uspazy je f (E) obuuna ¢yurnuja ummyica k, uuje xommonente MehycobHO
roMyTHPajy. Kao y ciayvajy HEKOMyTaTUBHE T€OMETPH]E, U OBJIE CE jaBJha, OIEPATOP PABHOT
Tagaca IIPEKO KOT' MOXKeMO Jia u3pasuMo unsepsuu @ypuje Tpancdopm Ha ciegehu
HAYWH:

F(E) = /d2R Tr{f(ﬁ)f,g}. (11.18)

Tpeba HamomenyTH J1a je R OTIepaTop, Ma je caMuM TUM u f (ﬁ), Kao (QyHKIMja OTIepaTopa,
Takohe omeparop. Moxemo ma medurumemo npownssos ase ¢dbyHkimje omeparopa. [locma-
Tpamo jsiBe dbyHKIHje oneparopa nooxaja, g(R) u f(R). Ilpoussox ose jse dyHKIWM]je
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jer
S [ PRERK gRE RS
f(R)g(R):/ (27T)4 elka(k)e'LkRg(k/)
PhdW = AGRAE
_/ 5o CEEE (Ryg(k )z(k+k) LREF R+...
-/ dfl“ff F(R) g ) DR e X XA Y
PRPK 2= = G Lk bk
_/ o FUR)g ()i F AR R Shok a0+ 3 ky kL 0

A2 kd?k i TS =\ o
- o <€_Z ! (k)g(k/)> S (1.19)

Axo ypagumo obuaan Oypuje TparcdopM 0BOT TPOU3BOJA, BUIUMO JIa OH OjroBapa star
npoussoy f(x)*g(z) obuanux dyurnmja f(x) u g(x) komyrupajyhux koopaunara . Ta-
kobhe, moxkemo 118 geduHUIEMO ¥ U3BOA (hyHKIHje, KOju he oaroBapatn u3Boay ~ obw4ane”
dbyHKIHje ¥ KOMYTATHBHOM MPOCTOPY crarba [12].



Homarak /I

N3Bohema peJiaiiuja 3a TajiacHe
dbyHKIIIje TpU CUMETPUIHO]
KaJuopaiuju

Kowumekcne KoopamHaTe Koje CMO YBEJH Y TPBOM MOTJIABIEY MOTY Ja Ce HAIUIITY TPEKO
KPEalnoHnX W aHUXUJIAIMOHUX oreparopa Ha ciaenehn magwn:

z=1iV2lp(b—al), (JI.1)
zZ=—iv2lp(0b" —a). (J1.2)

MAaTpHYHH €JIeMEHT PABHOT TAJaca MOKE Ja ce M3padyHa Tako IITO ce —iki u3pa-
3M IIPEKO KOMILIEKCHOT MMITYJICA M KOMIJIEKCHE KOOpAMHATE, Ha cieehu nHaunn: —iki =
—%(l;:z—kki). OBaj m3pas ce JaKo npopepasa. KoMILIEKCHE KOOPIMHATE CMO H3PA3UIIA IIPE-
KO IIapPOBa OlLlepaTopa Kpeauuje u anuxuianuje y uzpasuma [J1.1|u MaTpuannm egemMenT
PaBHOT TaJaca je:

(!, m| 6—1‘]57?‘”’ m) = (n',m/| o7 (kztkz) In, m)
l - 1 _
_ <n’\ e—%(}ca*—ka) In) <m/‘ e—%(kb*—kb) Im)
l B 7 2 . g T l 2 _
— ] o kal [ Bka) B kat,~Fa] InY (| o SR Tkb) B (bt k) Im)

B L pat L i~ Lkt Lkb
—e p} <n|e V2T ez |n> <m|e V2© eVv2 |m> (,Z[?))

VY rpehem pemy osor pauyna cmo kopuctuim BCH-dopmyny (Baker—Campbell-Hausdorff).
NzpauynaheMmo MaTpuvHU eJleMEHT KOjU KHUBU y MPOCTOPY BE3aHOM 3a, jeraH Jlammgayos
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64 Hoparak 1. W3Bohemwa penamnuja 3a tajiacHe pyHKIHje TP CUMETPUYIHOj] Kaaubpanujn

HHUBO, jep Ce aHAJIOTHO MOXKE MPUMEHUTH W OJPEINTH U IIPEOCTAIN MATPUIHY €JIEMEHT.

p,g=0

g;(—i%%)p<i%k>qumn”(wyyzm>
> () () vyt

‘\/m—q+1\/n7\/m’—1...\/m’—p+1<m/—p|m_Q>

/

54 ) o
—0 q=0 V2 V2 g\ (m —q)! (m/ —p)! ™ P

£ () e

q=0

(), e

Y upBoM pejiy padyHa cMO pa3Buiu 1o TejsiopoBoM pa3Bojy eKCIOHEHIUjaJHY (DYHKIIH]Y.
3arum cMO youusiu 1a 6pojad ¢ MoXKe Ja uie caMo JI0 1M Ja ce He Ou MOTIYHO aHUXUIAPAJIO
crame, Tj. 1a 61 u3pas 6uo pasmmaut o myse. CIIMIHO cMO ypajamwia u 3a p, jep (m/| (bT)P =
(b7 |m/))T. Tlorom cMO sies1OBasM HA CTAbA OBUM OLEPATOPUMA. Y IIPETIOCIIENHEM PELY

N

L)

Il
M

3
I
o

/

3

i
o

i)

’_ k|2
CMO TIPETIO3HAJIN JIa CyMa IIpeJICTaB/ba TeHepascanu Jlarepos mommaOoM L) —™ (%)

Hobujamo /13 je MATpUYIHY €JIEMEHT PABHOT TAJIAC, jEIHAK:

(| e | m>:e—LB‘2k‘2 m 7 (—lgh\" " n ? (=lgh n/in.
’ ’ m'! V2 n'! V2
o (VEPN o (K

Ako xxemumo ga HahleMo MeljyeJleKTPOHCKE WHTEPAKITHOHE YJIAHOBE 33 €JIEKTPOHE KOjU
ce HaJiaze Ha n-ToMm Jlanmayoeom HuBOY, norpeban Ham je @ypujeoB TpanchopMm TOTEH-
mmjasga. VI3 Tor pazsora je moTpebHO M3padyHATH MATPUYHHU €JIEMEHT PABHOT TAJAca:

2 2
I q oL
(n,m’;n,mb| T2 \n mysn,ma) = [Ln (2>] (mh, mb| €7 |my mg) . (J1.6)
Onasne Buaumo sa je marepakuuonu norennmjasa V() y n-rom JlangayoBom HUBOY €KBU-

2
. 2
BAJICHTAH OHOME U3 HajHmker Jlammayosor auBoa 10 Ha BHakTop [Ln (%)} .
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