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Ilor1aBsipe 1

YBOJ

1.1 VYarpaxjaJHU KBAaHTHU I'aCcOBU

Cirabo maTeparyjyhu KBaHTHO-/IET€HEPUCAHN TaCOBU Ha HUCKUM TeMIIEpaTypaMma y 3aMKaMa
MpyzKajy M3y3€eTHO pa3HOBPCHE MOTYNHOCTHM 3a KBAHTUTATHBHA WCTPaKMBarmba KBAHTHO-
CTATUCTHYKUX edeKara. YITPax/aJHu TaCOBU OJJIUKYjy Ce HEyOOM4ajeHO BEJIMKUM CTEIeHOM
KOHTPOJIE KOjU Ce Yy eKCIEPUMEHTy MoxKe roctuhu uaj muma. [IpoyuaBajyhu ose cucreme
110/ PA3JINIUTUM YCJOBUMA, JOJIA3UMO JI0 OTKpHha Koja JasieKo IpeBasmia3e yCKy 00/1acT
aTOMCKE M MOJIEKyJIapHe pusnke n ayOb0KO cexy y nuTarba (pU3nKe KOHJIEH30BaHE MATEPUje U
dusznke MHOroYecTHIHUX cucrema. /lernenujama jgereneprcanu (DEPMUOHU Y 3aMITH ITPUBJIATE
MakKmy Kao cucreMu 3a cede, a IOrOTOBO CY 3aHUMJBUBH KaJla MOCTOjH MOTYNHOCT 3a MOjaBy
CYTIEPIIPOBOTHOCTH, OJHOCHO 3a cTaBapame KyrnepoBux maposa.

[ytaBHy mpemnpeKy y eKCIHEePpUMEHTAJHO] PeaJM3alliji OBUX CHCTEMa IPEJICTAB/HAIO je
xnabemwe. Huje aumasio jako y saboparopuju noctuhu Bosze-Ajumraju KomaeH3anujy wim
kBaHTHY jerereparujy ®Pepmu raca. KombunoBanuMm merojama (3eMaHOBO ycropaBame,
Jacepcko xjabeme 1 eBaropaTuBHO XJyiaherbe) racoBi aJKaTHHIX MeTasia U JAHTAHOH/IA Ce MOTY
OXJIAJIUTH JIO TEMIIEPATypa pejia HAaHOKEIBUHA. YCIIECH Kao IITO Cy ocTBaperme boze-AjHrnrajn
koHsleH3anuje paspehennx Boze racosa 1995. roguue |1, 2|(E. Kopnesa, B.Kerepsie u K. Buman
cy 3a oBaj yerex noomin HobemoBy marpasy 2001. roguue), a 3atum u jgerenepucannx Pepmm
racoa 1999. ronune 3|, HanpaBuau cy uuras npeokper y dpusunu. Texnuke 3a xiaheme u
XBaTame aToMa y 3aMKe mIperno3nare cy kao Bpeane Hobemose narpaje. Crusen Yy, Kion
Koen-Tanyhu u Bunujam /. @uuic cy 1997. rogune narpahenu 3a pa3Boj MeTona 3a Xjaaheme
U XBaTalbe aToMa y 3aMKe JiacepckuM 3paruma. Hekonmuko rogmna kacuuje [lon JI. Xousr u
Teomop B. Xenrn cy 2005. roauHe q00M/IM HArpaJy 3a JOIPUHOC Y Pa3BOjy IpEu3He JacepcKe
CIIEKTPOCKOTIH]eE.

Hoga texmouionika jocrurayha oTBopusia cy Jaba IMUTaba U MOJICTAK/IA Jla/bu Pa3Boj 0bJiacTH,
Ha IPUMEp KaKO yK/byUHBalbe MHTEPAKIIAje YTUUIe Ha HEKe O] KapaKTePUCTUKA CHUCTEeMa. 3a
MHOrO roctojehnx crucrema je mojiesr HenHTeparyjyher @epmu raca oJyindHa MOJIa3HA TAdKa,
ajm J100po 3HAMO Ja Cy WHTepakIldje BeoMa BayKHe 3a IOTIYHHje pa3yMeBame (pusnke y
peaJiHOM cucTeMy. Tako cy y pU3uim XJIaJIHIX aToMa Hajlipe YJI0KEHU HAIOPH y MPOYYaBarbe
yTHUIaja KOHTAKTHE WHTEPaKInje Mehy aroMuMa, TadHuje jeHonapamMeTapcke BaH Jiep Basicose
nnrepakiyje. [lapamerap oBe mHTepakiimje je JIy?KUHa pacejarba Yy CUMETPUIHOM S-KAHAJLY.
KparkomomeTne mHTepakiyje cy BeoMa cjabo M3parkeHe KOJI pas3peleHHX racosa, JIOK 3a
dbepmuone pacejarbe y S-KaHAIY HE He TIOCTOjU (3a Pa3/IMKy O/ KJIACHIHUX U Bose racosa) 360r
AHTUCUMETPUIHOCTH MHOTOYECTUUHEe TajlacHe PYHKIMje IMPU MepMyTanuju decTuria. Takobhe
je m pacejame y p-KaHaJIy BeOMa MaJio 3aCTYIJbEeHO Ha HUCKUM eHeprujama, IITo objalmbaBa
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ycnermuoctT Mojesia uieaanor Pepmu raca. Kajga cy kacHumje peajn3oBaHM KOHJIEH3ATH Ca
aTommma xpoma >2Cr, epbujyma ®Er n mucnposnjyma Dy, koju nmajy Besmke marmerse
JmosiHe MoMeHTe!, u To peqom 6 pp, 7 pp, 10 pp, TOACTAKHYTO je MUTambe KaKBe MOCIe e
Ha KapaKTEPHUCTUKE PACIojiesie U IOHAIlame JereHePHCAHUX TracoBa WMAjy UIOJI-JINATION
unrepakuuje (JIJIN). Ucnocrasrba ce Jia JUNOJ-UION UHTEPAKIje OUTHO YyTUIY Ha KapakTep
pacejama y racy, Ha CTaOMJIHOCT CHCTeMa, OOJIMK aTOMCKOL Taca, a Koj hepMuoHa u Ha 00JIUK
@epmu nmoBpiu U pasne japyre ocooune. Mu hemo pasmarparu Jierenepucanu Pepmu rac
Ha Temreparypu 1 = 0, Koju moce/yje MarHeTHU (CTATHU WM WHIYKOBAHM) U €JEKTPUIHN
JIATIOJTHU MOMEHT U KOjU je OCeT/bUB M Ha MarHeTHO W Ha eJIeKTpU4IHO noske. [Imrahemo ce mra
ce nemraBa ca PepMu MOBPINK, KAO U IIITA CE JIeNaBa ca IMTPOCTOPHOM PAacIoJIesIoM (hepMUoHa
Ka/la MEhaMO jaduHy MarHeTHUX JIAIOJTHUX MOMEHATa YCMEPEHHMX JIyzK OCe OPTOTOHAJIHE Ha
OpPUjeHTAIN]y €JIEKTPUIHNX JTUITOJTHUX MOMEHATA.

XapMOHHUjCKE 3aMKe Cy BeOMa, jeJJHOCTaBHE 3a peasu3aljy u 006e30ehyjy npocTopHy JIOKaII3a-
nujy yarpaxiajgiaux cucrema. Koj dpepmuona, y ciydajy Kajia je 3aMKa aHU30TPOIHA TO he ce
OJIPA3UTHU Ha U3TJIEJ PACIIOJIe/Ie TYCTUHE Y PEAJTHOM IIPOCTOPY, JOK he y UMITYJICHOM IIPOCTOPY
u jga/be outn Hemedopmucana Pepmu cdepa, ¢ 003UPOM [a je KUHETUIKH UJIAH XOMOT€HA
KBaj[paTHa (DYHKIMja CBUX KoMIoHeHTH umiysica. Mehyrtum, kama npoydasamo gunosine Gepmvu
racoBe, y UTPy y/Jaa3W W WHTEPAKIIMOHW “iaH. Taja Jo1a31 10 KOMIIETHINje KUHETUIKOT U
U3MEHCKOI' WIaHa, ycie dera jomas3u jio Jedopmaruje Pepmvu cdepe, MTO TEOPHUCKU ITPOYUEHO
y pauy 4] u nobujeno y excruepumenty |[5].

Y HacTaBKYy Iorjas/ba 1 1mojiceruheMo ce HajBaXKHHUjUX KapaKTepucTuka uiaeajsHor @epmu raca
Ha HUCKHNM TeMmIreparypama. Vctahu hemo HajBakHIje KapaKTepUCTHKE HJIEAJTHOT JIeT€eHEPICAHOT
@epmu raca, 3aTUM heMO pa3MaTpaTH rac y XapMOHHjCKOM IOTEHIHjay U Ha Kpajy hemo
YBECTH JTUIOJI-/TUTIOJI NHTEPAKIIH]Y.

1.2 WMpaeanan Pepmu rac

C obzupom j1a hemo ce y oBoM pajty 6aBUTH yATPAX/IIHAM JTUTOJTHAM (PEPMUOHNMA Y 3aMIIH,
HACTABaK OBOT MOIVIAB/ba, MOCBETUNEMO OCHOBHIM KapaKTEPUCTHKAMA XJIaIHOT (hePMHUOHCKOT Taca.
Kako y yarpaxyajHuM cucreMuMa jadnHa MehyaToOMCKIX WHTepaKInja MOYKe OUTH TI0JIeleHa ca
BEJIMKOM Ta4YHOIINY U y BEJIMKOM OIICEry, YaK ce MOr'y e(peKTUBHO U UCKJbYUUTH, 38 IOYeTaK
hemo onmcaru nypeanan @epmu rac.

[Tocmarpajmo xomorenu cucrem jerenepucanor @epmu raca Ha HyaToj Temueparypu. Heka N
WJIeHTHIHIX decTuna Mace M 3aysuMa sanpemuny V = L3, JenHouecTnuHa cramba cy paBHU
TaJacu ca eHePrujoM

h2k?
rjie umIrysic k jequncrseno ojipehyje cBojcTBeHa cTama U y3UMa JIMCKPETHE BpeHocTu oapehene
IIePUOJMIHIM TPaHUIHUM ycjosuMa, k = 27n/L, n € N3,

€k

@epMuOHCKA MHOTOYECTUYIHA TajlacHa (DYHKIM]ja, KOja ce CACTOjU U3 OPOUTATHOT U CITMHCKOT
Jiesia, je aHTUCHUMEeTPUYIHA, Tj. IIPU 3aMEHH JIB€ MJICHTUYHE YECTHIe 3HAK TajacHe (PYyHKIIHje
ce Mmema. Kama Ou ce jgBa depMumoHa HaIIa Y UCTOM OPOUTATHOM U CIHUHCKOM CTaiby,
IbUXOBa 3aMeHa He Ou JloBesia JI0 IIPOMeHe 3HaKa TajacHe (byHKIMje, ma u3 aHTUCHMeTPUY-

1MaFHeTHI/I JAUITOJIH MOMEHTH Ce yO6I/I‘{ajeHO I/ISpa}KaBajy y BOpOBI/IM MarneToOHHuMa, qua je BPEIAHOCT
pp = eh/(2M,) = 9.27401 x 10~24JT~!, rue je M, maca eqexTpowa.
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Ciauka 1.1. Ha ciunu je npukasana @epmu-/lupakoBa paciojiesia 3a HEKOJIMKO BPEIHOCTH ITapaMeTpa
pB3. Ha mysroj Temmeparypu parojiesia usrieia Kao Xesucajiosa cren hyHKImja (ICIpeKniana KpruBa,
w3 — 00), Ha BUIIUM TeMIIepaTypaMa OJCTYIIa OJf MJIEAJTHOr OOJIMKA HA HAYUH [PEJICTAB/LEH HA CJIHIIN.
pBena KpuBa ojrosapa BpegHocTu mapamerpa uf = 100, miaBa KpuBa oIroBapa BPEIHOCTH TapaMeTpa
pfB = 50, upHa KpuBa oxroBapa BpeJHocTH mnapamerpa 3 = 20.

HOCTH TaJlacHe (DYHKIIMje 3aK/bydyjeMo Jia Ou meHa BPEIHOCT Omla jeaHaka HYJIU, OJHOCHO
BUJIUMO J1a JiBa (DEepMHUOHA He MOry OMTH Y UCTOM KBAHTHOMEXAHHIKOM CTamby (BEepoBaTHO-
ha 3a 1o je jenmaka mysm). [akie, Makcumajan OpOj HOIMYHEHOCTH (DEPMHUOHCKOT CTaHa
je jeman. 3a Hemreparyjyhe dbepmuone pacrogesia 1o eaeprujama je @epmu-/Iupakosa pacmoea,

1
== 1.2
W) = 7 (1.2)
rie je B = 1/(kgT). Ha mynaroj Temmeparypu pacrojiesa y3uMa ujieatan 00K XeBucajioBe
crer pyHKIH]E:
v(e) = Hie —p) , (1.3)
OBJIe (i O3HAYaBa XEMWjCKH TOTeHIUja)l Koju je jegnak PepmujeBoj enepruju Ep. Ha mymnroj
TeMIIepaTypHu CBa EHEPTreTCKa cTarba HUXKa 0J1 g cy ToIyheHa, JIOK cy Bulla mpasna. [[pumernmo
Ha cuiy 1.1 ma camo Ha HYJITO] TeMiiepaTypu (hepMUOHU OIMITPO MOMYHHaBajy CTabha MUCKJbY IHBO
ucnoji Fg, 10K Ha BUIIUM TeMIIepaTypamMa UMajy U TepMaJIHy eHeprujy 300r Koje OHJIa IOy haBajy
U BUIIIa €HEPTeTCKa CTama. Y KylaH Opoj dhepMuoHa Koju ce Haja3u Y CBUM J03BOJHEHUM CTabUMa
je:

N = /000 g(e)v(e) de, (1.4)

. . . . . VM3/2
rje je g(€) rycruna crama, Koja je 3a coboiHu rac KopeHa dbyHKIUja eHepruje g(€) = T Ve

Hakon nnTerpamnuje mobujamo:

h2
- 2M
rie je n = N/V. Onarie oamax ountasamo n Ky = (672n)'/3, ®epmujes nmimyic koju oarosapa
cTamy ca eHeprujom Fg. 3a cioboaHe HemaTeparyjyhe dbepMuone Ha HYJITOj TEMIIEPATYPU BaXKN
Jla cy CBa cTama ca umiysicoM MamuM o Pepmujesor nomymena, 1j. |k| < Kp. OBa HejeqHakOCT
nedunnnie Pepymu Mope y UMITYJICHOM TIpOCTOpy, a jeanakoct |k| = Ky medunurie moBpin Koja

Ep (6m2n)%/? (1.5)

3
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JIeJTU TIOITYhe€Ha, O] HEIOYIheHNX CTaba, Kojy HazuBamo Pepmu noBpir. Y ciiydajy UjaeatHor
@epmu raca oBa IOBPII je cdepa pajujyca K.

Kana nMamo rycTuny cTama, MOXKEMO JIAKO J1a U3PadyHaMO CBe TePMONHAMIYIKE BeJIMYUHE.
Tako ce moxke Hahm yHyTpallllba €Hepruja CUCTeMa, a 3aTHUM Kopucrehn jeHaunHy cTrarmba JIaKo
HaJIa3MMO [IPUTHUCAK, KOjU Ce y OBOM CJIy4ajy Hasuba [layimjeB KBaHTHH NPHUTHCAK. 3& PA3JIUKY
0J1 KJIACHYHUX YecTHIla 1 0030HA, IPUTUCAK KO/ JIereHepucaHuX (PepMUOHA IOCTOJU U Ha HYJITO]
TeMHepaTypu. 1o HaM TOBOPH Jla HErOBO MOPEKJIO HUje y TepMaJaHuM QuIyKTyarujama, Beh
IIOTHYe U3 OCHOBHUX KBaHTHOMEXaHWYKHX IIPaBUJIa KOja ce OJHOce Ha (DepMUOHe.

1.3 Pepmu rac y xapMOHHJCKO] 3aMIIA

la ducmo ekcriepuMeHnTatHO n3ydasain Pepmu racoBe, KaKo ce decTuile He 6u pazjerere,
HEOIIXO/THO je Jla rac 3apoOdMMO YHyTap MOTEHIHjaTHe 3aMKe. 3aMKe MOI'Yy OUTH Cavduib-eHe O/1
1I0CeOHO TOJIEIIEHOT MArHeTHOT 110Jba UJIN OJ1 YKPIITEHUX JIACEPCKUX 3paKa, KOjU rac JIpzKe Ha
jeaHoM MecTy 1 oMoryhasajy My J1a ocTaHe TepMaJsiHo u3oJoBan. Ha oBaj HaunH ce KBAaHTHU TacoBU
Y MarHeTHUM, ONTUYKUM U MarHeTo-ONTUYKAM 3aMKaMa M3ydaBajy Ha TeMIllepaTypama peja
HAHOKEJIBIHA. ¥ OBOj CEKIji HaBeIheMo IJiaBHe ojjiuke ujeaaHor PepMu raca y aHU30TPOITHO]
TPUAKCU]AJTHO] XapMOHMJCKO] 3aMIIU, KOja je OIMcaHa cjejehuM moTeHIn]jaIoM:

M
Ulr) = — (w2a* + w§y2 +w22?) (1.6)

rie w;, @ € {x,y, 2z} upencraBpajy GpekBeHImje 3aMKe y oAropapajyhuM mpasiuma.

[IpernoctaBspajyhu ja je 6poj decTuiia raca BeoMa BEJIUKN, MOYKEMO JIa KOPUCTUMO CEMUKJIACHTHI
HpUCTYI y onucy Harer cucrema. CeMUKIACUYIHU OIHUC je J103BOJ/beHo Kopuctutu 3a epmu
rac ca HEXOMOT€HOM PACIIOJIesIOM 1 (r) aKO MOXKEMO Ja U3JIeIMMO CHCTEM Y Jiejulie JInHeapHe
nuMensuje { Tako Ja ce y CBAaKOM JleJnhy Haja3u 3HATHO BUIIE OJ1 je/IHe YeCTHUIle raca u Ja ce
y OKBHDY 3aJiaTe hejmje moTeHIrjal He Meba IMyHo uMajyhn y BULy Jia je KapaKTepUCTHIHa,
enepruja cucrema Fg, 1j. Fp > hw. [Ipumernmo na Ha riepudepuju racHor obJiaka He BayKu
oBa alpokcuMalja, Mehyrum Ta obJacT je Beoma ycka, U He yTUde 3HadajHO Ha ITOHAIIAbEe
cucreMa. Y CeMHUKJ/IACUYIHOj allpOKCUMAIIA]U CBAKA YECTHUIIA je ONMUCAHA TAJACHUM TAaKETOM KOjH
je 3aj1aT KoopJuHaTtaMa r u K y ¢dasHoOM IpocTopy, a eHepruja YecTHIle je CBOjCTBeHa eHepruja
Xammrronnjana €(r, k) = h; ]\kj + U(r). Y oBom ciyuajy Pepmu-/Iupakosa pacroena jgara je
U3Pa30M:

1

v(r k) = Bler )] 1 1

(1.7)
rje je xeMujcku noreHnujait oapehen nopmasmsanuonum yeiaosom (1.4). Ckpehemo naxmy jia
ce y ciydajy Kaja je rac KOHDUHUPAH Y XapMOHU]CKOj 3aMIIM JI03BOJbEHA CTarmba y (hazHOM
IPOCTOPY Cy cy30ujeHa, caMUM TUM U I'yCTHHA CTalba UMa JIpyradujy 3aBUCHOCT OJ €Hepruje:

gle) = €2/(6h*w?), re je w = (wow,w.)? [0].

3a Ja/by paJi HaM je OJ BEJTMKOD 3Havuaja Ja JepUHAIIEMO KApAKTEePUCTUIHY eHEPIH]y CHCTEMa
1 TeMiepaTrypHy ckajy. Ha mysnToj Temmeparypu xemujcku mnorennujasa gedpunuire epmu
eneprujy (u(7 = 0) = Er) n uHTerpaimja HopMaan3anuosor yciona (1.4) Hac moBo/m j10:

Ep = kgTy = hw(6N)Y/3. (1.8)
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Hedunumummo caja n KapakTepUCTUYHE JUHeapHe JuMen3uje racHor obsiaka nu Pepmu cdepe,
m3B. Tomac-Pepmu pajujyce 1 Gepmu uMITysice y caydajy CUCTEMa Y XapMOHU]CKOj 3aMITH:

2Ep
RY = 1.9
(3 M(JJZQ ) ( )
OME
KY,=KP= d (1.10)

I

Ose BesmmumHe ce J00Hjy HHTerpa/berbeM pactojese (1.7) Mo UMIIyJICHOM U PeaHOM TIPOCTODY.

1.4 IunoJja-auioJ mHTepakmnnja y gereHepucannM Pepmu
racoBIMAa

Y oBoMm pajry mzydaBahemo yaTpax/iajiHe JurojiHe hepMuoHe y xapMoHnjckoj 3ammiu. Crora
hemo OBy CeKIMjy MMOCBETUTH JTUIIOJI-JIUIIO nHTepakiuju. Pazmarpahemo men 00K, ocobune,
MoOryhy KOHTPOJIy Y eKCIIEpUMEHTAJTHUM ocTaBKama Kao u yrunaj /IJI wa ocnoBHo crame
yiarpaxjananux cucrema. Ca eneprercke Tadke riejauiira, enepruja 1IN je 3navajuo muxka o
TepMaJIHe eHepruje YecTulia Ha COOHOj TeMIIePATYpU, a Y KJIACUIHOj (pU3UIM OBa MHTEPAKIHI]ja
He Urpa 3HAYAjHY YJIOI'Y KOJ[ TacoBa.

(a) (6) (8) T

(r) T

(o]

Cumka 1.2. IIpupoga gunos-aunon uarepakmuje. (a) Jumosu yeMepenn [1yzk pasiuduTux OpTOBa €1, €2.
Uurepaximja onajia ca pacrojameM r usmMely nsa punosa. (6) Iosapucanu gaumosnn gy jeJMHATHOD
opra e. Marepakuuja 3asucu oJ yria usmelly Bekropa r u opra e. () Kondurypanuja kajga cy aumosu
jeJlaH u3HaJL Ipyror, y Kojoj ce npusiade (ciaydaj § = 180° wiu 6 = 0°). (r) Konduryparuja y kojoj cy
JIITIONN jeJlaH TIOPe/ IPYTor, ¥ K0joj ce oabujajy (cayuaj 6 = 90°)

C ob3upoM Jla cumeTpuja, JOMET WHTEPaKIWje M jauynHa WHTepakiuje OUTHO yTHYy Ha
KapaKTEePUCTUKE U IOHAIllalke cucreMa, odekyjemo ja JIJIV apyraduje JIONMPUHOCH U3IJIELY
OCHOBHOTI' CTarba M TOHAIIAY CUCTEMa OJ KOHTAKTHE MHTEpaKIfje Koja je yoOmdajeHa KoOJI
6030HCKHUX cucTeMa. JIOK je KOHTaKTHA MHTEPaKINja U30TPOIHA U KPATKOJIOMETHA, JTUTIOJI-TUTIO
UHTEPAKIN]Y OJJINKY]Y aHU30TPOIMHOCT W JTYyTOJOMETHOCT. Y 3aBHCHOCTH OJ] yIJia H3Mehy
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OpHUjeHTalldje JIBa JNUIIO0JIA, JIAIOJI-IUII0 HHTePaKIja MOXKe OUTH IIPUBJIAIHA, Al U OJ00jHA
(cmka 1.2). /Ipa qumodia MOCTaB/beHA TTAPAJIETHO jeIaH MOpeJ] APYTor ce oJ0ujajy, T0K ce OHI
KOjU CTOje jeJaH M3HaJ JIPYror npusiade. Jlako ce Haja3m W yrao OpHjeHTaIuje 3a KOjU je
urTepakmuja mynta (6 = arccos 1/v/3 ~ 54.7°). Cse ose ocoGune JIJIU umme aumosHe cucTeme
Ha MHOTe Ha9YMHEe KBAJUTATUBHO JIPYTAYUjUM OJI OCTAJINX CHUCTEMA.

8a JBa JUIIOJa Ha pacTojamy I' jeJaH OJI JAPYTor, KOji Cy OPUjeHTHCAHN PEeIOM IyzK IIpaBalia
e1, e, JI/IV norennujast uma ciaejaehm odOuK:
Caq (€1 - e2)r? — 3(ey -r)(eg - T
Vaa(r) = S ler r)les 1), (1.11)

4 Ir|®

Jlok 3a mosiapucane JUIIOJIE JI00Uja 110jeIHOCTAaB/beH ODJINK:

Cyal — 3cos?6
Via(r) = 4;1;1 SR (1.12)

Bpcra u jaumna maTepaknuje oapehene cy nmapamerpom Cyq, KOjU je IUPEKTHO MPOIOPINOHAIAH
KBa/IpaTy MarHETHOT OJHOCHO €JIEKTPUIHOT JUIOJTHOT MOMEHTA. 3a MarHeTHE JIUIOJTHE CHCTEeMe
jadmHa WHTEepaKImje je:

Cl = pom?, (1.13)

rje je m MarHeTHH JTUIOJTHU MOMEHT, OOMYHO M3PaKeH jeJIMHUIAMa [ip, & [iy ITPEJICTaB/ba
Mar#eTHy repmeabutHocT Bakyyma. Opom tuny JIJIV momjiexky mMaraeTHe aTroMcke BPCTE Kao
mTO Cy aaKamnu Meraya - xpom (**Cr) wan nanranonmm - epbujym u mucrposujym (7 Er, 1'Dy).

Kana rosopumo o cucremnma ca eJeKTPUYHUM JTUMOJTHUM MOMEHTHMA, OOMYHO Ce PaJii O
XeTEePOHYKJICAPHUM MOJIEKYJIIMA, TJe HEXOMOT'E€HOCT PAaCIo/jiesie HAe/IeKTPUCAha Y eJIEKTPOHCKIM
OMOTa4YMUMa JO0BOJIM 10 HOjaBe IHEepMaHCHTHOI' JUIIOJIHOT' MOMEHTa. HeKI/I OJI yJITpaxXJjaJHuX
MoJteKysa Kox Kojux je yrunaj JIJIU Beoma Baxkan cy KRb [7], NaK [3], RbCs [9], koju mory
Ja Oyay XeMHjCcKM CTaOWJITHW caMoO Ha HUCKUM TeMIlepaTypaMma. VcrmocraBiba ce Ja CTaJHA
JIUTIOJTHA MOMEHT I[IOCTOjJU U KOJI XOMOHYKJIeapHuX PusbeproBux Mojiekysia (Koju ce cacroje oy
jesHOr aroMa pyOuMjyMa Yy OCHOBHOM CTarby ¥ JIDYTOT Y BUCOKO €KCIIMTOBAHOM CTakby), U OH je
IIPONIOPIMOHAIAH KBAJIPATy IVIABHOI KBAHTHOT Opoja n’ [10]. ITocToju u moryhHaOCT MHIyKOBamba
JUIIOJTHOI' MOMEHTa Yy aTOMCKHM WJIM MOJIEKYJ/IaPDHUM CHUCTEMHMA HOMOhy jaKOF CIIOJballlber
eJIEKTPUIHOT TI0Jha. Y CBAKOM CJIydYajy jaunHa MHTepakImje je oapehena ca:
d2

= (114)
rje je d eNeKTPUYHU JUIOTHA MOMEHT OOMYHO u3pakeH y jeiumnuriama lebaja (D), a €
je JneeKTpUuIHa MPOIYCT/bUBOCT BakKyyMa. Turmuan oguoc usmely jauuna JI/IV momapamx
MOJIEKYJIa M1 MAarHETHUX aTOMa je MPOMOPIINOHAIAH KBaJIpaTy 3oMepdesoBe KOHCTaHTe (pruHe
crpykrype CSq/CT ~ 1/a? ~ 10* 2.V ciayuajy Punbeprosux aToma osaj ommoc je nt myTa sehin.
Haxe, Tuninuna jaunaa maraetrne /[JIV je Hekomko pejioBa BeuvdnHe Mamba OJ yoOudajeHe
enekrpuane JJIN.

Y pedepennu || 1] je pasBujeHa TexHUKa 3a MOJIENIaBALE jadrHe, ajll U 3HAKA WHTEPAKIIUje y
ATOMCKHUM CHCTEMUMa Ca HEHYJITUM CTAJHUM MarHeTHUM MOMEHTOM. Y OBOj TEXHUIIM KOPUCTU

2BpeHOCT OBE KOHCTAHTE je (rg = 1/137 = 7.297 x 1073,
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ce KOMOMHAIja CTATUIKOI MarHEeTHOT 110Jba 2K 2-0ce W Op30 poTurajyher mospa y HOpMaJIHO]
TY-paBHU, TaKoO Jia je pe3yaTyjyhn BpeMeHCKHU 3aBUCAaH JUIOJTHA MOMEHT:

m(t) = mle, cos ¢ + (e, cos QU + e, sin Q) sin ¢)]. (1.15)

Y oBoj jeqnaununu ) je ppekBeHIja poTalije mojba, a yrao ¢ je oapeheH ogHOCOM aMILIHTY/Ia,
craTnyakor u porupajyher mospa. Opeksenryja ) je m3abpana Tako Jjia ce y BpDEMEHCKOM TTEPUOTY
Q™! aromu He momepajy 3Ha4ajHO, JOK MarHEeTHH MOMEHTH aJujabaTCKH IIpaTe CIO/ballibe HOJ/be
B(t). OBo omroBapa yciaoBY Wrarmor > 2 > w. Y ToKy nepuoja 27w /{) edeKUBHN MarHeTHH
JIUTIOJTHU MOHEHT je JIaT U3Pa30M:

m2z = m? a(o), (1.16)

€

riie je a(¢) naro uzpasoM a(d) = (3cos® ¢ — 1)/2 u MoxKe ce KOHTHHYyaJIHO MemaTu o 1 10 -1/2,
Bapupajyhu yrao ¢. /lakse, oBaj MeTO/I JI03BO/baBa Ja Ce 3HaK MHTEPAKIUje TPEOKPEHE WU JIa
nHTepakiuja epeKTUBHO Oy/ie jeHaka HyJ/M. AHAJIOIHE TEXHUKE MOI'Y OUTH IIPUMEIbeHe U 3a
cTaJIHe eJIEKTPUIHE JUIO/IHE MOMEHTE Y HOJaPHUM MOJIEKY/IUMA. EJIeKTPUIH TUIOJIHA MOMEHTH
MOT'y OUTH KOHTPOJIMCAHU U CAMO MEHhAamheM jauuHe U OPUjeHTaIldje CIIOJbAIIbel eJICKTPUTHOT
110/ba. EJIEKTPUIHO 110/be, KOje je MOCTAaB/heHO y UCTOM CMepy Kao M CTAJHU eJIeKTPUIHU JIATIOJIN
raca, JoBemnihe 10 oBehama JUMOJTHONX MOMEHaTa, a CYyIIPOTHO OPHjeHTUCAHO MOJbe J0 HHIXOBOT
CMambema.

1.5 Jlocagamimu pe3ysaTaTu

Y oBOM 0JiesbKy heMo YyKpaTKO pesuMHUpPATH MeTOJ M pe3ysare Ipukasane y pauy [12],
rJe ¢y JeTa/bHO aHaJmM3upaHa (pU3MYKa CBOjCTBa yJITpax/ajHor aurnogHor PepMu raca Ha
HYJITOj TEMIIepaTypH. 3a PA3IUKy O/l IIPETXOHUX pPe3ysiaTara y OBOM II0JbY, OBJIE je JI03BOJbEHA
IPOU3BOJbHA OpPHUjEeHTAIlNja JINIIOJIA, IIITO 3HAYAJHO OTEXKaBa PAIyH U IPH OJpehuBarmby OCHOBHOT
CTamba CUCTeMa, a IMOCEOHO MPU pa3MaTparmby JUHAMUKE CHCTEMA.

IIpe cBera, y paxy [12]| je passujena u usBenena Xaprpu-Pok Teopuja 3a yarpaxiajHe TUIOTHE
depMuoHe, Ynju JIUTIOIH Cy OPUjEeHTUCAHU TI0JI ITPOU3BO/HLHUM YIJIOM Y OJIHOCY Ha OCe 3aMKe.
Teopuja je passujena nosazehu ox Buraepose dyukimje. 3atum ce cripoBohemeM BapujaroHOr
padyHa, 3aCHOBAHOI HA (PUBUIKI MOTUBUCAHO] TPOOHOj (DYHKIINjU U MUHUMU3AIU]OM €HEPreTCKOT
dyukImonasa, oapehyjy BapujarMonu mapaMeTpyu U HaJIa3l OCHOBHO CTarbe CUCTEMA.

Y 1oMeHyToj JiucepTanuju IpuKa3aHu ¢y pe3y/ITaTu BapHujallnoHOT padyHa. V3 bux ce MoxKe
BUJIETU KAKO CTAOMJIHOCT CHCTEMa 3aBHCHU OJI jaduHe JIUIOJI-UAIIO HWHTEPaKIje. 3aTUM je
onpeheno kako ce jpedopmuiry Pepmu moBpin u 06JIUK racHOT 0b1aka. leTa/bHO je ncrmTaHo
Kako pusndke ocoOMHE OCHOBHOI CTaiba CHCTEMa 3aBHCE OJI OpHjeHTallfja JUII0JIa, OJIHOCA
dbpeksennuja 3amke, 6poja decruria y cucremy u jaanue LI, Y pany [12] je npoyuasana un
JITHAMUKA CUCTEMA.

1.6 Xaptpu-®ok Teopmja cpeamer mojba

Jlumos- 1umosr nHTepaKIija je HapounTO 3aHUMJBUBA jep ce Beh Ha HUBOY T€OpHje CpPeIrber
10/ba JI0JIA3U JI0 KBAJIUTATHBHUX, a0 U JO HEKUX KBAHTUTATHBHUX OTKpuha u 3ak/bydaka. OBy
CEKIN]y MOCBETHNEMO KPaTKOj JucKycuju o XapTpu-PoK TeOpUju Cpeber moJba.

Axo pasmarpamo jegHokoMmmoneHTHE PepMu rac aToMa W MOJIEKYJIA ca JUITOJINMa OPUjeHTUCA-
HUM JIy2K aKCHjaJIHE OCe XapMOHHUjCKe 3aMKe, XaMUJITOHUjaH OBAKBOI CUCTEMA JAT je cjemehum
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U3pPa30M:

N
A h? M
A= [ Mt ved )]+ X Vata ) (17

a<f

Y oksupy Xaprpu-Ook Teopuje 3a MHOroUYeCTHUIHE cuCcTeMe, Bell y IPBOM peiy alpoKCHMAaIlfje,
opeJ, KWHETUIKOT U IMOTEHINjATHOT djIaHa, MMaMo JaBa wiaHa koju nmoruay ox JIJIN. 3a tpe-
HYTHE €KCIEePUMEHTAJIHE JOMEeTE je CBAKAKO PEJIEBAHTHO MOCMATPATH CaAMO IPBHU PeJl, ¢ 003UPOM
Ja edeKTH JAPYTror pejia alpoKCUMAalldje U Jla/beé HUCY BUJJbUBH. 1JIAHOBU Yy IIPBOM DEJLy CY
JUpeKTan XapTpujes wian u nudMencku PoKOB WiaH, KOjU je MOCIenIa aHTHCUMETPUTHOCTH
TorajHe hpepMuOHCKe MHOrouecTudHe yukiumje. OBa Teopuja ce Moxke dhopMyscaT oMoy
Burnepose dynknuje, o kojoj hemo jerapbHuje TOBOPUTH KACHH]E.

Hame, kopucrehu ce Xaptpu-PoK TEOPUjOM MOXKEMO Jla U3padyHaMO YKYIIHY €HEPrujy OCHOB-
HOI' CTarba, IIOCMaTPAHOr y OKBUPY BEJIMKOI KAHOHCKOT aHcaMOJjia. MuHIMMA3aIMjoM BeJINKOr
KAHOHCKOI' ITOTEHIIjasIa 110 CBUM DPEJIEBAHTHUM IapaMeTpuMa JI001ja ce CUCTEM je/IHAYNHA KOju
OTIMCYyje OCHOBHO CTarbe, Ka0 U aHaJUTUIKU u3pas 3a jedopmarujy Pepmu nospru. Hakon
OIIMCAaHOI' aHAJIUTUYIKOI' IeJIa, HYMEPUYIKU CE MOI'y pelllaBaTU je,Z[Ha“H/IHe 3a pa3He pezKuMe 6I/ITHI/IX
bu3nIKuX napamerapa.

Kazna pazmarpamo nsorporran ciydaj, XaprpujeB u PokoB wiaH ce rnoruinTapajy u tume Oepmn
MOBPII 3aIp;KaBa CBOjy CUMETpHjy - ocraje chepa. Mehyrum, kaga y o63up yzmemo IV, oba
Y/laHa UMajy HeTpUBHjaJaH JIonpuHoc. /Jlupekran wiaH je oJiroBopaH 3a JieopMaIjy racHor
obsaka, ok PokoB 4jian Jo0Boju j10 gedopmariuje Pepmu mospiiu. Pepmu MOBPII Ce U3y KY]e
JIy2K OpHjeHTallfje JuIoia, a oBa jedopmarja npahena je pedopmarimjom obraka y peasHoM
upocropy. [lemarcku npukas jgedopmannje obaka raca u @epmu moBpiin Aat je Ha caunu 1.3.

z

(8)
Yy

T
kx> k-
r

ORI (h)

% Yo hy ky

Cumka 1.3. Ha oBoj memn npukasanu cy: (a)-(8) Obauk raca y peannom mpocropy. (r)-(h) O6muk
®epmu nospim y umirysicaoM npocropy. Couke (a) u (r) ogrosapajy ciydajy nemnreparyjyher @epyu
raca. (6) u (1) upezacrasipajy munonnun Pepmu rac uuju cy obsax raca u Pepmu cdepa uzgyreHn
nyx oce 3amke. (B), () npukasyjy asocrpyko nunosmnun Pepmu rac umju cy obnak u Pepmu chepa
nedopMucanu y nBa mpasiia.
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SHavajaH pe3yaTaT je Jda MOCTOju KPUTUUIHA BPEIHOCT jadrHe MHTEPAKINje HAKOH KOjeé CHCTEM
nocraje Hecrabmian |12]. U nedopmanuje y dasHom mpocTropy u cTabUIIHOCT 3HAYAJHO 3aBHCE
0/ OpHjeHTAIIHje JIUTIO0JIa U Yy OBOM PaJIy Cy JieTa/bHO MCIIMTaHe OBE 3aBUCHOCTHU 3a 00a IoJiapHa

yraa (60, ¢).

1.7 Xaprpu-®ok Tteopmuja 3a BurnepoBy byHkIm)y

Y pagy [12] je munoman @epmu cucteMm nocMarpan u3 yrira GhopMysialije KBAaHTHE MeXaHUKe
y dazHom mpocTopy. Y 0BOj ceKInju objacHuhemMo Kako ce jiojia3u 10 Burnepose dyHKIHje
pacrojiesie U HaBenthemo Heke ocobune oBe (PyHKIM]E.

3HaMO JIa Y KBAHTHOMEXaHUIKUM IPOOIeMUMa TajlacHa (DYHKIWja 1) (r) HOCH CBE HEOIIXOJHE
nudopmalje O KBAHTHO] decTUIn. J3Hajyhu tasacHy QYHKIN]Y, MOXKEMO H3PadyHATH
BepoBaTHONY Hasaxkema decture Ha nosuruju r, |¢(r)[* mm ca nvmycaom k, |[¢(k)[2. YV
dopmynanuju y (pazHoOM MPOCTOPY HAM je yMecTo TajacHe (pyHKImje norpedbra Burneposa
dbyukmmja pacnogene W(r, k). Meljyrum, ¢ 063upom Ha Baxkeme Xaj3eHOEProBOT MPHUHITUIIA
HeojipehenocTu oBa pacroziesia He MOYKE OWTHU IIPOCT MPOU3BOJ, PACIOJEE y PEATHOM U
nMIrysicHoM ipoctopy. CtpukTHO roBopehu, npuHIun HeonpehenocTu yorrre He 103BO/baBa
mocTojame yHKIHje paroese y (pazHOM MPOCTOPY 3a KBAHTHOMEXaHUUIKY YEeCTHUILy, jep He
MOZKEMO Ca, CUT'YPHOIINY MCTOBPEMEHO 3HATH M KOODP/IMHATY U UMITYJIC Y€CTHIIE, T€ HEe MOYKEMO HU
nedbuHuCcaTH TadHy pactojeny BeposatHohe. Nmak, moryhe je pedbunucaru ogpehene dyukimje
KOje Cy HaJINK KJIACHYHUM pacliojiesiaMa BepoBaTHOhe, Tako3BaHe KBasuauctpuoyiuje. Ocum
IITO Cy 7A00pa CPEJICTBA Y AHAJUTUYKOM PadyHy, OHe MPYXKajy U YBUI y Be3e uzMmel)y KBaHTHE 1
KJIacu4He (pusuke.

[IpBy kBasumucTpudytujy nedunucao je Burnep 1932. rongure kako Ou mpoyvyaBao KBAHTHE
KopekIuje kiaacudne craructuuke dusuke [13]. Osa pacnogena 3ose ce Burneposa dykiuja
u MU heMo je KOPUCTUTH Hajasbe, ajim CKpeheMo ImaKiby Jla I0CTOje M JIpyre paclojesie
KOje Cy KacHUje HacTaje y Jpyrum obsacruma dpusnuke. OCHOBHO IuTame Ha Koje je TpebaJio
Hahu 0JIrOBOD je Kako Jla HallpaBUMO KBATHOMEXaHUYIKHU aHAJIOTOH pacrojese y (hba3zHOM IIPOTOPY.

Jlahemo cama jemHocTaBHY MOTHBaIMjy 3a TpaHcdOpMAIUjy Koja IOBe3yje oleparope y
XubeproBoM mpocTopy ca dyHKIHjama pactojesne y ¢dasuaom mpocropy. llocmarpahemo
jenHy decTuily y jemHoj auMeH3uju (IITO ce MOYKe NeHepasM30BaTH HA BUINE JUMEH3Uja) U
nedurrcaheMo KBAaHTHOMEXaHUIKU aHAJIOTOH TpajeKTopuje. Y KJIACUIHOj (PU3UIU, TPajeKTOpUja
je ckym Tayaka y ¢asznom mpocropy. [lormenajmo cienehun nspas y JlupaxoBoj nHotamuju:

(s 30 56 (e 3) (o ) w9

U TTPOYMTAjMO ra 37lecHa Ha JieBo. [IpBu dakTop je ammuryia BepoBarHolie J1a ce yecTuria y
cramy |V) Hajasm Ha MeCTy & — 3, JIPYTH je aMILIATYa BepoBaTHONE Jla YecTUIa Ha HCTOM TOM
MeCTy nMa UMILYJIC k, 3aTUM UMaMO aMILJINTY/1y BepOBaTHOhe Jda Cce JeCTulla Ca UCTUM HUMYJICOM
HAJIa3u HA MECTYy T + 5, M Haj3a]| JIa ce YeCTUIA Ha UCTOM TOM MECTY W JIajbe HATa3H y CTamby
|W). Unrerparumja mo s, mTo je cyneprosuiija cBUX MOryhux KBAHTHUX TPajeKTOPHja, HAM Jaje
BuruepoBy dbyuknmjy,

Wiz, k)= /\If* (a: + g) ks g (m — %) ds. (1.19)

['enepaymzanuja y Tpu AUMeH3Hje U3TJIE/1a OBAKO:
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/ /
W(r, k) = /\I!* (r + %> e <r — %) d*r’ (1.20)

mTO ce YecTo 308e Burnep-Bajmos® Tpancdopm jeqmodecTndne MaTpuIe rycTHHeE:
p(r,r') = (U (r)¥(r')), (1.21)
rJie ce ycpelmaBarbe (...) BPIIN 10 aHcaMOJIy.

Burneposa dynkmumja, medunncana tpancdopmom (1.20), HEje jeAMHCTBEHA pACIIOJIENa
KOJy MOXKEMO Jia Kopuctumo. MehyTum, mcrocraBpba ce Jjia ce OJJINKYyje Pa3sHUM JICITUM
ocobunama. [IpBo, pacrojera je geduHrCcaHAa KAO AHAJTOTOH XEPMHUTCKOT OIIepaTOpa TaKo Jia Cy
IbeHE BPEJHOCTHU peasiHe, 3a PA3jIMKy OJ1 TajacHe (BYHKIHje Koja MOXKe y3UMaTH U KOMILJIEKCHE
BpeaHocty. JIpyro, namuk pacrnogenama [1(r)|? u [¢(k)[?* ona 3a70B0/baBa yc/I0B HOpMAIU3AIH]e
y daznom mpocropy:

(2;)3 // Wi(r, k)d*r d®k =1, (1.22)

JIOK mHTerpasbemeM W (r, k) mo peasHom mpocTopy J106HjaMo BepOBATHONY HasiazKerba y UMITYJI-
CHOM TIPOCTOPY U OOPATHO:

n(r) = (2;)3 / W(r, k) dk (1.23a)
n(k) :/W(r,k) dr. (1.236)

Mebyrum, Burneposa ¢dbyHKImja je pa3jndura OJi OHOTa IITO OOMYHO HA3UBAMO PACIIOJIE/IOM
BepoBaTHOhE jep MOXKe y3uMaTH U HeraTUBHE BPEJJIHOCTH, 300T' ¥era ce 4ecTo Ha3uBa KBa3upa-
crioziesioM. Te HeraTwBHe BPEHOCTHU Cy 0JIpa3 HEKJIACUIHOI MOHAIaha KBaHTHE decTuile. Muore
JIpyre KapakTepucTuke ose pacrojene moryhe je wahu y npersieganom pamy [14].

Y 1pBOj KBaHTHU3AIUjU jacHO je JepUHHUCAH IOCTYJaT O Mepemy (U3NIKe BeJIUIUHE -
oricepBabJie nedUHUCAHE XEPMUATCKIM OIEPATOPOM. JACHO je ja y KJIACHIHUM TePMUHUMA He
[IOCTOJW TAaKaB MOCTY/IAT KOjU Ce OJIHOCH Ha MEPeHhe BeJIMINHe ONMCaHe KIACHIHOM (DYHKIITjOM Y
dasnom npocropy. Mehyrum, Baji je ycranoBno Beoma m06py KopecHoHIeHI]y u3mely cBakor
oneparopa u (pyHKIHje y (Pa3sHOM IIPOCTOPY U AePUHUCAO MEPEIHbE KOoje je HAJIMK MEPEHY Y3
oMol KBaHTHOMEXaHUYIKHUX oreparopa. Q4ueKknBaHa BPEIHOCT pe3yJsiTara MEpema oreparopa
O(r, k), xojy Baji mosesyje ca xkinacuanom dyuximjom O(r, k), ako ce Meperbe BPIIU Ha CHCTEMY
y cramwy |V), jennaka je odekuBanoj BpenHoctu dbyuknuje O(r, k) npermocrasmbajyhin ga je
cucteMm onmcan pacrojesom W (r, k) Koja oxroBapa MaTpuIy rycTuHe p:
[[ &®r &k O(r, k)W (r, k)

(U|0|¥) = [T k) (1.24)

[Tpu mMozeupary ocHOBHOD cTama gunoaaor Pepmu raca y paiy |12] kopumihiena je Buraep-
tpancdopmucana Gepmu-/lupakoBa pacrioiesia 3a HenHTeparyjyhu rac Ha HY/JITOj TeMIIEpaTypH.

Hoen obtuk je:
0 r2 k2
Wo(r k)=H 1_23_3—2;52 , (1.25)

3Burnep-Bajios TpanchopM je HHBepTHOMIHO IpecimKaBame GyHKImja y dhopMyaanmju y hasHoM IpocTopy
u onepartopa y XuiabeproBom mpocropy y Ilpeannreposoj cianm.

10
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rjie H npejcrasiba XeBucajaoBy cren gpyHKujy. MHIEKC 2z osSHavUaBa Ja Cy U0 OPUjeHTUCAHN
Iy z oce 3aMKe 4, a mmyexc 0 o3Ha"aBa 1a je opa DyHKIWMja oarosapajyha sa aumnomnne dbepmmone
Ha HyJITOj Temiepatypu. [Ipumernmo ja je oBa dpynknuja jeanaka uyan uzsan Oepmu moBpim
onpebene pajujycuma u nmirysiacuma R; n K;, kao mro u [laynujeB npunnun namaxe. Takobe,
OBaj aH3all je J0BOJbHO (hyleKCHOMIaH JIa J03B0/baBa oJroapajyhy jedopmaliujy u y peajHom u
y UMITYJICHOM JIEJIy, IITO Cy eeKTU KOje KEJIMMO JIa UCIIHTAMO.

1.8 OBaj pang

Y oBoM pajy hemo mpoydaBaTu JBOCTPYKO JUIOIHE (pepMHUOHCKe cucTeMe. Paszmarpahemo
KaKO Ce MeIba OCHOBHO CTarhe CHCTEMa aKO Cy €JIeKTPUIHU JUIOJIU YCMEPEeHH JIy2K jejIHe Oce,
a MarHeTHHU JIyK Jpyre oce cucreMa (y OBOM paJly eJeKTPUYHE JUIo/m Ouhe OpujeHTrca Hit
JIyK z-0ce, a MarHeTHH jy:K x-oce). Takohe hiemo ncrmruBaT Kako reoMeTpuja 3aMKe yTude Ha
nedopmarinjy racHor obsraka u @epyu moBpru. 3a 0Baj 3a7aTak KOPUCTUNEMO je THOCTABHU]Y
novueTHy (PYHKIW]Y Y BapujallioHOM padyHy 1 BujeheMo Koje 3aK/bydKe MOYKEMO JIa U3BYUEMO Y
TOM CJIy4ajy.

4V pany [12] xopummhena je renepamszarmja WO (r, k), Koja ce ofHOCH Ha MIPOU3BOJbHY OPHjEHTAI]Y JUTIONA.
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IloriaB/pe 2

Enepruja gunoJjHor (oepMUOHCKOI CCTEMA

Y oBoM morJ1aBsby heMo yBeCcTH je/IHOCTaBaH aH3all 3aCHOBaH Ha ['aycoBoj dyHKIMjI Koju hemo
KOPHUCTUTH y OBOM PaJIy 3a allpoKcuMupame Buraepope QpyHKIMje, CEMUKIACHIHE PACIIO/IE e
0 KO0joj je OMJIO pedrm y IPeTXOJHOM IIOIJIaB/by. 3a Iby je BHINE IIyTa IIOKa3aHO Jia JI00po
MOJIe/Ipa IJI00AJTHO PaBHOTEKHO crarbe junoaanx Oepmu racoBa Ha HUCKUM TeMIlepaTypama
[1, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22|. 3a xmaajnae depMUOHEe Y XapMOHK]CKO] 3aMIH je BeoMa OUTHO
Jla paBHOTEKHA (PYHKIMja parojiesie y hazHoM IpocTopy Op30 majia Ha HYJIy BaH PeJIEBAHTHOT
perviona u y umirysjcHom (36or IlaysiujeBor npuHImna) Uy peajgHoM IpocTopy (360r 3aMmke),
IITO 0Ba (PYHKIIM]a 3a0BO/baBa.

Bapwujanmonu mapaMeTrpu y 0BOj pacrojesn he OUTU paJijycu JIy»K CBe TPU OCE Y PEaTHOM
1 JIy’K CBe TpU oce y mMITyJicHOM mpoctopy. OHu mpejcraBibajy anasorone Tomac-®epmn
pagujyca u Pepmu uMiryjica koju cy panuje yejenu. [lokazahemo j1a 9ak u ca oBako rpydoom
AIIPOKCUMAIIIJOM MOYKEMO Ja JT00MjeMO KBAJIUTATUBHO JI0OPO TOHAIIAE OJIHOCA PAJIA]yca U Y
peaJTHOM U Y MMITYJICHOM IIPOCTOPY Y 3aBUCHOCTH O/ jauuHe mHTepakmnuje. [1aBua mpeaHocT
OBaKBOI' IIPUCTYTIA je MOTyNHOCT 3a JI00Ujarbe eKCIIUIMTHIX aHAJMTUIKAX U3pas3a, MoceOHO
3a jedopmariunjy Pepmu cepe, MITO je MHOTO TeXKe KaJla ¢€ KOPUCTHU aH3all ca XEBHUCAjI0BOM

byHKIHjOM.

2.1 AmH3anm m HOpMaJHn3aIja

laycujan Koju y 0BOM IOTJIaB/bY YBOJIMMO Kao arpokcumarujy Burnepose dyukimje y dpazaom
pocTopy uma cjiejaehn ob/IuK:

Wir. k) = —(ﬁ+—+—+—+—+£> '

(2.1)
VY anzaiy (2.1) pagujycu y peajHOM 0; ¥ UMITYJICHOM YJ; TIPOCTOPY IIPEJICTaB/bajy BapujalnoHe
napaMeTpe W /b HaAM je Ja UX OJPe/INMO MUHUMHU3AIMjOM €HepreTCcKor (pyHKIMoHaIa. Ha
caunn (2.1) mopeaumo TaycoBy pacrniomeny ca XeBucajaoBoMm (DYHKIHJOM Y jeJHO] TNMEH3H]H.

Habumo unTerpas ose pacrojiesie 10 IeJI0OM IIPOCTOPY:

22
— 7 =% 7+7+7 2_

rd®k ) Ekdr.  (2.2)

Hakon pasziBajamba mTpoMeH/bUBUX U U3BpIlleHe WHTerparuje, kopucrehu [aycoB maTerpa,
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2. Enepruja jgumnosiHor (hepMUOHCKOT CHCTEMA

(a) (6)

Cauka 2.1. Ha oBoj ciuru je mpukas ['aycose paciojiesie u Buraepose pyHKIHje Ha HYJITO] TEMIIEPATYPU
3a ujeanan Pepmu rac (Xesucajiose dyukiwje) y jennoj qumensuju. (a) Ha seBoj crpanu je mprkasaHo
OJICTyIIae aH3ala KopuiheHor y oBoM pajy oj yobuuajeHor ansaia. (6) Ha mecHoj crpann npukasaHo
je IeMaTCKN KaKo ce MpaB/beibeM JInHeapHe KombuHauje Buiie ['aycujana Moxke mpuhu OJ1iKe KeJbeHOM
0DJIMKY aH3aIlA.

JI00mjamo:

1 1,
N = 50:%,0,%,0.5; = 55" 5, (2.3)

e Cy HaJByUeHE BEJMUMHE MeOMeTpHjcKe cpejume jedunncane kao O = (OxOyOJC)l/ 3

2.2 YKynHa eHepruja CUCTeMa,

Haxkon mrro cMo oabpasin pejieBanTaH aH3all Tpeda OJIpeUTH ONTUMAJIHE BPEJHOCTU Bapyja-
IOHUX napamerapa. lo mux hemo 1ohn HaKOH MUHUMU3AIUje YKyITHe eHepruje MHOTOYeCTHIHOT
cucrema. Y Xaprpu-Pok Teopuju cpejimber mojba ca XamuiaronujanoM (1.17) ykynxa enepuja ce
CacTOju OJ] YeTUPHU HIaHa, OJ KOJUX je [IPBU KUHETHYKa eHepruja Fy:

2k2
By = Ok // h Wi(r,k)d*k d*r (2.4)

JIOK je JpYyru 4iaH eHepruja XapMOHI/IjCKOF norennujata [y:

W(r,k)d*k d°r . (2.5)

npexkTHOoM XapTpujeBoM WiaHy y XaMUJITOHHUjaHy oJroBapa eHepruja Fy:

// Vaa (v =) W(r, k) W(r' K>k &>k d*r d*r' (2.6)

JIOK u3MeHckoM PoKoBOM qﬂaHy onrosapa F:

Bt = 5 e //// Vaa (v) € W, k) Wi(r, X )&k &°K dr d*r' . (2.7)
7T

Ob6parumo mazkiby Ja Kaja ormcmo Ha Mecto norennujasa IV ctaBuim moTeHImjar 3a KOHTAKTHY
urepakimjy obimka V,(r —r') = g o(r — r’), mobuu 6ucmo j1a cy JTUPEKTaH U U3MEHCKHU “IaH
jemnaku jio Ha 3HaK Fy = —FEp. /lakje, Kao MTO cMO paHuje PEeKJu, TUPEKTaH U U3MEHCKU
JIONPUHOC OU ce TIOHUINTU/IN, Tj. TacHu o0jak u Pepmu MOBPIT ocTaau O6u HejledOpMUCAHHT, J1a
je KOHTaKTHa MHTepaKIrja oBor obyimKa Moryha 3a ¢gpepmuone.

13



2.Enepruja jgumnosiror hepMUOHCKOD CHCTEMA

2.2.1 Kwunernuykwu 4ji1aH

Axo yBpcrumo anzar (2.1) y u3pa3 3a KUHETHUIKY €HEPrHjy CHCTeMa, J0OUjaMo:

ﬁ2k2 - S+ b
b= (2m)3 // 12+ZZ )dgkdg (2.8)

OJIHOCHO y (pOPMHU ITOTOJIHOj 38 PEIIABAIHE:

1 2, 12 | 12 *(*Jr******? 2) 37, 13
32M//k;+k: +k2) i) Pk dPr (2.9)

OBaj unTerpasn ce Moxke (pakTopucaTi Ha BHIIE TabJMYHUX WHTEerpasa [aycosor Tuia. AKo
nckopuctumo pesyarar (3.326.10.) u3 36upke [23]| 3a KUHETHUIKY eHEprujy J00HjaMo:

_32 h2 (22+22+22
< i ZE (2.10)

k pu—
rJe CMO UCKOPUCTUIM U3pa3 3a HopMasusarmjy (2.3).

2.2.2 IloreunujajHu 4jJIaH

[Torennujanau WwiaH y eHEPIHUjH je OJIOBOPAH 3a IIPOCTOPHY JIOKAJIN3aIU]y (hbepMuOHaA Ha
jeJTHOM MeCTy, caMUM THUM ¥ 3a (popMupambe n 00JIMK 0b/1aKa J1aTor hepMUOHCKOT Taca. AKO
je 3aMKa M30TpOIIHA, 00JIaK MjeaJHOT raca he mmaru chepau obsmk. MehyTum, ako numamo
AHU30TPOIIN]Y Y 3aMIF MOYKEMO OYEKUBATU pasjauduTe jedopMaliije y 3aBUCHOCTH O] OJIHOCA
dpexpenimja 3amke. C 003UPOM J1a XapMOHUJCKI ITOTEHIjal He yTUde Ha UMITYJICHH JIe0 HaIlle
pactojene, y k-tipoctopy Hehe mohu 1o pedopmaruje yeiie aHu3oTpoimje 3aMke. Mzpadyrajmo
JIOTTPUHOC €HEPTUjU KOjU TIOTHIe O] TIOTEHITNjaTHE 3aMKe:

(B35 ) o o (2.11)

AKo HammIMMO 0Baj MHTErpaJs y ucroj (opmu Kao u u3pas (2.9):

M 7777777
// Wl 4y w? +Z2w2)e( s + + + + )d3kd3 (2.12)

U MCKOPHUCTUMO BHUIIIE ITyTa TabJinuHe MHTerpase Kao 1 y IPEeXOIHOM OJIe/bKY, 3a JPYTU UjaH Y
eHepruju J10o6mjMo:

#S M

FE =
VT8 4

NM 9 9
(o2w2 + 0wy + oow? :T;ini’ (2.13)
rje cMo orer 1pu cpehuBamy nckopucTuan Hopmagusanujy (2.3).

2.2.3 [dupekran (XapTpu) 4jiaH

Ocraje 1a m3padyHaMO JOIPUHOCE €HEPIUju KOju y ceOHM capsKe JIUIOJ-IAII0] HHTEpaK-
nujy. XapTpy 4iaH je, opeJl YaaHa KOju MOTHYE OJI 3aMKe, OJI'OBOPAaH 3a OOJIMK pacroJielie
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2.Enepruja jgumnosiror hepMUOHCKOD CHCTEMA

YecTula y peasHoM mnpoctopy. Jla 6ucmo permuin Besmku 6poj nHTErpasia u3BpImheMo HEeKOo-
UKo Tpancdopmanmja. 3a moderak hemo npenucati wHTErpad (2.6) Ha HAYWH TOTOJHUJHU 34
pelaBame:

1
2 (2

h_

(/ Vaa (r — ) W (¢, K') d%’) &k dPK dr . (2.14)

YouuMo Jia u3pa3 y 3arpajy NpejcTaB/ba KOHBOIYIUjy JBe (DyHKIHUje, 3a UHuje PadyHAe
MOZKEMO J[a HCKOPUCTUMO TAKO3BaHy KOHBOJIyIHOHY TeopeMy (SN 24 u3 36upke [23]) koja riacu:

frg=F[f3g]. (2.15)

Osge je (f * g = [, f(t)g(z—t)dt, f = F[f] u § = Flg] cy Pypuje tpancdopyn dynxuja
fug, aF1tije I/IHBep3Ha CDypI/IJeOBa TpachopMaIiyja.

ake, BuIuMO Jia 32 WHTErpasl U3/IBOjeH 3arpajama y uspaldy (2.14) Baxu:

/Vdd (r—1 )W (', X)d* = ]—"_1[17@ (k") w (—k". X)) (r, k) . (2.16)
JacHo je ma Tpeba nahu @ypuje Tpanchopme noreHimjasa u GyHKimje pacmojese. Tpanchopm
JIUIIOJ-JIATION TIoTeHIrjaaa u3Mehy 1Ba bepmMuona ca mnojiapucanuM JIUIOJIUMA je JIeTabHEje

u3padyHaT y J07aTKy A, Takobe je m3padyHar y JomaTky paja [12], 3a ciyuaj kama cy mumosm
OpHjeHTHCAHNU JTy?K ITPOU3BOJLHOT opTa €. Kajia cy jaumnosm opujeHTHcanu JIyxK z-oce Jioduja ce:

~ Cdd 3 (e . k//) Cdd 3 k;/2
Vad (k”> = 3 ( L2 —1 3 k2 4 k2 4 2 -1 (2.17)
x y z

Nzpauaynahemo caja u nupekran Oypuje Tpancdhopm anzara, Kopucrehu ciejiehy KOHBEHIH]Y:

W (=K', K') = /W(r’,k’) e By (2.18)

Hakon unaTerpasbema j106mjamo:

2
k/Q k:/ k/2
2 + 22 TSz

ot _1g.m2 2 "2 2 7”2 2 —(
W (—K", K) = 120,006 1% oeth oy thloz, (2.19)

Kopucrehu noBosobujene pesymnrare uspas (2.14) mocraje:

1 (g2 24 102, 2 .02 2 ey k/2 k72 112
3 —iK'r —f(kz otk <oy +k; az) 57 + Skz
////dgk &K &r &PK'W(r, k)e (e ! ( ) (k:”2 R 1
T y z

[Ipumerumo na je jieBu geo oBor uHTerpaia Pypuje rpancdopm anzana 3a k" — —k”. Ilpu-
meruMo joru jia je @ypuje rpancdopm(2.19) cumerpuyan y oJHOCY Ha IPOMEHY 3HaKa, [IPBOT
aprymenta, oanocro na Baxku W (k" k) = W (—k” k). Cazma MoxKeMO Jja PEIIIMO HHTErpaJI 110
r kopucrehu nperxonuu pesynrar (2.19) u noouru W (k” k). Ha oBaj Haunn Ham ocrajy camo
MHTErPaJId y UMILYJICHOM IIPOCTOPY U JI0O0UjaMo:

k2 B2 K 2 k/2

k‘”2 + k‘”2 + k‘”2
x Yy z
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2. Enepruja jgumnosiHor (hepMUOHCKOT CHCTEMA

Axko usBprmumo uaTerpanujy pejgom 1o k u k/; 3a XaprpujeBy eneprujy mobujamo:

E —1 1 Caa Eﬁiﬁ /dSk// e—%(kg203+kgza§+k’z’2a§) 3 /{3,/2/2 _1
h = 2 (277)3 3 64 ng + ng + ng )

OBaj unrerpaJj ce He MOYXKe PEIIUTH AHAJIUTHIKKA 0Oe3 yrporihaBamba KOjJUM ce TYOU OIIITOCT
pemema. MehyTum, mMoxkeMo Jia yBejeMo crelujajsHy (yHKIHUjy, Koja ce 9ecTo IojaBJbyje
P padyHy y CUCTEMHUMA ca JUoj-aumnos narepakiujoM. [lomro je JI/IV anmuzorpornna, oBa
dyHKIMja ce OOMYHO HA3WBA AHU30TPOIHOM (DYHKIIMJOM U y 0] je Ha MaTeMATUIKU HAYUH
yrpahena oBa HajouTHU]a KapaKTEPUCTUKA JIUIIOJIHE UHTEPAKIIUjE.

[a 6reMo esreraHTHO Tpero3Han aHU30TPONHY (DYHKIIN]Y YBEIUMO IpBO cMeny ko, = ¢;. V3
JaTy cMeHny XapTpHujeBa eHepruja mocTaje:

gz \2

L 1 1 Cuo’s /// _4? 3(%)
- 5 d xd d p =2 —1 . 2.20
h 2 (271)3 3 64 Gz @Gy aq- € 2 (Q_I)2 + (%)2 (gzz )2 ( )

Ox

Kaxko 6ucmo uznBojuin anuszorporny byHKIujy y oBoM uspasy. [Ipehu hemo y cdhepre koopau-
HaTe: ¢, = ksind cos ¢,q, = ksinfsin ¢, ¢, = kcos, npu gemy je Jakobujan Tpancdopmalmje
J = k?sin 0. TIperxoanu nHTErpas mMocTaje:

k2 cos? 9

2w s 00 5
/d¢/ desm@/ dhle™s | ~1) . (22
o N 0 ot (KRegto 4 B210) in2g
z Yy

z

Unrerpad 1o k ce MOKe U3IBOJUTH U HEroBa BPeJHOCT je /7 /2. Ocraje HAM jOII yraoHHU Jeo0
nHTerpaJia,

0'20'2
3= cos?
z

21 ™
/ d¢/ d0sin 6 —— - : ‘ (222)
0 0 T cos2 0 + (% cos? ¢ + % sin® ¢> sin” 0

4
oz

C ob63upom J1a je anusoTpornHa GyHKIHja JeduHncana Kao y paiuy [12]:

1 [ i 322y% cos? 0
T,Y) = —— d df | sin6 -1, 2.23
f@.y) 4 /o ¢/0 ( 22y? cos? 0 + (y? cos® ¢ + 22 sin® ¢) sin® 6 (223)

Konavan o6uk XapTpu 4iaHa y eHEPruju OBOI MHOTOYECTUIHOI CHCTEMa Ce MOXKE HaIlMCATH

Kao: NQC 1
" 96\/_27[3/20 (0z7oz ( )

OBaj pesyarar nam Beh omoryhasa jja HACIYTHMO Jia YCJIeJ aHU30TPOIINje JIUIIOJ- U0 NH-
Tepakije, ocuM siecpopmaliyje y UMILyJICHOM IIPOCTOPY, HMaMo U JiecpopMaliyjy racHor objiaka,
JaK Uy caydajy m3orpornHe 3amke. Moxke ce pehn na medopmanmja racHor obraka y peaJHOM
npocropy nuparn gedopmanujy Pepmu mospim y umiyacHoM mpoctopy. Cimdan uspas 3a
DoKoBy eHeprujy m3pazkeH MpeKo aHM30TpoIHe dyHKIMje 1oouhemo y cienehoj cexiuju.
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2.Enepruja jgumnosiror hepMUOHCKOD CHCTEMA

2.2.4 MWNzmencku (Pok) 4nan

Cnenehu wian y uspasy 3a eneprujy gunogaHor @epmu cucreMa, KOju y ceOU CaJPIKU
JIJIN u xoju 6uTHO yTHUde Ha OOJIMK PacHojiesie YeCcTHIla y UMILYJICHOM IIpocTopy, je Pokosa
n3MeHcka enepruja. Kpajmwun obymmk @epmu noBpiu je jiepuHucan KOMIETUIIMJOM KBaHTHE
craTucTuke pepmuona, cumerpudror [layiaumjeBor mputucka Koju Imojip:kaBa cdepHu 00JIMK
@epmu noBpiu u anuzorporrHor GokoBor wiaHa, 30or kora ce Pepmu chepa jrepopmuriie y
enuncont. [Ipunnkom n3padyHnaBama U3MEHCKOT WaHa, Ja OMCMO eJTMMUHUCAIN BEJUKU OpOj
UHTerpaJia, CJIMIHO Kao U paHuje U3BPIIMNeMO HEKOJNKO HeonxoaHux Tpancdopmaimja. [Ipso
hemo yBectu @ypuje Tpancdopm MoTeHIUja a U IPEypemheMo HeKe OJ1 YIaHOBa U3 U3pas3a
(2.7) kako 6m cirenehn kopak 6uO yowbUBHjNI:

(ZWI;S Wir, k) </(d k), Vaa (k — k)W(r,k’)) : (2.25)

Ha wunrerpan y 3arpaju npumeHulieMo omneT KOHBOJIYIMOHY Teopemy (2.15):

Ef = —= dST

/(fk)/ Vaa (k = K) W (r, k') = F [Vdd (r’)W(r,r’)} (r,k), (2.26)

a JlecHy crpany jeanaqdune (2.25) iemo HanucaTu y 06JIUKY:

AP’ e il e Vag (K)YW (x, 1) (2.27)
(2m)? ’ '
a je caja

Bi= 55 / / L ( / By e < / (‘Z’“; TV (k)W(r,r'))>. (2.28)

VKoJMKO m3padyHaMo uHTerpas mo k, 3arum npumenumo jejgan Dypuje Tpancdopm Hal
W (r,x') W (r, —r’), npuMeTuMo 1a HHTErPAJI 110 T Jiaje jeIMHUILY U UCKOPUCTUMO CUMETPUIHOCT
pacrojiesie o oba aprymenTa, JJ00ujamo:

31./ — — —~
(= 3 e &Br | d*r ™ Vaa (K) W (r,7) W (r, —1)

31! 311~ —~ .
d3 d5 / d k Zk,r,vzid (k/)/ d’k W(k",r’) W(—k”, —I'/) 6zk r

(27)?

d3 / o~ dsk// —~
_ 3 / zkr K / K’ r 2 29
27T / / V ( ) (271') W ( ) r ) 9 ( 9)

KO TayKJbUBO IOTJIEJAMO TOCIEIbI PEJl, BUINMO Ja CMO nje TpaHchopM MMOTeHIjaIa Be
A , O h
paHuje HaILM, a Tpeba HaM TpaHcdOpM paciiojese 0 00a apryMeHTa.

W (K", r') = ;;;62 bRk (S5 (2.30)
m

[Mocaemmu uaTErpas us jegnadnte(2.28) MOXKEMO Jia H3padyHAMO:

d3k” == 2 N2 12,02 N2, 02 N2 2
/_W (k//,I‘/) -~ ¢ 2(296:” Ry )

2.31
(2m)3 161/2 73/2 53 g (2.31)
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2.Enepruja jgumnosiror hepMUOHCKOD CHCTEMA

1Ia HAM I0cjie cpehuBama 1 Kopuiihemha HOPMAJIU3AIMOHOT YC/I0BA MIPEocTaje n3pas o0/InKa:

1 N2 3 -~ 3 ik'r! 22 12 22 /2 22 12
i BK TV (K) [ @ e s (S tsi)
2128V2 7925

1 k72

—3 w7

~ N2e *7' %

= [ @V (K) ————

2128\/§7r9/26/ () 384T %

/ /2 2
C 3 k2 —1(’“2+ky +’i)
(X/dSk/ 3 ( 2 B s 1)e B OES (2.32)
3 ki + Kk} + k-

OBaj HeTpUBUjAJIHYA U aHAJTUTUIKI HEPEIINB UHTErPaJsl CaJp:Ku nHMOPMAIjy O AHU30TPOITHOCTI
nnTepakiuje udmehy nBa nosmapuzoana jaumosa. C 003UpoM HA TO, OUEKYjeMO ITOHOBO II0ja-
B/bUBaIbe aHn30TpoIHe (hyuknuje. CimaHO Kao panuje, yBernrhemo e cMene. [IpBa cvena je:
k!/%; = q;, a HaKOH Tora IpeasuMo Ha cepHe KoopauHaTe: ¢, = ¢sinf cos ¢, ¢, = ¢sin fsin ¢,
q. = qcosf. Kao pesysirar oBUX cMeHa JI00MjaMO jeTHOCTAaBaH MHTErpaJsl KOju ce MOYKe M3Pa3uTu
[IPEKO aHU30TPOIHEe (DYHKIIMje, a OHA OBOI IIyTa 3aBUCU O] OJHOCA PAJUjyca Y UMILYJICHOM

IIPOCTOPY:
N2Cyq (EZ Ez>
Fr=——F—""—f|=—,=— ). 2.33
! 96\/57'('3/25][. Zx 2y ( )

1 N?

2.3 MunuMmnsaliija ToTaJHe eHepruje

Cajia MO m3padyHaJ YKYIIHY €Heprujy Halllel MHOIOYEeCTUYHOT CUCTEMA,
E = Ex+ By + Ey + Ef, (2.34)

Koja ce, Kopucrehn pe3yﬂaTaTe U3 IPETXOIHNX OJIe/baKa, MOKE HAIIUCATH Y OOJINKY:
h222 c Y, X, Oy O
=—Z Zaww?d F(EE) g ()], s
Yo Xy 0, O,

e je cq = Caa/ (96\/§7r3/ 2). Vimajyhu Konadan u3pas 3a yKYIHY eHEprijy, MOKEMO /i OJ[Pe MO
BapujalioHe rmapamMeTpe KOju MUHUMU3Y]y €HEPrujy 3a 3aJiaTu OPOj JecTHuiia y CUCTEMY, a Ja
mpuToM jJobujeHa (pyHKIHja pacromesie nMa hU3MIKI CMUCAO OCHOBHOI' CTarba.

[Tpumernmo ma u3pas (2.35) Huje orpaHmdeH 0703710, yciaen tora mro IV moxke 6u-
TH ¥ npuBJaadHa u oj00jHa. Crora yKyIiHa eHepruja HeMa IJI00aJHI MUHUMYM 3a OUJI0 KOjy
no3utuBHy BpeanocT jauanne /1. Mehyrum, 3a jaunny uHTEepakiiyje Koja je Marba O] KpUTHIHE
moryhe je nahu jiokajsnu MuHUMYM OBOT (byHKImoHa a. OBJe ckpeheMo NmaxKiby U Ha JIo/IaTHe
yCJIOBE KOJU MOpajy OUTH UCIyHeH! j1a Oy/1y 3a/I0BOJ/bEeHNU j1a OU J00MjEeHO CTambe MOIJIO (PU3HIKI
Jla TIpeJICTaB/ba OCHOBHO CTambe: Xy > Xy, 2.

Hajsrognuje je pemaBaru oBaj mpobisieM y ¢opMan3My BEJIUKOT KAHOHCKOI aHCaMOJIa.
Koncrpyummumo Benuku kanoucku norennujani 2 = E — uN, rjie je (1 XeMUjCKU TOTEHInjal, 3a
6poj decturia N fieMo HAMETHYTH HOPMAJIM3AIMOHN YCI0B (2.3) KPO3 XeMUjCKU MOTEHIjal. Y
BapHUjaIlliOHOM PadyHy OH MMa YyJIory JlarpaH:keBor MHOXKHUTE/ba 1 OPOj decTuria je (pukcupaH
yeaoBom: N = —0€/Ou. Y BeJIMKOM KaHOHCKOM aHCAMOJIy je XeMHUjCKU MOTEHIHjal J0IaTHI
BapUjaIiOHN TapaMeTap HOpeJl PaJinjyca U3 BapujallioHOT aH3alla, CKYIl apaMeTrapa MOyKeMO
zanmcat Kao (3;, 0;, ). Hakie, ceslam BapujanuoHux jeHadnaa hemo 106Ut Tako 1mro hemo
IPBU U3BO/] BEJIUKOT KAHOHCKOT MOTEHINjaJIa 110 IPBUX IIECT lapaMeTrapa U3jeJHaIuTH ca HYJIOM,
a ceaMy jemHadnHy gobujamo u3 N = —0€)/0u, rae je Bpennoct N oapehena mspasom (2.3).
Kacnuje hemo npokomenTapucaru eBeHTyaany MehycoOHy JIMHeapHy 3aBUCHOCT BapUjallmOHUX
jeTHaYMHA.
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2. Enepruja jgumnosiHor (hepMUOHCKOT CHCTEMA

2.3.1 BapwmjanmoHu nmapaMeTpu y MMIIYJICHOM IIPOCTOPY

MuHrMu3aImja BeJIMKOr KAHOHCKOT IOTEHIINjaIa 110 IIapaMeTpUMa Y; Y UMITYJICHOM IIPOCTOPY,
naje caenehe jeaHadmHe:

1 ¥, h? ch2 Y, X, 2,

0=-— é[},O’xO'yO'ZZyEz + N 2M _3 f1 (z—x, z—y) (—E_%) s (236&)
1 Eyh2 CdN2 Zz Z:z Ez

0=— g[,LO'xO'yO'ZZmEZ + N 2M _3 f1 2—x7 Z_y _ﬁ y (2366)
1 ¥, h? ch2 2, M\ 1 ch2 2, 2\ 1

0= 2Oy0 20520y + N —— == | = — =— = | =, (236
— ghoeTe TS T fl(zm 2y> R fQ(zm z:y) 5, (2:368)

rie fi(x, y) u fo(z, y) o3HauaBajy m3Boje aHU30TPOIHE (DYHKIIHjE IO TPBOM, OJHOCHO JIPYTOM
apryMeHTy. ¥y CBe TpHU jeJIHaYMHE ce eKCIUIUIUTHO TojaBbyje Jlarpamn:kes muoxuresb (. [Ipume-
TUMO Jla aKO jeJIHaYMHEe IOMHOMKMMO PeJIOM Ca Xy, Xy, i, U ca0epeMo UX, MOXKEMO U3Pa3uTH
XeMUjCKU TTOTEHTINja/I TPEKO OCTaINX ITapaMeTapa:

h2
=37 Z »2, (2.37)

OsBaj m3pa3 MoxkeMo Jla yBpcTuMo y jeauaque (2.36a), (2.360), (2.368). Hakon npeypehupama
JI00mjamo:

2hH2 h? ch X, X

M 6M; i _32 fl (Exaz ) ) ( 383>
Y2 h? h? NE 3, ¥, X,

y't o 24 d

oM 6]\/[;21 —32 =Rk (2 5> ) (2.386)
Y2p? h? Cq2a X, X X, X

2 Yo NIy = = hI —— . 2.
IM 6M i i 53zwzy |: yfl (Zm72y> + f2 <Ex72y):| ( 38B>

Ha ocHOBy mperxofHOr pasmaTparsa 3HaMO Ja cy jeaHadnte (2.38a) - (2.38B) smHeapHO
3aBHUCHE, a/ld U3 HbUX MOXKEMO U3BECTH aHaJUTUYKU u3pa3 3a jedopmannjy Pepmu chepe.
[IpBo hemo mckopuctTuTn 0COOMHY AHU30TPOIHE (DYHKIIM]E JIa je CUMETPUIHA y OIHOCY Ha
zaMeHy aprymenata. Ouatie cjiejin U CUMeTpuja yKYIHe eHepPruje CUCTeMa Y OJIHOCY Ha 3aMeHy
Z- W Y- KOMIIOHEeHTH umirysca. Jlakie, y umiyjacHoM Jety (pyHKIHja pacrojesie 3apKaBa
IUJIMHJIPUYHY CUMETPUjy, Tj. PaJIUjycl paclojese 33/10B0/baBajy Y, = 2.

Y mamecy X, — X,, anusorponna dyHKIHja Imocraje edeKTHBHO (YHKIMja jeane Ipo-
MeHJ/bUBE U J00uja cieaehn ob/uK:

32 arctan /1 — 22
flz,z) = fo(z) = — (1 - ) +1. (2.39)
z? — 1 V1—2a?
Taxobe, 3a U3BOJE aHU30TPOIHE QPYHKIH]E ce MOXKe IOKA3aTU 18 BarKNU:
, 1 _ (2 +2°) fs(z)
}/E}rglcxfl(xuy) —}}_Tgyﬁ(%y) = —1+w- (2.40)

Axo omysmemo jenHaunny (2.38a) on jeamaunse (2.388), umajyhu y Bujiy HaBejeHe JimMece,
JI00mjamo:
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2. Enepruja jgumnosiHor (hepMUOHCKOT CHCTEMA

S22
=2
2M (

n2p2
= (1
2M <

22\ 3Ng Y., (T %,
=R (55

2 @ 5,0\, 5,
- (2.41)
Z ZZ

22\ _ 3Neg (2+3) 5 (8)

m)" 7 |

2(1—%—%)

Kao mro cmo Ha modeTky o/leJbKa MOMEHYJIH, JTOOUIN CMO jeJTHAUNHY KOja JUPEKTHO OCJIUKABA
nedopmarujy @epmu cdepe yeiesr TPUCyCTBA JUTOJ-IATIOT HHTEPAKITUje. YOUNMO jOIII Jia KaJia
MCKOPUCTUMO [UJINHJIPUIHY cuMeTpujy, yeiaose (2.39) u (2.40) 1 moHOBO pasMOTPUMO jeIHATMHE
3a mapamerpe y HMITYJICHOM IIPOCTOPY, BUJIMMO Ja cy jeaHaqdnse (2.38a) u (2.380) mocradse
nienTnaHe. Jlakie, octajy HaM jeJiHa o1 OBe JBe jeJiHAUnHe U jenHaqdnHa (2.38B) Kao JTMHEAPHO
HE3aBUCHE jeJIHaYNHe IIPU MUHAMHU3AIAjU eHepTHje 10 apaMeTpuMa y UMITYJICHOM IIPOCTOPY.
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2. Enepruja jgumnosiHor (hepMUOHCKOT CHCTEMA

2.3.2 DBapwmjanmoHu nmapaMeTpu y pPeaJIHOM IIPOCTOPY

MunnMuzalmja BeJIMKOD KaHOHCKOD IOTEHIIMjajIa 10 MapaMeTpuMa y PeaaHoOM IIPOCTOPY J;
naje caenehe jeaHadmHe:

1 1 N? x 1 N2 = 1
0= —-po,0.5,%,%, + ~NMo,w? — _;dfl e Ty ) = + _Scdf U—, v =
8 2 o o,

)
o, 0,) O, o

2.42
Neey (5. w0\ 1 (242
- T =3 f 2_1;72_3/ O__xv
1 1 NZ?¢ Oy O 1 NZ2¢ Oy 1
0= —g,uamaszEyEZ + §NMayw; — _—3de (—’ _y> —+ _3df (_’ _y> =
g 0, 0/ Oz g Oz 0z/) Oy
N, 5 . (2.426)
it
1 1 N? . . N? - 1
0 = —=110,0,5 5,5 + = NMow? + ~—atfy (22, %) o DGy (T2 ) 2
8 2 g 0, O, 0-3 g 0, Oy O (2 49 )
428
L N2cdf Oz Oy\ Oy NQCdf X, 2.\ 1
7 2\ 0. o2 foi ¥, %, ) 0.

ChanvHO Kao W UPU MUHUMHU3AIUU 1[I0 UMITYJICHUM TapaMeTpUMa MOYKe €€ HAIPaBUTHU
JITHeapHa KoMOMHaIMja jeJHaunia KaKO OMCMO XEMUjCKH TTOTEHIINjal U3PA3UIIA MIPEKO OCTAIUX
nmapamerapa. MelhyTum, eKBUBaJIeHTHO je (M 3HAYAJHO jeJHOCTaBHUje) KOpUCTUTH pesyarar (2.37)
JIOOMjeH y MPeTXOIHOM ToTJIaB/by. Jlakie, ako yBpcTUMO Taj OOJIMK XeMUjCKOT TOTEHIjasIa Y
jennadnne (2.42a)-(2.428) u y3memo y 063Up CUMETPHUjy Y MMIIYJICHOM IpOCTOpy Jobuhemo:

1 h? Nc o, 0,\ 0. Nc Oy O
gl =gy S G (2 2) - T ()

0, 0,) O, o 0, O
(2.43a)
NCdf (Zz>
—3 Js E_z ’
1 9 o h 5 Ncg oy 0y\ 0y Ncg Oy Oy
OO R R vy P KA s
g (2.436)
chf (Ez>
—3 Js Ex )
1 2 o h 5 Neyg oy 0y\ 0z Ncg Oy Oy
Mo =5 25 - S ool o
! (2.438)

MozkeMO NpUMETUTH Jia Cy BapHjallMoOHe jeJHAadnHEe 10 IapaMeTpuMa Yy pPeajHOM IIPO-
cTopy MehycobHO JnHeapHO He3aBHUCHE. JInHeapHnM KOMOMHOBaIbEM OBUX jeHAUMHA, HAJUK
OHOME IIITO CMO YPaJUJIN y IIPETXOHOM OJIEJbKY, MOXKEMO Ja JI00UjeMO aHAJIUTUYKN U3Pa3 KOju
oc/imKaBa JedopMariujy racuor obsaka ycien anuzorpornnoctu IJIN.
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Iloriaaspe 3

Jledbopmariuja racHor objaka m Pepmu
IIOBPIIN JIUMOJIHOI CUCTEMA

3.1 JIluHeapHO He3aBHUCAH CHUCTEM jeITHAUYMHA

Nmajyhu y Buay j1a je yKyIHa eHepruja MUINHIPUIHO CUMETPUYIHA (PYHKIIA]a Y UMITYJICHOM
IIPOCTOPY My - U Y-IIpaBIia, BapujalnoHe jeaHadnae nmajy cieaehy dpopmy:

Y202 Y2R SPR2 eN , (5.\ O

0=_——2 o= : = =il 3.1
20 T °6M oM TS fS(z) S (3-1a)
Y202 S2R2 SRR egN L, (S.\Z. N, (%

0=_—"2 4o=s EA = = A (e e 3.16
20 76N oM o f5<zx> S o f5<2x R (3.16)

1 YR 2R N . - N .
O:—§M0'32;W3+2 Y + z _'_Cig fl (0-_7&)0__01_3]0(0_72_)

6M 6M o 0, 0,) 0, o 0, 0O
N 5 (3.1B)
—3 fs v )
<)
1 Y2h% N2R2 4N Oy Oy )\ O cgN (o0, o
0= —Mo2w?+92—Y z A A I A N e )
2 Tyy F 6M + 6M + loa f2 (az’az> o, foii (az’az>
(N (3.1r)
= (5)
1 Y2h% N2R2 4N 0y 04\ O cgN . (o0, o
IS VO I R S Iz Oy \ Tz GtV . (0r Oy
0 2 LWt 6M * 6M o3 h (OZ’UZ) o, o3 (Uz’oz)
(3.1)

caN Or Oy\ 0y  CalN >,
—— Ll t+t=fls )

o o, 0,) O, I Y
Hakon anrebapcke mpoBepe npumehyjeMo Ja cy oBe jeJlHadnHe JIMHeapHO 3aBHCHe. AKO ejn-
MUHUIIIEMO [PBY jeJHAYNHY U JI0J[aMO HOPMATH3AIMOHE YCJIoB (2.3), mobujamMo cucTeM O mer

jeHauMHa ca meT Heno3HaTux. ¥ ciegehem ofesbkKy hemo oBaj cucreMm jeHavunHa HAIUCATH Y
6e3/1MMen3noH0j (hOPMU U OHJIA T'a HYMEPUYKU PEITUTH.

3.2 Jeamaumne y 6e3amMeH3n0OHO] bopMm

la Oucmo cucteM jeHAYMHA Cca TET BapUjallMOHUX IapaMeTapa JIaKIle pelraBaJii IIPBO
hemo ra manucatu y 6e3aumen3uonoj ¢popmu. To hemo moctuhu Tako mro hemo cBakm pajujyc
U3pA3UTHU TPEKO paJifjyca paciojiesie 3a HemHTeparyjyhu rac. be3aumensnonu pajaujycu cy:
Y = %,/%0, 0 = 004, TIe je ;0 KapaKTepUCTUIHA BEJIMYMHA MaCHOr ObJIaKa y IpaBILly 4
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3. Hedopmanmja racuor obstaka u GepMu MOBPIINH JIUIIOJHOD CHCTEMa,

neduHECAHA 110 Y30PY HA KJIACUYHU aHAJOTOH YECTUIE Y 3aMIU (PPEKBEHIUjE w; Ca YKYIIHOM
- e L/3,
eneprujom B = hw (6N) '

(3.2)

Canvno, 3a KapaKTePUCTUUIHY CKaJIy Y UMITYJICHOM IPOCTOTPY y3€JIU CMO UMITYJIC CJIODOTHE
YeCTHIlEe ca YKYITHOM €HEPrujoM Fp:

2M Ep

Yo = =

(3.3)

Besmumen3nonu cucrem jeanadnaa hemo hopMUPATH 0J] HOPMAJIAZAIMOHOT YCIOBA, 3aj€THO Ca
JeTUPU HE3aBUCHE BapyjallioOHe jeTHadIIHe:

0=60,0,0.50 %, —1, (3.4a)

myz

_ E’
0=o' (E/ZZ 2/2) + €44 b —fsz ( ) s (346)

/

— Z / ; OJWZ / 3 / 3 O'/CL)Z
0= (307 57 - 22’2)—eddb[f (5) - (2 Dy Tl (%x O0ey)
Yy

! (- / / (-
O,Wy O,Wy 0, Wy O, Wy O, Wy

! ’ ! ! ’
O Wz O,Wy oWy OlWz OLWy

(
Z/ / } / . / . / . / .
0— ( 30/2+E’2+2E/2)—€ddb[f< z) _f(axw Uyw>+0yw f1<azw Iy )]’
(

— Y "W, Olw, ' w, 'w, Olw,
0= (=802 +252 4+ 52) — b [f,(55) - f( 22, 22 ) 4 T (22 Sum)

> olw, olw, olw,” \olw, olw,
/ / /
Oy, (Ohw, Oyw:
+ ’ f2 / Ty ’
olwy," \olw, olw,
(3.41)

re je 6poj b = 6/6/(192y/7). IlpuMerumo 1a cy oBe jeqHaYWHE He caMo OGe3IMMeH3HOHe,
HEro mbUXoBa (popMa He 3aBUCH OJ] BPCTE aToMa MJIM MOJIEKYJIa Koju ce m3ydanajy. OBaj cKyIr
jeqHaunHa IpeIcTaB/ba 3HAYAjaH Pe3yJsTaT, KOju HaM OTKPUBa YHUBEP3AJTHOCT OCOOMHA OCHOBHOT
cTama JIUIoJa KBaHTHO JiereHepucanor @epmu raca. Tpu dpusmdka mnapamerpa oJi KOjJUX 3aBHCE
jenHadnue cy: gBa oxHOCa (PPEKBEHIMjA W, /Wy, W,/w, u perarusHa jaunua W e4q9. Ona
je ompebhena ojiHocoM enepruje IJIM n KapakTepucTuydHe eHepruje cUcTeMa, ITo je KOoJl HacC
Qepmu enepruja:

W=, = N = g g ) &

OBze je y3eTo Ja je KapaKTepUCTUIHa, AYKUHA CHCTEMa ¢ IIPOIMOPIIMOHAIHA Y KIHI XapMOHML]-
ckor ocrmaropa dpexsennuje w: a = N%ay,, = N6, /h/MG. Oso je yobuuajena nedunumnuja
penarushe jaaune IV |12, 20]. Ilpumerumo ma je 3aBucHoCT 01 cpejitbe bpeKBeHIrje U O
Opoja UecTHIla UCTa, OIHOCHO E4q ~ (Wywyw, N )1/6. Kako je y eKCHepHMeHTy MHOTO jeHOCTAB-
HUje KOHTPOJIMCAHO MEaTH (DPEKBEHIN]Y XapMOHHUjCKe 3aMKe Hero Opoj YecTuria y CUCTEMY, Y
CBHM pasMaTpambiMa heMo ce OaBUTH yTHIAjeM PeoMeTpHje Ha moBeharme, OJHOCHO CMAhEHe
edpekaTa JUIOJ-TUO] UHTEpPAKIje Ha Halr cucteM. Hamomumemo j1a hemo y jameM pajry
IIoJIpa3yMeBaTH Jia Cy PaIujyCu 0; U UMIIYJICHA XJ; U3ParKeHHW Y jeJIMHUIlaMa 0;9 U > 1 HeheMo
[IICATH ITPUMOBE.
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3. Hedopmanmja racuor obstaka u GepMu MOBPIINH JIUIIOJHOD CHCTEMa,

3.3 ledopmaruja racHOT 00JIaKa

Y oBOM TI0TJIaB/BY heMO Pa3sMOTPUTHU MOHAIIae JuiotHOr PepMu raca y KOMe Cy JTUIOJIN
OPUjeHTUCAHU JIy?K 2-0Ce y PAa3InyduTuM KoHdurypanujama 3amke. OBe Kouduryparmje cy
nobpojane y Tabesn 3.1. [IpBu ciryuaj npejcraBba Pepmu rac y cdepHoj 3amim, Apyru u Tpehn
cIydaj oiroBapajy reoMeTpHuju JUCKa, a CciIydajeBu 4 m 5 oJroBapajy 3aMKaMa U3/Iy2KeHUM Yy
JeJTHOM TIpaBILy.

Tabesia 3.1. Pasimaure Koudurypaimje 3aMKe 3a Koje hemo ucnuraru gedopMaliyje TacHOr 00IaKka 1
@DepMu TOBPINK Yy 3aBUCHOCTH O] PEJIATUBHE jaUUHE JIUIIOJ-TUIIO] HHTEPAKIIH]E.

Cityuaj O6snk 3amKe OpekBeHIje 3aMKe
1 cdepa Wy = Wy = W,
2 JICK y T-Y paBHU 10w, = 10w, = w,
3 JIUCK Y T-Z paBHU 10w, =wy, = 10w,
4 MWINHIAP Ay2K 2 0Ce Wy =wy = 10w,
5) MUJITHIAp YK Y Oce wy = 10wy, = w,

Ha coumu 3.1(a) cy mpukasanu pe3ysiTaru Koje cMO JIOOWJIM 3a 3aBHCHOCT Pajiijyca TacHOD
obJj1aka OJ1 peJlaTUBHE jadnHe WHTepakIije 3a ciaydaj 1 3 Ttadese 3.1. Moxke ce younTtn ja y
TPAHUIHOM CJIy4ajy, KaJla jadrnHa WHTEPAKIja TeXKW HYJIM, CBU PaJNjyCh Te¥Ke NCTO] BPETHOCTH,
mTo oarosapa Hemureparyjyhem ciaydajy (eqq = 0). Ilopehasajyhu jaunny unrepakuuje, o, ce
MoHOTOHO noBehasa (I1aBa KpuBa), JOK Ce 0, U 0, MOHOTHO CMaibyjy (I[PBeHa KPUBA), U je/IHaKe
Cy jep je MWIMHJIpUYIHA CUMETPHja OJIp:KaHa y x-y paBHU. /lakiie, IU0/I-TUTION MHTEPaKIja,
Kao IIITO je U OYEeKUBAHO, U3a3MBa U3/LyKeHhe TacHOI 00JIaKa JIy?K OCe OpHjeHTalldje JIUIIOJIA.

085k Oy = 0y 035r _ 5§

— O os0p — A
0.80r 0.95k
& 0.75 < 0-20
015

0.70r
0.10r
0.65 0.05
0 10 20 30 40 50 60 70 8| 0 10 20 30 40 50 60 70 8
€dd €ad

(a) (6)

Cumka 3.1. Ciyuaj 1 - (a) SaBucHocr pajujyca (y 6e3MMEH3UOHUM jeIMHUIIAMA) Y PEATHOM [POCTOPY
o1 pesiaruBHe jaunHe unrepakiyje; (6) dedopmanuja racuor obinaka § u @epmu cepe A y 3aBUCHOCTH
O]l peJIaTUBHE jadunHe MHTePaKIIHje.

Hedunummmo gedopmaliijy racHOr odJ1aKa Kao Pa3juKy y OJHOCY PaJUjyca JIy»K PasTuInTUX
mpaBalia y mHTeparyjyhem u HemHTeparyjyhem ciaydajy:

s=22 1. (3.6)

Oz

OBjie ckpehieMo MaxKby Jia Cy paJiljycu 0; M3parKeH! y jeIMHATIaMa HemHTeparyjyher cucrema,
ma je 300r Tora M IbUXOB OJIHOC je/THAK jJeJIMHUIH 3a £qq = 0. ¥V PU3HMIKUM jeIMHUIIaMa O OBaj
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3. Hedopmanmja racuor obstaka u GepMu MOBPIINH JIUIIOJHOD CHCTEMa,

OJTHOC OUO 0 ,0/0,0 = Wy /w,.

Nako cmo pedopmarjy @epmu cdepe Beh m aHAIUTUYKU U3PA3UIU, OBJE heMO OBaj
ederar MaJo JetasbHEje mpoyunTu. Ananorno uspasy (3.6) 3a d, medopmarujy Pepmvu cepe
nedunncahemo Kao:

2

A= > 1. (3.7)
Ha ciouru 3.1(6) rpadudaku ¢Mo TpeicTaBuIn 3aBUCHOCT JedopMarniuje racHor obmaka n Pepmu
IIOBPIIN y OJIHOCY Ha peJIaTUBHY jauynHy MHTepakiuje. Bujgumo na ce n jpedopmaliija racHor
obstaka § pelnpe3eHTOBaHa IIPBEHOM KpuBOM 1 JedopMannja Pepmu moBpin A pernpe3eHTOBaHa
IJIABOM KPUBOM IIPU MaJIMM jadnHaMa UHTepakiyje rnmopehaBajy JuHeApHO ca €44 U jeTHAKE
cy, JIOK 3a Belie BpeIHOCTH peJlaTuBHE jadune nHTepakimje (44 ~ 60) medopmarimja obraka
noctaje nspaxkenuja o jedpopmanuje Gepmu MOBPIHN U HEH pacT MocTaje Heauneapan. Haryo
cy’KaBaibe racHOI 0bJlaka OKO OBE BPEJIHOCTH jaulHEe MHTEPAKIHje MOTJIM CMO IMPUMETUTH U Ha
rpacduky 3.1(a), mocmarpajyhu npeeHy KpuBy, Koja ojroBapa onajiamwy JyKUHE pajujyca y -y
paBHU.

Ha coukama 3.2(a) m 3.2(6) cy mpeicraB/beHH pe3yiaTaT J00HjeHH y ciydajy 2 U3 Ta-
bese 3.1 3a pajaumjyce y peagHoM mpocTopy. MoxKemo Ja MpUMETHMO Jia ce, 3a Pa3JInuKy O/l
caydaja 1, ca moBeharmeM jadunne MHTepaKIdje CBH pajujycu MoHoToHo rnosehasajy. OBaj
pe3yJiTaT CMO MOTJIM Jia IpeTiocTtaBuMo Bojehu ce dpusmukom maTyuinujom. Hamme, y oBoj
KOH(UTYpAIIjU JIUTIOH ce HajBehUM J1eJIOM HaJjIa3e jeJIlaH TOpe/l JIPYTor U CBU Cy YCMEPEHU JTy K
z-oce, TMTO HaM roBopu Ja ce 30or npupoge 1IN yriiaBnom onbujajay, a To JIOBOJIM JI0 MIUPEHa
obaka. Kao 1o je u 0ueKnBaHO, MUpebe je u3pazkeHuje JIy:K - U y-oce, cauka 3.2(a), Hero
IyxK z-oce, ciuka 3.2(6). Pagujycu o, u 0, ocrajy mehycobuo jegnaku ca moseliameM 44, jep je
U y 0BOj KOHMUIYPAIUjU OJpKAHA ITUJIUHIPUIHA CUMETPUja 3aMKe.

0 50 100 150 200 250 300 0 50 100 150 200 250 300

€ad €dd
(a) ()

Cauka 3.2. Coyuaj 2 - BaBucnocr pazaujyca (a) o, = 0y u (6) 0, y peasHOM IPOCTOPY O PeJIaTHBHE
jaunHe WMHTEpPaKIInje.

3a caydaj 3 u3 tabese 3.1, Kaza je 3aMKa O00OJIMKa JUCKa CAOUjEHOT JIyK Y-0ce, 00njaMo KpPUuBe
nprkasaHe Ha caukaMa 3.3(a) u 3.3(6). Y oBaKBOj 3aMI JJUIOJHN Cy pacropeleHu yIIaBHOM je/laH
U3HAJ JIPYTOT, TAKO Jia ce moBehameM mHTepakiije nmosehasa u nmpusiadermne Mehy Jumomma
u o0s1ak raca ce cabuja. Cabujame je Hau3parkeHuje JyK z-oce (IjlaBa KpUBA), a Hajciabuje
Iy y-oce (mpHa Kpusa). Mozke ce younTn Jia je 3060r HapyIaBatba CUMETPHUje 3aMKe OHAIAHE
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3. Hedopmanmja racuor obstaka u GepMu MOBPIINH JIUIIOJHOD CHCTEMa,

paznujyca o, u 0, pa3anauTo. JomgarHo, MoXKeMo a IIPOIEHIMO KPUTHYHY BPEIHOCT peIaTHBHE
jadune unrepaknuje (£9,), HAKOH Koje (€44 > €5y) cucreM jeanadnua (3.4a)-(3.41) npecraje na
nMa CTaOUJIHO CTAIIMOHAPHO pelieibe. Y OBOM CJIydajy HeCTaDMIHOCT CHCTEMa Ce I0jaBJbyje Ha
BpeIHOCTHMA jadnHe nHTepakimje €5y 2, 80. Kopucrehu penanumjy (3.5), 3a onpeleny Bpery

aToMa WJIM MOJIEKYJ/Ia U 3a 3aJaTH OPOj YecTUIa y CUCTeMy MOxKe ce Hall U KPUTUYIHU JTUIIOJTHI
MOMEHT d°.

0.13

0.12

1.20r 0.11

0 10 20 30 40 50 60 70 8 0 10 20 30 40 50 60 70 8
€dd €dd

(a) (6)

Cauka 3.3. Ciyuaj 3 - BaBucnocr paaujyca (a) og, 0, u (6) 0y y peasHoM IIPOCTOPY O PeJIaTHBHE
jaunHe WHTEpaKIInje.

UcniocraBiba ce jta n y ciay4ajy 4, Kaja je ped 0 3aMIi U3/Iy?KEeHO0] Y 2-TIPaBILy, J00MjaMO CANTHO
HOHAIIAbE pajiujyca ca noBehamem £4q. Ha ciimkama 3.4(a) u 3.4(6) npukasane cy 3aBUCHOCTH Ha,
KOjUMa je cyzKaBatbe oOJiaKa joIll u3parkeHuje, jep ce aHM30TPOIIja Koja IMOTUYe OJ] MHTEePaKIIn]je
U aHM30TPOIINja 3aMKe IoKJamajy. /lakie, reomerpuja 3aMKe MOXKe Jia JOBeJIe 0 I0jadarha
edekara koju noruay ox J1JIV. Hajmuk mpeTxoaHoM IpuMepy U OBJIe MOXKEMO OYUTATUH BPETHOCT
KPHUTHIHE jaduie nHTepakiuje (€54 ~ 78).

Oz
w
o

0.26

0.24

0 10 20 30 40 50 o0 70 =80 200 10 20 30 1050 60 70 30
Edd Edd

(a) (6)

Cauka 3.4. Coyuaj 4 - BaBucnocr paaujyca (a) oy, oy u (6) 0, y peasHoM IPOCTOPY O PeJIaTHBHE
jaunHe MHTEpPaKIIUje.

Ha kpajy hiemo pasmorputu ciaydaj 5, y KoMme je 3aMKa u3/yzKeHa y y-mnpasity. Ha counn 3.5(a)
BUJIUMO JIa C€ PAJIA]yC 0, HEMOHOTOHO Memba, MeyThM arroc/jyTHa IIPOMEHa BPEIHOCTH je BPJIO
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3. Hedopmanmja racuor obstaka u GepMu MOBPIINH JIUIIOJHOD CHCTEMa,

masia. Ha commu 3.5(6) npukasane cy 3aBUCHOCTH JpyTa JiBa Pajiujyca, IPU Y9eMy ILIaBa KPUBa

OIlNCYyje MOHOTOHHU PacT pajiujyca o,, 0K IIpHa KPUBa IIPeJICTaB/ba MOHOTOHO Olla lame pajujyca
. . . e

oy. Moxkemo n y oBoM ciydajy Hahm BpeJHOCT KpHTHUHe jadnHe mHTepaknmje (€5, ~ 118).

Jlakjie, y OBOj reOMeTpPHjU je cUcTeM Ha BeNUM peIaATUBHUM jadrnHAMa WHTEpPaKIije CTabuIaH.

3.7
— o
0.40
3.6
0.35
3.5 w2
- o)
& 5
s 0.30
3.4f
0.25
3.3F
Q 1 1 1 1 1 1 1 0.20 1 1 1 1 1 1 1
“"20 20 40 60 80 100 120 0 20 40 60 80 100 120
€dd Edd

(a) (6)

Cauka 3.5. Ciyuaj 5 - BasucHoctu pajaujyca (a) o, u (6) 0y, 0, ¥ PeasHOM IIPOCTOPY OJI PETATHBHE
jaunHe WHTEPaKIIUje.

Ha oBom MecTy MOKEMO ce OCBPHYTH Ha pe3ysTare U3 mnoryasiba 3 paja |[12]. Uako je y Tom
pajy KopuimheH aH3all Koju je hU3WIKN MpUIaroheHnju KBAHTHO JIeT€HEPUCAHOM JIUTIOJTHOM
QepMu cucreMy, CBU KBaJUTATUBHU 3aK/bYUIM OCTajy UCTU U Yy ciaydajy laycoBor anzalia Koju
CMO OBJIe KOPUCTUJIN.

3.4 edopmaruja PepmMu moBpIIA

[Ipe HEro mro KpeHeMo ca aHaIM30M pe3yJTaTa Koje cMo a00mim 3a jedopmarujy Pepmu
MIOBPIIHU, XTeJN OMCMO JIa HArJIacCUMO 300T Yera je BayKHO pa3yMeBaibe MeXaHn3Ma KOju je
OJI'OBOpaH 3a OBy 1ojaBy. Kao mto je Beh pedeno, PokoB usmencku wian 3a /I goBoan
JI0 UBJIyKUBakbha paclojiesie y UMITYJCHOM TpocTopy. llociemuna oBor m3jaykupama je u
npoMeHa cynepdJyniHOT clapuBaiba, jep je TYCTUHa CTamba y oKoJuHu PepMmMu MOBpIIN
moudukoBana. Ha npumep, y pauy [24] je y Xaprpu-@ok-Borosby6os dhompaiusMy ucnurusan
ancam0OJI yJITpax/aJiHuX nojiapucanux dpepmuona. Hahen je anuzorpornu napamerap rnoperka
u KpuTudHa Temieparypa. [lokazano je ja ce 3a majie Bpejnoctu jauune /I y nmosmapaum
MOJIEKY/ITMa MOKe JIOOUTH BUCOKA KPUTHUYIHA TeMIeparypa 3a CyrnepdIyuIHoCT .

Y 0B0j cekruju pasmorpuliemo pesysare nobujeHe pelaBameM cucreMa jeanadnna (3.4a)-(3.4x1),
HA OCHOBY KOjuX ce Buu Kako ce Pepmu cdepa sedopmuliie y eUCOU] y 3aBUCHOCTH O/1
penarusne jaunne /[JIV 3a paznuunre reomeTpuje 3aMKe. BUTHO je Har/IacUTH J1a aHU30TPOIHUja
XapMOHHjCKOT TIOTEHIjaIa He YTH4Ie Ha PaJijyce paciojelie y UMIIYJICHOM IIPOCTOpY. JerHakocT
2, = X, he BaxKuTH CBe JIOK y cilejiehieM IOIIaB/by He y3MeMo y 003Hp U MHTEPaKIHjy JyzK joIi
jeqHe oce W He HAPYIIUMO IMJIMHJIPUYHY CHMETPU]Y Y UMITYJICHOM IIPOCTOPY.

Ha ckymy ciauka 3.6 cy mnpukasaHe 3aBUCHOCTH WMITYJICA Y; Y MMIIYJICHOM 1pocTopy (y

jeMHIIIAMa, UMITYJICa 3a HenTeparyjyhu ciaydaj o) o pesatuBHe jadnHe wHTepaknuje. [liasa
KPHBa Ha CBUM IpadunnMa IpeCTaB/ba HOHAIIAIBE Y., TOK I[PBEHA IPEJCTaBba L, (= 2,).
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3. Hedopmanmja racuor obstaka u GepMu MOBPIINH JIUIIOJHOD CHCTEMa,

0.90F

0.85p

0.80F

0.75F

0.706—16— =20 30 40 50 60 70 80 § 50 00 50 200 750 300
Edd Edd

(6)

0 0 20 30 40 50 60 70 & 010 20 30 40 50 60 70 %0
Edd Edd

0.5
0.4r
] ‘0,3'
<

0.2f

0.1
1 1 1 1 1 1 1 0.0 1 1 1 1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120 0 20 40 60 80 100 120 140

€dd €dd
(m) (b)

Cauka 3.6. 3aBUCHOCTH UMILYJICA y MMILYJICHOM IIPOCTOPY O] PEeJIATHBHE jadnHe WHTepakimje. (a)
Cayuaj 1 - Cepro cumerpuuna 3amka. (b) Ciyuaj 2 - 3amka y 06Ky aucka y -y pasau. (c) Coydaj
3 - 3aMka y obsuky aucka y x-z pasau. (d) Ciuyuaj 4 - 3amka uzgyxkena jayx z-oce. (e) Ciyuaj 5 -
3aMKa u3jyKeHa Jayx y-oce. () BasucHoct nedopmaliuje y MMILYJICHOM IPOCTOPY OJI PEJIATUBHE jaunHe
WHTEPAKIje 38 CBE CIyvajeBe.

Ha coumnwm 3.6(a), Ha KOjoj Cy NpUKa3aHW DPE3yJTaTw y ciydajy 1, BUIMMO Jia WMILYJIC X,
MOHOTOHO PacTe, JIOK je 3aBHCHOCT II0 KOjOj ce Memajy IpeocTasa JBa PaJiijyca HEMOHOTOHA,
[IpU 9eMy je OJTHOC UMITyJca X, /3, > 1.
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3. Hedopmanmja racuor obstaka u GepMu MOBPIINH JIUIIOJHOD CHCTEMa,

Pesynraru 3a ciayuaj 2 ce nmamase na ciaunu 3.6(6). Buwammo ma wmiysic Y, pacre mMo-
HOTOHO, JIOK Y, U %, MOHOTOHO OIa/Iajy.

Y cayuajy 3 nobujy ce pesyararu, npukasanum Ha ciaunu 3.6(B). IIpumehyjemo na cBu
UMITYJICH PACTy, DU YeMy CBe BpeMe BaxKu >, />, > 1. Caudan 3ak/bydaK ce MOXKe JTOOUTH
nocmarpajyhu rpacduk 3.6(r), koju ce ognocu Ha ciaydaj 4. MoxkeMo Ja MPUMETHMO Jia Cy
3aBUCHOCTH 110 KOjOj ce ToHarajy umirysicu Ha ciaunu 3.6(r) unaxk crpmuje. To je mocsenuna
nokJtanarma annzorponuje /I n anmzorponuje 3amke. /lakiie, Kao U y peajHOM ITPOCTOPY
reoMeTpHuja CUCTeMa MOXKe Jia rojada edexte Koju notuday oj JIJIN.

Pesynraru 3a ciydaj 5 npemcrasibenu cy na caury 3.6(x1). Pacr mmmyncu X, je mMoHO-
TOH U HAKOH ojpeleHe jaunHe MHTEPAKIEje MOCTaje BeoMa M3parkeH, JIOK je IMOHAIIAme Y, U X,
HeMonoTono. Harjiacumo J1a ce y oBOM cjiy4ajy, Kao U y OCTAJUM, MOYKE IIPOINEHUTH KPUTHIHA
BpegHocT penarusne jaumue JIJIV. Bpemmoctn €5, cy mcre Kao 3a ofrosapajyhm ciaydaj y
MIPETXO/HO] CEKIUjU 3.3 MITO IMOKa3yje KOH3UCTEHTHOCT JTIOOMjeHOr CUCTEMA je/IHAYMHA.

Ha coumm 3.6(h) npukasamm cmo 3aBucHocTH Jgedopmarmja Pepmu HOBpHIIH y OTHOCY
Ha penatuBny jauuny JI/I y cBux mer pazmarpanux reomerpuja. Kao mro je Beh pedeno
pannje, medbopmarmja Ay 3a caydaj 4 je Hajomrpuja dyHKImja penarusHe jadnne [/, OBaksa
anajim3a oMoryhasa m300p reomerpuje Koja y €KCIEPUMEHTAJTHUM YCJIOBHUMa MaKCHMU3Yje
edexre nipucycrsa IV, mTo je o BeqUKOT 3HaYaja 3a Meperme MOC/eIUIa aHU30TPOIje U
yTUIAja KBAHTHE CTATHUCTUKE.
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IloriaB/pe 4

Enepruja aBocTpyKo JUIIOJHOI CHACTEMA

Y oBoM MacTep pajly Haja/be hemo ce GaBUTH IUTAILEM INTa Ce JIelaBa ca JIBOCTPYKO
JTUTIOJTHAM CHCTEMOM Y KOMe T'PAJUBHU aTOMHU WJIM MOJIEKYJIN ITOCE/LY]y JIBe BPCTE JIUIIOJTHUX
MOMeHaTa, eJeKTPUIHe U MarHeTHe. Pazjmmanre BpcTe MUIIOJIHAX MOMEHATa MOI'Yy HE3aBHCHO
Jla ce OpPUjeHTHIy, I1a heMo IPEeTIOCTaBUTHU Jia Cy MarHeTHU A0 OPUJEHTUCAHU JIyXK -
oce, a eJIeKTPUIHN JATOJH AyK z-oce. OBme hemo pasMorpuTy Kako he ce racHm obJIak u
@epmu TOBPII JIepOPMUCATH Y 3aBUCHOCTH OJI OJIHOCA MHTEH3UTETa OBE JIBE BPCTE MHTEPAKIIN]E
(enekrpuune u maruerne JIJI). VMcrpaxkuBame 0BaKBUX CHCTEMa MOTHUBUCAO je Op3 pa3Boj
eKCIIePUMEHTATHIX TeXHUKa Y 00JIaCTU YATPaxXJIaIHUX JUIOJHUX TacoBa MOC/IEIHUX TOANHA U
MoryhHOCT J1a ce y cKopoj OyayhHOCTH peayin3yjy JBOCTPYKO JUIMOJHA CUCTEMU YITPAXJIATHIX
depmuona. [lomaTau creren ¢jiodbojie Ha 3Ha4YajaH HAYMH oBehaBa MOryNHOCTH 3a KOHTPOJTY
0COOMHA OBaKBUX CHCTEMa M KBAHTHUX TEXHOJIOTH]a, OJJHOCHO OHOTA IITO CE Ha eHTJIECKOM je3UKY
Has3uBa quantum toolbox.

4.1 YkKynHa eHeprHuja CHCTEMa

AHaJIOTHO mM3pa3nMa 3a YKYIHY €HEepPrujy CHCTeMa y CJydajy ca jeJHOM HHTEPaKIIHjoM,
m3pasu (2.34) u (2.35), MOKEMO HANUCATH YIaHOBE 3a YKYIHY €HEprujy y caydajy Kaja y ob3up
y3uMaMo u ejiekTpuuny u maraerny IJIN y ciaenehem obsuky:

E = B+ By + E{ + E{ + EI" + E[". (4.1)

[Tocnenma /1Ba WwiaHa y ropmeM U3paldy obeslerkeHa Cy MHIEKCOM M U O3HadaBajy XapTpujes n
Qokos wian 3a Mmaraerny JIJIV. ¥ cienehum ceknujama jrera/pHO heMo u3padyHaTH €HepreTCKu
JIOIIPUHOC OBa J[Ba WIaHa y CJIydajy KaJa MarHeTHe JIUI0JIe YCMEPUMO HOPMAJIHO Ha eJIEKTPUIHE
JIATIOJIE.

4.2 upekrtan (Xaprtpu) wian 3a maruetny JI/IU

[TosceTumo ce sa je ommTu OOJIUK 3a MHTEPAKIMOHM IIOTEHIMjaJ u3Mely JBa JIAIoJia
HoJIapucana Jy>K OpTOBa €1 U €a:
2
_CH (e1-ez)r* —3(ey - r)(ez - r)

mp) = 4.2
Vi) = S o , (4.2

e je CT = pom?. Kao mro cmo Beh momenysn, noapasymesalieMo jia ¢y MATHETHH JIUIOJIHUA

30



4. Enepruja JIBOCTPYKO JUIMOJTHOT CUCTEMA

MOMEHTHU OPUjEeHTUCAHHU JIyK T-0ce, crora norennujai (4.2) mobuja cienehu obiuk:

m Crr? —3(e, - r)?
%d(llﬂ) = 4(;Td |r’5 ) (43>

Beh cmo panuje youniu ja Ham je y pauyny Heomnxonan @ypuje Tpancdopm OBOI HOTEHIIN]jaIA.
On ce moxke Hamnucatu y ciegeheMm o0UKY:

Vi ) = f*(g(exk;k) —1>- (4.0

[eo pauyn y oBom jeny Ouhe anajoran padyHy u3 IorJiaB/ba 2. JeJguHa pas3jinka HacTaje
KaJia Johe J10 pernaBamba MHTErpaja Irujy MOJUMHTErpajany (yHKIujy duan noteHmjas (4.4).
Panuje cMo y3 morojine cMeHe Taj MHTEIPaJl CBEJIU Ha JIOOPO MO3HATY aHU30TPOIHY (DYHKITA]Y.
PasmoTrpumo cajia naxk/puBHje HHTErpaJsl Koju ce J00uja y OBOM CJIydajy:

et ( (7 +3<(:; HER 1) |

Axko kao panmje yBejiemo cMeny ca JlekaproBux Ha cdepHe KoopawHaTe: ¢, = ksinf cos ¢,
¢, = ksinfsin ¢, ¢, = k cos § u 3a Jakobujan Tpanchopmanmje nckopucrumo J = k% sin f, nakon
cpebhuBama, yraonu jieo nHTerpaJsa mocraje:

/2” 0o /” g 30202 sin” 0 cos® ¢ . (45)
sin —-1]. :
0 0 0202 cos? 0 + 02 (02 cos? ¢ + o2 sin® ¢) sin” 0

YKOJIIKO yBeIeMO HOBe O3Hake: & = 0,/0,, y = 0,/0, u gedunumemo nmomohuy dbysxuujy
fAz(xa y) Kao:

3y? cos? ¢
22y? cos? 0 + (y? cos? ¢ + x%sin® ¢) sin’ 0’

1 ™ 2w
fae(z,y)=1— E/o do sin39/0 do (4.6)

TaJia MOYKEMO Jia PEIuMo HHTerpaJi o yriy ¢. [Ipurom hemo unrerpasmuru y rpanunama oj 0 10
7/2 n pesynrar nomuoxkutu ca 4. To je moryhe jep je dyHknuja m-nepuogndHa U CHMETPHIHA Y
onuocy Ha /2. Ha oBaj naunu ce nobuja:

1 - T <1 _ \/xzyz cos; 9+mz s%nj@)
Futeg) =1 = 12y [ asnto GG,
0

4m 2 (y2 sin? @ — 2 sin? 0)
3 2 w/2 2 20 . 29
S - 2—25/ d9 sin gy | L0 VI (4.7)
2 (y? — %) vy Jo 22 cos? f + sin” 0

_q 3y | :c/“x? dt 1 — k22
(P2 y Jo Vi—z2V 1-¢2

riie cy ¥, = arcsin V1 — 22 u k? = (1 —9?)/(1 — 2?). Kopucrehu cumerpuanoct y ognocy na /2
IPENOJIOBIIN CMO UHTEpBaJI HHTerpaluje, a Ha npeaasy u3 apyror y tpehin pej yBeim cMo cMeHny:
t = cosfv/1 — 2. Ckpehemo mazKmy a OBY CMEHY MOYKEMO Jla YBEJIEMO CAMO IOJI YCJIOBOM
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0 < 22 < 1, JOK Ha JApPyTUM HMHTEepBaJUMa BPEJHOCTH IlapaMeTpa I MOPaMO aHaJIUTUYKH
Ja npojyzkuMo oBy dyukiujy. Hajzaa, kopucrehu nedunniuje eIMITHIKNX WHTErpaJia u3
pedepenrtie 23] nobujamo nomohny dyukmjy y 06uKy:

3 2
fao(,y) = ﬁ (1 - y\/%

YKOJIMKO UCKOPUCTUMO OBaj pE3yJITaT, JUPEKTaH UJIaH je:

E(ﬁx,ﬁ)> +1. (4.8)

N2 o
Er=— LT g (T2 Ty
h 96&3/2—” <az az) (4.9)

4.3 Wsmencku (Pokos) unan 3a marderny I

Konauno, 3a @oKoB 41aH MOXKEMO UCKOPUCTUTHU aHAJIOTHje ca CBUM JO0 cajia ypaheHum y
IOIJIaB/bY 3 Uy ceKnuju 4.2, Ha OCHOBY dYera CJIeJIu:

N? Y, X
E" = == = 4.1
f 96\/_71'3/2_wa (Zx’ Zy) ( O)

Kao mro cMo morim odekwBaTw, y TOC/IEIHa JIBA WIaHA WU3TYOWIN CMO IHJIUHIPUTHY
cumetpujy. Panuje je cucmreM 6MO MUIMHJIPUIHO CUMETPUYIAH OKO z-oce, a maruerna JJIV nma
MJIMHJPUYIHY CUMETPHU]Y OKO X-0ce, Ta YKYIIHO I'yOuMo Te cumerpuje. /lakiie, u3MeHCKHU dj1aH
je cajga MaJio KOMIIMKOBaHuja (DyHKIMja Y OJHOCY Ha I0jeIHOCTaB/bEHY CUMETPUIHY (POpMY
AHU30TPOITHE (PYHKIIN]je, KOJY CMO PAHUje KOPUCTUIIN.

[Tocebry maxkmy Mopamo jia obpaTuMo Ha apryMeHTe rnmomohue ¢dyukmnmje fa.. Kao mro je
Beh moMenyTO, OJHOC jaumHa WHTEpaKIdje 3a eJeKTPUIHEe W MarHeTHe JIUIOJIE je TUIIUTIHO

/O ~1/a? ~ 10*. Jlaxe, eleKTputdHa HHTEPAKIMja je 3HAYAjHO jada Of MarHeTHe, CTOTa y
rpy6oj aHaIM3M O4YeKyjeMo Behe u3jiyzKerbe y IpaBIly 2-0ce HEro y HmpasIly Z-0ce, JIOK JIyXK Y-0ce
He OYeKyjeMO HM3/ly2Kerbe Ha JIMPEeKTaH HAaduH MaKo he J10 mera jjohu Ha WHIUpEKTaH HAYUH,
300r mpomeHe ob/MKa TracHOr obsaka. Ha ocHOBY oBora odekyjeMo ja apryMeHTH nomohre
dyHKIIMje y UMITyJICHOM TIpocTOpy Oy/ay Behu of jeaunuiie. C 063upoM j1a padyH U3 CEKInje
4.3 ojroBapa CUTyallMju KaJla Cy apryMeHTH (DyHKIMje Mambu of 1, a y CIIPOBE/IEHO] aHAJIM3H
CMO 3aKJby4min Jia he Hamwm aprymentu outu Behu of jequnuiie, u To APYru Behu o1 MPBOT,
MOpaMO aHAJUTHIKE J1a POy KUMO GYHKIW]Y fa.(x,y) Ha ciydaj y > x > 1, kopucrehn
tabesy (8.127) u3z pedepetnre [23].

[Torpebue cy nam cienehe Bese:

K 1K sin?d 1

- nYy = ————~ V= —. 4.11
L= —, sin 4 Ao costy = 5 ( )
[Ipumemyjyhu oBe cMmere y3 goaaTHe ajarebapcke TpancdopMalmje 1001jamMo:
ot — 22— Agy? 4y
(22 —y?) (a* — 1)
(4.12)
3xy V-1 1
+ - E W, k1) — ———=F (%1, k1) | ,
(2 —y?) \ 22-1 [ — 1

rJle Cy HOBM apryMeHTH eJIMITHYKKIX uHTerpaia k2 = (y? —x?)/(y* — 1) n 91 = arcsin /4% — 1/y.

fAm(fL’;y) =
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4.4 MwuHuMu3anuja eHepruje

Kopucrehu pesynrare mobujene y mpeTxojHe JiBe CeKInje, YKYIIHa eHePruja MHOTOYECTUIHOT
CUCTeMa JIBOCTPYKO JUIMOTHUAX (PepMUOHA y CIyYajy KaJa Cy bUXOBU €JeKTPUIHU JTUTIOIN
OPUJEHTUCAHU JIy2K Z-0Ce, & MarHeTHU JIy»K T-0ce je:

N hQEQ 9C4 Y, 2, Oy Oy
E“k‘?(? PPN )*N%lf(z—;z—y)‘f@z)}

cm DD I o
N2 -z T ZY
+ 5 |:fAz (ZI Zy ) fo < UZ ’ JZ ) :|

e cy c§ = 05,/(96v271%/2) u ¢ = C7,/(96v/27%/%). Onae narnamasamo na je n Pokos wiam
3a eJIeKTquHy JAUIIOJI- JUITIOJI I/IHTepaKL[I/ij 3aXTeBaO0 aHAJIUTUYIKO HpO;[y}KeH;e AHU30TPOITHE
dbyuxkimje, koje mobujamo kopucrehin rpancdopmarmje (8.127) uz pedepenre [23]:

(4.13)

1—1—2:1:2+ 3y
L—a2? (22 -1)/y2 -1

AprymMenTs eJIMITHYKOr MHTErpasia K1 U ¥ Cy YBEJEHU Ha UCTU HAYUH Kao y ceKnuju 4.3.

flz,y) = E (Y1, k1) - (4.14)

4.4.1 Bapwujanuonu mapamMeTpu y UMIYJICHOM HPOCTOPY

C ob63mpom 18 KOprCTHMO (POpMaIn3aM BeJIMKOI KaHOHCKOI aHcamb0ba, geduaucahemo
BEJIMKU KAHOHCKU ToTeHtnjast ) = Fy — uN, n3padyHaTu HEeroBe m3BoJIe 10 BAPHUjAIHOHIM
nmapaMeTrpuMa ¥ HU3jeJHAYUTH HUX Cca HYJIOM Ja OumcMo J00M/im BapujallioHe jeHadnHe.
[Torpazkumo pBO U3BOJIE IO UMITYJICUMa, 2J;:

1 NE, NPT, (. B\ N s, %
0= ——10,0,0.,5,5, Ve — —9 2 f [ =2, 22 sl ==, =2, (415
L e YV e zgfl(zz 2y> P f“(zz 2y> (4.15)

1 NR? NS, , (8. 8.\ N%p s, 2. %,
O:—guaxayaszEz—F Wi Xy — 3 ﬁfz( ) 5 szAl‘? (E Ty ) , (4.16)

1 NEZ_  N%5 1, (S, 5.\ N2es1 . (. 9
0=—= T zExE Ez g _ =, = —t _Z)_Z
gH Ox Tz ety T oy +532f1( y)+532f2(2$2>

+N2 f Y, X, +N20 lf DI I
Axl Ex’Ey 53 E Azx2 E E

(4.17)

[TonoBO MOXKeMO HAIpABUTHU JIMHEAPHY KOMOWHAIIN]Y OBUX jeHAUYNHA KAKO OMCMO XEMWjCKU
MOTEHIINjaJI U3PA3UJIN IIPEKO OCTAJNX BapUjallMOHUX Mapamerapa. Tako godujaMo UCTy Be3y
(2.37) kao u panmuje. AKo OKyIIaMo cajia Jia ojy3MeMo IpBy o Tpehe jennaqunne, mobuhiemo
KOMILJIMKOBAH M3Pa3 KOju ce 300r Hapylllema MUJINHIPUIHE CUMETPHje He MOXKEe CBECTH Ha
jeaHocTaBHy Be3y Koja oTKpuba jiechopmariujy Pepmu nospiu. 1o 3Ha49M J1a OBOT IIyTa MOPAMO
npehu guraB myT JI0 periaBama jeJIHadnHa KaKO OMCMO M3BYKJIM 3aK/bydaK 0 00uKy Pepmu
MIOBPIIIH.

Youumo ja cy BapujalioHU ITapaMeTpu y OBOM CJIy4ajy CBa TPU UMILYJICA X; Y UMITYJICHOM
[IPOCTOPY, TIOIITO BUINIE HEMA ITUJIUHIPUIHE CUMETPH]e.
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4. Enepruja JIBOCTPYKO JUIMOJTHOT CUCTEMA

4.4.2 BapwujanmoHu napaMeTpu y peaJlHOM IIPOCTOPY

N3Boay BeJIMKOI KQHOHCKOD IOTEHIHjajia 0 PaJijyCuMa Y PeaiHOM IIPOCTOPY HaM Hajy
cnesehe jeanaduue:

1 1 N? \ L, . 1
0= —£10,0.5,5, 5, + N Mo - Cd fi <— —) — Cd ( ) =
O-Z

0, 0,/) 0, o, Ox
N2cd X, 2, 1 N2 oy 0y \ 1
- —3 f SIRESH fA:l‘l )
E Ey Oy 0, O, P
N2cd oy 0y 1 N2cd X, 2\ 1
e (0 5 (555
4.18
1 1 9 NQCd o, oy\ 1 N, [0: 0, 1 e
O: —quO'xO'ZEzZyEZ—{—§NMO'ywy 0_ fg 0_—,0_— 0_—+ _3 f U—,O_— 0'_
z z z z z Y
_ N2cf1f X, X\ 1 N2cd ! or oy \ 1
o3 3, E 7 4\ 50, ) o,
N2 d oy 1 N2 f ¥, X2\ 1
Av 0. 0. oy Ar\y) Z oy’
4.19
1 1 N? cd 0. 04\ 0x NZ?cq Oy O 1 ( )
0= —-po,0,2;3,%, + — NMazw+ hl= 2 )==+—/f|=2)—
8 2 o, 0,) 02 o 0. 0.) 0,
+N20df ox 0y Oy NQCdf ¥, ¥\ 1
7 ?\o, o, o? o3 ¥, %) o,
N2 op 0y 0 N2 Oy O 1
+ =3 L faa1 (U_z’ U_Z) o2 + E—gdeac (O'_z’ U_Z> o
N2cm Tr Ty Oy N2cm Y, ¥\ 1
+ > faw2 (Uz - a_g_ = fax E—$,2—y o
(4.20)

Oe Tpu jemnaumHe cy JUHEAPHO He3aBucHe. MokeMO WX WMCKOPUCTUTH Jla U3PA3UMO
JlarpaHkeB MHOXKHUTEJ/b, aJll TO HUje HEOIIXOJIHO ¢ OO3UPOM Jia je m3pa3 eKBuBaJieHTaH Beh
paHuje J00MjeHOM, a padyH je 3HATHO KOMILIUKOBAHU]jU.

Younmo Jia cy BapHjallMOHU [apaMeTpu M Yy OBOM CJIydajy CBa TPHU pajujyca y peaJ-
HOM IIPOCTODY.
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4. Enepruja JIBOCTPYKO JUIMOJTHOT CUCTEMA

4.5 Jledpopmanmje racaor obsaka m ®PepmMu MoOBpIM JIBO-

CTPYKO JUIIOJIHOI' CUCTEMAa

4.5.1 Jepnaumne y 6e3amMeH3M0OHO] (bopMm

Ha uctu naunn kao y nperxojHom mnorsiasspy pehun hemo na 6e3aumensuony dhopmy jeaHa-

YHrHa. Ta;La CHUCTEM M3IJieJa OBaKO:

O — 6 x y ;2/2 E/ 1
— oYY
0=o (Z;Q + E’ZQ _ 22’2> +e4qq b —f1 (Z—IZ Z_’Z) ,
x Ty
— oY
0=0 (X7 —-2%7 +3%7) +z—:ddb—f2 <§ g) ,
z “y

(4.21a)

(4.216)

(4.218)

awz

_ DD Y 'w, Olw,
0:0/(30;3—25—25—2’3)—sddb< ( : Z)—f(amw y >+

IR / L
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DI olw, oW, olw,
— Eda (fo( >—fo<, ,— )
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!/
OLWy 0wy
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(4.21r)

oW

— DYDY "W, Olw,
0:0/(30;2—2;3—2’;—2’3)—eddb<f< Z)—f(axw y >+

77N / L
DYDY Olwy OLwy

¥ olw, ol w, O'WZ
—Einb(fo(— _>_fo< / ) Z,/ >+
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(4.21 )

oW,

_ DAY 'w, Olw,
ozaf(gaf—zgf—zfj—zf)—gddb(f<—z —Z>—f<%w, y )—

1N ! /
P4 OlWwy OLwy

/
oW,

L
O,Wy

_|_

T J2
olLwy
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b (fae (52 52) — fae( 222,25 4

RS

!/
OlWy 0wy
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(4.21D)

rie je b= 6Y/9/(192,/7), a €7, je peaTHBHA jaunHa MarHeTHe WHTepaKIuje. BUTHO je 3anasuTn
J1a KOJI JIBOCTPYKO JUIOJTHUX CHCTEMa NMaMO CMalbeHy CUMETPHUjy YKYITHe eHepruje, OJIHOCHO
MOZKEMO JIa OYEKYjeMO Jia Cy CBa TPU MMILYJICA PA3IUUIUTa y OHIITeM ciydajy. Kao mro mMoxemo
Jla, IIPEMETHUMO OBJI€ CMO KOPUCTHJIM CAMO IPBY U JIPYTY jeJHAYUHY y HUMIIYJICHOM IIPOCTOPY, je€p
ce IbUXOBUM cabUparbeM MOKE JIOOUTU U30CTaB/heHA je/IHAYUHA. Y PEATHOM IIPOCTOPY CY CBe
jeJiHadMHe JIMHeapHO He3apucHe. /[akie, uMaMo IIeT jeJIHaunHa Kao U YCJIOB 3a (pUKcHpambe Opoja
gectuiia (4.21a). PerraBamem oBor cucrema J001MjaMo CBUX IIECT BAPUJAIIOHAX MTapaMeTapa.

4.5.2 TI'paanmgHa BpeaHoCT MaJie jaumHe ejgekrpuune /I

Pemasame cucurema jegnaqauna (4.21) y ommmrem ciydajy, 3a IPOU3BOJbHE jadHE HHTEPAK-
mja, je Beoma 3axteBHOo. CeTmMo ce ma cy aHm3oTporHa GyHKIHMja f u momohHa GyHKIHA fa,,
KOje ce jaB/bajy y jeJHadnHama, jeduHucane Ha BeOMa YCKOM JIOMEHY, KaJia cy 0ba apryMeHnTta y
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4. Enepruja JIBOCTPYKO JUIMOJTHOT CUCTEMA

unrepsasy usmehy nyse u jeaunure (0 < z < 1). Melyruwm, 3a nepedpopmucany Pepmu chepy
OBU apryMeHTH jeJIHAKHU Cy jeJMHUIM, a 3a chepy U3/IyzKeHy y IpaBIily 2-oce cy Behu oJ1 jeuHurie.
C 063upoM Ha TO, y 3aBUCHOCTHU O] TEOMETPH]je 3aMKe U Olicera y KoM ce kpehy penarusne jadunne
MHTEPAKIje, IIpe pellaBama jeJHa9nHa MOpaMo OBe JiBe (DYHKIMje aHATUTUIKH TPOJYKATH Ha
pesieBaHTaH JIOMeH, Kopuctehu ce dpusnakom unryunujom. Kaga cMo nMain jeJlHy HHTEPAKIIHU]Y,
peJIATUBHO JIAKO je Ouo pasBuTu norpedbHy uutyuimjy. Mehyrum, y ciydajy Komieruiuje jase
UHTEPAaKIUje, MHOI'O je TexKe IPEJBUIETH IIOHAIIAIbE CUCTEMA, I1a jé YeCTO MOTPEOHO IIPUMEHUTH
MeTO/] IIOKYIIIaja U IOI'PEIIKe.

Mu MO HyMepUUKE HAIILIN Pellerse jeJHAUNHA 3a CJIydaj KaJa je je/JHa HHTepakiuja (eJeKTpIuIHa
JJU nyx z-oce) BeoMa MaJjia, JOK CMO jadrHy MarHeTHe WHTepakKIlije JIy:K r-oce Memasu. OBa
peliema cy IpejcTaB/beHa y ciaenaeho] ceknuju.

4.5.3 edopmanuja racHor obsaka u @PepMu moBpIIIN

Hexka ce cucreM JBOCTPYKO JUIIONHUX YATPAX/JIaJIHAX (pepMUOHA HAJA3U Y 3aMIU OOJINKa
Jucka y y-z pasun (w, = 10w, = 10w, ). IIperocTaBuMo a ¢y €JI€KTPUYHE AUIOIN OPHjeTHCAHN
JIy2K z-0Ce U Jia Cy TNapaMeTpHu IOJIeNIeHN Tako ja penaTtuBHa jaduna /AU 49 mma masry
BPEJIHOCT. YKOJIMKO Cy MarHeTHU JIUTIOJU OPHUjEHTUCAHU JIy2K T-0CEe, Pa3MOTPHUNEMO IITa ce
JleTliaBa yKOJIMKO MerbaMo BpeIHOCT pesaTusHe jaunHe Maruerne [IJIN 7. Hobujene pesynarare
IIPEJICTAaBUIN CMO I'papudaK.

0.195
0.190
0.185

- 0.180

5
0.175
0.170

0.165

0.160

0 20 10 60 30 100 120 0 20 10 60 30 100 20
gm 87”
dd dd

(a) (6)

Canka 4.1. 3asucnocrn paiujyca (a) o, u (6) 0y, 0, y PeasHOM IPOCTOPY U3PAXKEHUX Y je[MHUIAMA
00; O penarBune jaunue marnerre JIJII.

Ha cmukama 4.1(a) u 4.1(6) Bugumo ja ce ca noehameMm pesiaTHBHE jadyuHe MarHETHE
MHTepaKIlfje CUCTEM IMUPHU Y CBUM IipaBiuMa. IIpumehyjemo na je y pesyiraruMma ojpzKaHa
NUJIMHJIPUYHA CUMETPHja OKO T-oce, ¢ ob3upoM ja je enekrpuyna /I mehy maunonmma
OPUjEeHTHCAHUM Y TIPABILY 2-0CE€ BPJIO MaJja W He peMeTH CUMeTPHjy Kojy 3ajaje maraerna J[JIN.
OBre ckpeheMo naxKmy Jla Kaja OucMo 3a pesy/irare JIoOUjeHe y MOrJaB/by 3 3a caydaj 2 u3
tabesie 3.1 U3BPIMIMIN UKJINIHY TEPMYTaIlnjy KOOpAWHATA & — Y — 2 — X, JIOOWIU OUCMO
IpuOJIMKHO pesysrare npukasane Ha cinmkama 4.1(a) u 4.1(6).

Ha cnounm 4.2 npejictaB/beHu cy pe3yTaTu jgodujeHn umMmirysice. MoxKkeMo Ja BHJIUMO Jia
ce Pepmu cepa gedopMuUIle y eTucon ] U3ayKeH AyxK r-oce. Kao 1 y peajgHoM IpocTopy
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4. Enepruja JIBOCTPYKO JUIMOJTHOT CUCTEMA

UIMHJIPUIHA CUMETPHja OKO Z-0ce je IPHOJIMKHO OJprKaHa, Ia X, A~ X, OllaJajy MOHOTOHO Ha
WCTH HAa4WH, 0K Y, pacre. [Ipumehyjemo ma 3a omHoc mmiyiica Baxn >, /%, < 1.

0.80F

0.75}
_0.70F
L
0.65
0.60f
0 20 10 60 0 100 20
m
8(1(1

Cinka 4.2. 3aBUCHOCT UMITYJICA U3PAKEHUX y jeJMHUIIaMa Yo ofl pejiatuBhe jadnne maruerue JJIN,
300r BeoMa CJ1abor Hapyllema IUIMHIPUYIHE CUMETPHUje BaxKn Y, ~ X,
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3aKJbydakK

Y oBoM pajiy cMO ce DaBWJIN UCIUTUBAIEM yTulaja ejekrpudne n maraerae /I na obmk
raca u Ha 00/iuk PepMu MOBPIIU Y yJITPAXIAJHUM KBAHTHIUM FACOBUMA.

[Tornaebe 1 cmo mocBerwsm Tojcehary Ha OCHOBHE KapaKTEPUCTHUKE YJITPAXJIAIHUX
depMroHa y XapMOHH]CKOj 3aMIu Koju mehycobno unreparyjy nocpejactsom JIJIN. Tamu cmo
Hperyie/l JOCaIallbiX pe3yaTaTa y 00JacTi U KPATKO IMPOJNCKYTOBAIN METO/I Pajia 3aCHOBAH
Ha Xaprpu-Dok Teopuju cpeber mo/ba. 3aTUM CMO MOTHBHUCAJIH PEIllaBaibe Haller mpobjiemMa y
daznom npocropy nomohy Burnepose dynkimje pacroere.

Y mnornaBby 2 cMo ojadpasiu pejieBaHTaH aH3all 3a DBuUrHepoBy QYHKIMjYy IOTOJAH 3a
OITNC CHCTEMa U U3BEJIM M3Pa3 3a HEeroBy YKyIHy eneprujy. Hakon Tora cmo y dpopmanusmy
BEJIMKOI' KAHOHCKOI' aHcaMmbJia MUHUMHU30BAJIM €HEPIUjy U Ha Taj HAYUH JIONLIA JIO CUCTEMA
jeHaYnHA 38 BapHUjaloHe rmapaMerpe. ¥ OBOM IOIJIaB/bY HU3BEJIU CMO U AHAJUTUYKNA U3Pa3 3a
nedopmariunjy PepMu MOBPIIHT.

Y HapeaHOM TIOIVIaB/bY 3 CMO CHCTEM jeJlHAYMHA JIOBEJU JI0 Oe3TUMEH3MOHOT O0JIMKa
[OTOJIHOT 3a HYMEPHYKO pellaBaibe. 3aTUM CMO CHUCTEM HYMEPUYKU DPENIuIn U J00uIn
BapHjaIloHe rmapaMerpe y 3aBucHocTr oJ1 peiarushe jaunne /W y paszmmautum reomerpujama
3aMKe U pe3y/rare MPe3eHTOBaIN IpadudKku. 3aK/bydIuaIn cMo ja ce u PepMu MOBPIT U
obJrak raca M3/yKYyjy JIyzK Oce OpHjeHTalldje JUIO0JIa U JIa TeOMEeTPHUja 3aMKe 3HAYajHO YTUYe
Ha 1oBehame mim cmameme edekara mzazpanux npucycrsom JIJIN. Illrapumie, y pasim-
YUTUM reoMeTpujaMa he cucrem 3a Marbe win Behe Bpeanoctu jaunne [/ nocraru necrabusiam.

Ha xpajy, y mornas/by 4 CMO HUCTY METO/JOJIOTH]Yy IPUMEHWIN Ha JI00Wjarbe YKYIIHe
eHepruje JBOCTPYKO JUIIOJTHOT CHUCTeMa, MUHUMHU3AIjy W J00HWjame CHCTeMa jeIHAdInHA
3a BapHjalroHe mapaMerpe. 300r KOMIIEKCHOCTH jeIHAYNHA U OCET/bUBOCTU HYMEPUIKOT
MPUCTYTIA, Pellerhba CMO HAILIA CaMO Y TPAHUYHOM CJIydajy BpJio majie Bpeanoctu /I mebhy
eJIeKTPUYHUM JunosinMa. Ha rpadurmma cMo mpeicTaBuin 3aBUCHOCT PaJjyca y PEeaiHoOM U
UMITYJICHOM TTPOCTOpY 01 jaumHe maruerHe J[JIU.

Bakpyamin ¢MO Ja O aHAJMTUYIKU IMPUCTYII y peliaBamy OBOr IpobjieMa OHO HM3y3eT-
HO KOMILIMKOBaH Ipu Kopuinhemwy anzala u3 paja [12]. Mehyrum, sBujgenu cvo ja ce npu
Kopuihemy poCcTuje Bapujaruone pyHKIMje, KA0 Y OBOM paJly, I'yOr Ta9HOCT KBAHTUTUBHIX
3aK/bydaka y CJIydajy JumnojHux cucrema. [Ipobsieme Ha Koje MO HAMIILIN Y CIy4ajy JIBOCTPYKO
JIUTIOJTHUX CUCTEMa TTOTPEOHO KOPUCTUTHU HENITO KOMILJICKCHU]U aH3all 3a duje Ou perraBarme O1o
HEOIIXO/IaH ITOTIIYH! HYMEPUYKHU IIPUCTYII y TPpazKelby OCHOBHOI' CTamba.

SaxBamauna: Osaj macrep paj je ypaben y Jlaboparopuju 3a npumeny padyHapa y
Haymu, y okBupy Harmonasnor rmenTpa M3y3eTHUX BPEIHOCTH 3a U3ydaBarbe KOMILIEKCHUX
cucrema NucTuryTa 3a ¢pusnky y Beorpasy mog mentoperBom nip Arryna Bamaxka. 3axsasbyjem
My ce Ha OpOJHUM cyTecTHjaMa W MCIpaBKaMma, &l U Ha MOIYNHOCTHU Ja y TOKY OBe ITKOJICKe
roJ/luHe yYecTBYyjeM Ha KOH(EepeHInjaMa 1 JIETHO] TTKOIN 13 00JIaCTH YITPAaXJIaJHUX racoBa 1
CTEKHEM JIPAroleHa UCKyCTBA.
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JlogaTak A

Oypuje tpancdopm IV norenmumjasia

Y oBom gomarky wuspadynahemo @ypuje tpanchopm IV norenrujaia usmehy Ba
dbepmuona, koju je mar jeaaadunom (1.11) u nma obuK:

V() = Coa (e -ea)r” = B(er -x)(ez 1) (A1)

ix i’

Mu cmo y pay xkopuctuiau JIJIV norennujas uamely JiBa Jurosia Koja cy HoJapu30oBaHa JIy 7K
uctor opra e. C 063upoM Ha TO MOTEHIMjaJl MOKEMO Jla HAIUIIEMO U Y jeIHOCTABHUjEeM OOJIUKY:

Coar?—3(e 1)
Vaa(r) = 4;1;”" rg ;. (A.2)

Kaxko 6ucmo Hactasuin padys uckopucruhemo dpopmy norenrujaia kopuinheny y pajy [25]:

C. 1 riT;
%d<r) = 4—;1: €; € <5Z]ﬁ — 3T_5j) s (A?))
Y]

rje cy e; u r; JlexkapToBe KOMIIOHEHTe BeKTOpa € U I, a d;; je Kponekeposa jeinra. 3a mgambn
pauyn 6uhe nam norpeban reaepasucanu upak-I"punos upenrurer:

0? 1 A7 1 riT;
( ) = —?(51-]'(5(3) (r) — 5ijr_3 + 3L, (A4)

OriOrj \r 7o

Axo ce ycpeacpeanmo camo Ha Jieo y 3arpaju u3 uspasa (A.3), kopucrehn lupax-I'puron
UJIEHTUTET 3a MpeypehuBame 100ujamo:

4 0? 1
_ 205 53) _
3 ;0% (r) Jridr, < ) ) (A.5)

r

Kaxo 6ucmo nacrasuin uzpadynasame Oypuje rpancdopma, npumerumo Ja cy ciegeha Oypuje
pasjaraiba TadHa:

1 Pk AT .
r / @rp k2" (A.6)

6 (r) = /%eikr. (A.7)

Buaumo ga 1/r moxke ja ce npejcrasu Kao unsepsuun @ypuje tpancdopm ox 4w /k% Jom
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hemo uckopucTuTu ja je TpoauMmensuonasna Jupakosa menra dynkimja unpepsaun Oypuje
TpancOpM jeIMHUIIE.

[TpumemuBamwe uierrurera (A.6) u (A.7) y uspazy (A.5) goBogu Hac Jio:

g [ e P ([ b
3 * (27’(’)3 87}87’5 (27’[’)3 k2

4w d*k Sk ory ory dk 4r ikr
__?5“/( (Zkl )(Zklarj (/ omys k2 © >

(A8)
4 Pk ik . d*k 4w gk
:_?51']'/( k <Zk1”> (szldj’l> (/ 3I€2 >
l
47 Bk &3k A
:__51 ikr klk 7,1' .
50 | G i (/ 2nP ¢ )
Konauno moxkemo Hammcartu ciejehe:
Cad Am 1
‘/dd<r) = E €; € l—? 513.; { ] + 471']{7 k’ f |:k32:|:| y <A9>

2,]

Casta mozkeMo j1a nzpadynamo Oypuje Tpancdopm u JieBe U JieCHe CTpaHe OBOI' U3pas3a, IITO
HaM Jiaje:

~ C ki k;
‘/(-id(k) = —% €;€; (51] -3 kZJ) , (AlO)

Z'hj

Kana nmpocymupamo oBaj nspa3s j00mjamo:

Va(k) = — S8 (1 _gle k)Q) , (A.11)

3 k?

Oprt noslapusariyje JQUioJa y OBOM PaJLy je e,, ma je obiuk Pypuje Tpancdhopma MOTEHITHjaIa
kKopuiitheHor y pajy cienehu:

Vaa(k) = Cé“ (3(k 1;) - 1) . (A.12)

[Ipumernmo 7@ pererme 3aBUCH OJ TpaBIla W CMepa MMITYJICa, JOK He 3aBUCH O] HerOBOT
nnrensurera. Takohe, jako je yountu na 3a k = 0 @ypuje rpanchopm IJIN norennujana nuje
JneduHICcaH, & ce Y 3aBUCHOCTU OJI IOTpedbe MOpa Peryaapu30BaTH.
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Jlonatak b
AHnm3orponna n nmomohna pyHKNmja

Bb.1 Anwmzorpomnna pyHKOHja

[Ipn npoyuaBarmy JAUIIOIAPHUX YITPax/IaJHUX TacoBa Y PAdyHY ce, Kao IIOCJIEINIa aHu30-
tporrroctu JIJIU, mojasibyje T3B. anuzorponna dyukiuja. OBa dynkimja nma ciaegehu o0InK:

I i 322y? cos® 0
= —— d df sin 0 -1
f(@.y) 4 J, <Z5/0 S <x2y2 cos? 0 + (y2 cos? ¢ + 2 sin” ¢) sin? @ ) B.1)
3$2y2 27 1 :
— df sin 0 cos® 0 / d _
4 /0 SO 0 ¢x2y2 cos? 0 + (y? cos® ¢ + 22 sin® ¢) sin® 6

=1

Wurerpan no ¢ ce moxke peruru kopucrehn upenrurer (3.642.1) u3 pedepente [23]:

/2 s 2u—1 2v—1 1
/ d Sin ¢COS ¢M+V _ — B (,u, V) : (BQ)
0 (a2 cos? ¢ + b*sin® ¢) asrb*

rie je B (u,v) Ojueposa Gera dynknuja. Moxkemo BpimTy uHTErpaiujy Ha uarepsay o 0 jo
7/2, 1 OHJIa TIOMHOXKHUTHU pe3yTaT ca 4, jep je dyHKIMja T-MepuojndHa U CHMETPHYIHA Y OJTHOCY
Ha 7/2. Jla 6GuCMO UCKOPUCTHU/IM OBaj pe3ysrar paciucalieMo uMeHmIaIl Tako Jia uma (hopmy
KOja je TpUKa3aHa y TOPHEeM MHTerpaJy, Taja ce JIAKO BUJIN J1a:

1
= = —
H 9

a:x(l—cosge(l—gf)) , (B.3)
b:y(l —00820(1 —xQ)) .
Kopumheme ropenasejienor jiosemnihe Hac Jio:

3xy [T cos? 6
r,y)=1——= [ dfsinf ,
f@y) 2 Jo V1 —cos20 (1 —22)\/1 —cos?0 (1 — y?)

(B.4)

rie je uckopwuiiheno B l, LY — 7. 3a aauzorporHy dyakiujy Baxu [ (r,y) = f(y,x). Y
272

3aBUCHOCTH OJI OJIHOCA apryMeHaTa aHUu30TPOITHE (DYHIIKHje MOKEMO UMATU PA3/IMIUTa, Pellerba
ropmer HHTerpaJa:

1. z<y<1
Kopucrehn cmeny u = cos /(1 — x2), unrerpas (B.4) nocraje:
3:[;?} /\/ 1—22 u2
:L’j — 1 «I» _—_— du 5 B5
J(@.y) (1—a2)3/2 ), V1 —u?V1 — K2u? (B:5)
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rie je K = /(1 —y2)/(1 — 22) < 1. Pemerse ropmer MHTErpajia jejltHo MOZKEeMO IIPe/ICTaBUTH
nomohy crienujaaunux dyukiyja. Kopuctuhemo emmnruyke nnTerpasie mpse u apyre Bpcre, KOju
cy nedunncanu kao y noryasiby 8.1 pedepentie [23]. Konadno, pesymnrar je:

E,k)—F (Y, k)
(1 =y*)V1—a?

flz,y) =1+ 3zy , (B.6)

rje je sind = /1 — 22,

2. y<z<l1
C ob63upom Ha cuMmeTpujy aHM30TporHe dyHKIHMje, BpegHocT dyukimje f(x,y), 3a 3amare
ycJioBe MOxKe ce J00uTn n3padynasameM f(y, ) 3a yciaose ciaydaja 1.

3. <1<y
Ha oBom jiomMeHy HEONXOJHO je anajmTudku npojyxutu ¢yukiujy (B.6) kopucrehu tabesy
(8.127) u3 pedepenre [23]. [lorpebre cy nam caenehe Tpancdopmarje:
Ky =i, sind —/{’Sinﬁ F(91,k1) = K'F(9, k)
1 — /ﬂ/’ 1= AY ) 1, 1) — ) )
(B.7)
1 k2 sin ¥ cos ¥
EW =— | FW, k) — —F—
(17/€1> fil( ( a"i) Aﬁ )7

rie je AY = /1 — k2sin? ¥ u HOBH Moy emnTHUKOr HHTErpata k' = /1 — k2. Ilpumemyjyhn

oBe TpaHcdopMalije 1001jaMo:

14222 3zy/y? — 22E(01, K1) 3xyF (91, k1)

_ B.8
f(I7y) 1— 1.2 (y2 _ 1)(:1;2 _ 1) (y2 _ 1) y2 — xz ) ( )

re je /-@1:,/;"’22 — usint; = \/y? — 2?2 /y.

4. y<1l<zx

C ob63upom Ha cuMmeTpujy aHu3oTporHe dyHKIMje, BpeaHocT dyukimje f(x,y), 3a 3amare
ycJioBe Moxke ce j06uTn uspadynasamweM f(y, ) 3a yciaose ciaydaja 3.

0. <1<y
Jlo anmsoTrporniHe byHKIMje Ha 0BOM JIOMeHY jgohrhemo mporeaypoM Kao y ciydajy 3, kopucrehn
caenehe Tpancdopmaruje:

!/

K1 = :_/{7 sinﬁl = —’ili%, F(ﬂl, f‘fl) = —ZKZF<19, K)?
(B.9)
i k2 sin ) cos
E(91, k1) = - (E(ﬁ, k) — F(9,k) — A—ﬁ> ;

rie je AY = /1 — k2 sin® ¥ u moBu Momyo eqmnTHUKor unTerpana k' = /1 — k2. IIpuMersyjyhn
oBe TpaHcdopMalmje J100ujaMo:

1+ 222 3ryE (Y1, K1)

- ,
L—a? (@2 - 1)/ -1
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rje je K, = y;{_xf usint; = \/y? — 1/y.

6. 1<y<wx
C o63upoM Ha CHUMeTpHUjy aHU30TpoIHe (yHKIHje, Bpennoct dyurnuje f(x,y), 3a 3amare
yCJIOBe MOXKe ce J106uTtn nspadyHaBameM f(y, ) 3a yciaose ciydaja b.

7. x=1y

Y oBoM ciy4ajy, KaJia apryMeHTH aHM30TPOIHe (DYyHKINje TexXKe jeJaH JPYyTroM, ITO OJroBapa
CIyYajy KaJia je CUCTeM IHJIMHJIPUYHO CUMETPUYAH, Ta/la aHU30TPOIHA (DYHKIIN]a 3aBUCU CAMO
0J1, jeJTHOT apryMeHTa, U JjiaTa je ca:

flx,z) = fo(x) = :1212?1/ Flz,y) = 14222 — 3x2d(37)

1 — 22 ’

(B.11)

rje je d(x) maro ca:
\/1;_713.’:mh7l Vi—z2 <1,
() = 0 P=1, (5.12)
ﬁtanhfl vez—1, x> 1.

8. z#y=1
Fl.1) = lim f(z,y) = ~5 £o(1/2) (B.13)
9. x=1#y

FLy) = Fly.1) = ~5£.01/9). (5.14)

Y oBOM pajiy, apryMeHTH aHU30TpoIHe (DYHKIIHje Cy OJHOCH Paijyca racHOT 00JIaKa U OJHOCH
pajujyca Pepmu moBpIu. Y 3aBUCHOCTH OJf TeOMETPHje 3aMKe U jadnHe UTePaKIje OBU OJIHOCH
he 6utn pasmuuautu. [Ipe pemasama jegHadnna 3a TavHO OJpeheH caydaj yBEeK MOpamo Jia
BOJIMMO padyHa KakKaB OJHOC pajujyca HaM JIUKTHUpa reoMeTpHja 3aMKe UM Kako he ce 300r
UHTEPAKIIUje Y CUCTEMY OHU MeIbaTH. Y UMITYJICHOM IIPOCTOPY, Y CUCTeMY 0e3 MHTepaKIyje, CBU
PaJIMjyCcu Cy jeJHAKW, 38 y MPUCYCTBY MHTEPAKIIAje Y CUCTEMY OBH OJIHOCH he ce MemaTu.

Y 0BOM paJty KOpUCTHIH MO U f;(21, y2) 1@ GUCMO O3HAUNIIN IPBHU HAPIAjATHI H3BO/T AHU30TPOHE
dyHKIMje 110 IheHUM apruMeHTuMa ¢ = 1, 2.

Y aHAIN3W MIIMHIPUIHO CUMETPUIHOT CUCTeMa KaJla ce IpaBall MoJIapu3aliije JUIosa MOoKIama
ca IpaBIleM MHTEpaKIje 3a U3BOJI aHM30TPOITHe (PYKIHje KopulrheHo je:

2+ 2°) fs(x)

I 1. (B.15)

lim fl (l’, y) =
Ty

b.2 Ilomohuna dpynkiuja

[Ipu npoy4aBamy ABOCTPYKO JUIOJIHUX YJITPAXJIaHAX TacOBa Yy PadyHY ce, Kao I0CJIE/IAIA
HapyIllaBaba MUJINHIPUIHE CUMETPHje, 1mojaBsbyje nomohua dyuakiumja. OBa dyHkiuja nma
ciaejiehn oOJIHK:

Lo 2 3y? cos? ¢
o1 L d9'30/ p . (B.16
faz(z,y) 47r/0 sin ; ( ¢ 222 cos? 0 + (y2 cos? ¢ + 22 sin’ ¢) sin® § ( )

Hammk mperxoHOM /€Ty 10/IaTKa, MOTY ce IPUMEHUTH TpaHchopMaliije 1 Ha TOMOhHY (DyHKITH]Y
1 J00UTH OOJIUIN 3a TOTPeOHE ClydajeBe.
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