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Поглавље 1

Увод

1.1 Ултрахладни квантни гасови

Слабо интерагуjући квантно-дегенерисани гасови на ниским температурама у замкама
пружаjу изузетно разноврсне могућности за квантитативна истраживања квантно-
статистичких ефеката. Ултрахладни гасови одликуjу се неуобичаjено великим степеном
контроле коjи се у експерименту може постићи над њима. Проучаваjући ове системе
под различитим условима, долазимо до открића коjа далеко превазилазе уску област
атомске и молекуларне физике и дубоко сежу у питања физике кондензоване материjе и
физике многочестичних система. Децениjама дегенерисани фермиони у замци привлаче
пажњу као системи за себе, а поготово су занимљиви када постоjи могућност за поjаву
суперпроводности, односно за ставарање Куперових парова.

Главну препреку у експерименталноj реализациjи ових система представљало jе
хлађење. Ниjе нимало лако у лабораториjи постићи Бозе-Аjнштаjн кондензациjу или
квантну дегенерациjу Ферми гаса. Комбинованим методама (Земаново успоравање,
ласерско хлађење и евапоративно хлађење) гасови алкалнних метала и лантаноида се могу
охладити до температура реда нанокелвина. Успеси као што су остварење Бозе-Аjнштаjн
кондензациjе разређених Бозе гасова 1995. године [1, 2](Е. Корнел, В.Кетерле и К. Виман
су за оваj успех добили Нобелову награду 2001. године), а затим и дегенерисаних Ферми
гасова 1999. године [3], направили су читав преокрет у физици. Технике за хлађење и
хватање атома у замке препознате су као вредне Нобелове награде. Стивен Чу, Клод
Коен-Тануђи и Вилиjам Д. Филипс су 1997. године награђени за развоj метода за хлађење
и хватање атома у замке ласерским зрацима. Неколико година касниjе Џон Л. Хол и
Теодор В. Хенш су 2005. године добили награду за допринос у развоjу прецизне ласерске
спектроскопиjе.

Нова технолошка достигнућа отворила су даља питања и подстакла даљи развоj области,
на пример како укључивање интеракциjе утиче на неке од карактеристика система. За
много постоjећих система jе модел неинтерагуjућег Ферми гаса одлична полазна тачка,
али добро знамо да су интеракциjе веома важне за потпуниjе разумевање физике у
реалном систему. Тако су у физици хладних атома наjпре уложени напори у проучавање
утицаjа контактне интеракциjе међу атомима, тачниjе jеднопараметарске ван дер Валсове
интеракциjе. Параметар ове интеракциjе jе дужина расеjања у симетричном s-каналу.
Краткодометне интеракциjе су веома слабо изражене код разређених гасова, док за
фермионе расеjање у s-каналу ни не постоjи (за разлику од класичних и Бозе гасова) због
антисиметричности многочестичне таласне функциjе при пермутациjи честица. Такође
jе и расеjање у p-каналу веома мало заступљено на ниским енергиjама, што обjашњава
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успешност модела идеалног Ферми гаса. Када су касниjе реализовани кондензати са
атомима хрома 52Cr, ербиjума 168Er и диспрозиjума 164Dy, коjи имаjу велике магнетне
диполне моменте1, и то редом 6 µB, 7 µB, 10 µB, подстакнуто jе питање какве последице
на карактеристике расподеле и понашање дегенерисаних гасова имаjу дипол-дипол
интеракциjе (ДДИ). Испоставља се да дипол-дипол интеракциjе битно утичу на карактер
расеjања у гасу, на стабилност система, облик атомског гаса, а код фермиона и на облик
Ферми површи и разне друге особине. Ми ћемо разматрати дегенерисани Ферми гас
на температури T = 0, коjи поседуjе магнетни (стални или индуковани) и електрични
диполни момент и коjи jе осетљив и на магнетно и на електрично поље. Питаћемо се шта
се дешава са Ферми површи, као и шта се дешава са просторном расподелом фермиона
када мењамо jачину магнетних диполних момената усмерених дуж осе ортогоналне на
ориjентациjу електричних диполних момената.

Хармониjске замке су веома jедноставне за реализациjу и обезбеђуjу просторну локализа-
циjу ултрахладних система. Код фермиона, у случаjу када jе замка анизотропна то ће се
одразити на изглед расподеле густине у реалном простору, док ће у импулсном простору
и даље бити недеформисана Ферми сфера, с обзиром да jе кинетички члан хомогена
квадратна функциjа свих компоненти импулса. Међутим, када проучавамо диполне Ферми
гасове, у игру улази и интеракциони члан. Тада долази до компетициjе кинетичког и
изменског члана, услед чега долази до деформациjе Ферми сфере, што теориjски проучено
у раду [4] и добиjено у експерименту [5].

У наставку поглавља 1 подсетићемо се наjважниjих карактеристика идеалног Ферми гаса
на ниским температурама. Истаћи ћемо наjважниjе карактеристике идеалног дегенерисаног
Ферми гаса, затим ћемо разматрати гас у хармониjском потенциjалу и на краjу ћемо
увести дипол-дипол интеракциjу.

1.2 Идеалан Ферми гас

С обзиром да ћемо се у овом раду бавити ултрахладним диполним фермионима у замци,
наставак овог поглавља посветићемо основним карактеристикама хладног фермионског гаса.
Како у ултрахладним системима jачина међуатомских интеракциjа може бити подешена са
великом тачношћу и у великом опсегу, чак се могу ефективно и искључити, за почетак
ћемо описати идеалан Ферми гас.

Посматраjмо хомогени систем дегенерисаног Ферми гаса на нултоj температури. Нека N
идентичних честица масе M заузима запремину V = L3. Jедночестична стања су равни
таласи са енергиjом

ϵk =
ℏ2k2

2M
, (1.1)

где импулс k jединствено одређуjе своjствена стања и узима дискретне вредности одређене
периодичним граничним условима, k = 2πn/L, n ∈ N3.

Фермионска многочестична таласна функциjа, коjа се састоjи из орбиталног и спинског
дела, jе антисиметрична, тj. при замени две идентичне честице знак таласне функциjе
се мења. Када би се два фермиона нашла у истом орбиталном и спинском стању,
њихова замена не би довела до промене знака таласне функциjе, па из антисиметрич-

1Магнетни диполни моменти се уобичаjено изражаваjу у Боровим магнетонима, чиjа jе вредност
µB = eℏ/(2Me) = 9.27401× 10−24JT−1, где jе Me маса електрона.
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Слика 1.1. На слици jе приказана Ферми-Диракова расподела за неколико вредности параметра
µβ. На нултоj температури раподела изгледа као Хевисаjдова степ функциjа (испрекидана крива,
µβ → ∞), на вишим температурама одступа од идеалног облика на начин представљен на слици.
Црвена крива одговара вредности параметра µβ = 100, плава крива одговара вредности параметра
µβ = 50, црна крива одговара вредности параметра µβ = 20.

ности таласне функциjе закључуjемо да би њена вредност била jеднака нули, односно
видимо да два фермиона не могу бити у истом квантномеханичком стању (вероватно-
ћа за то jе jеднака нули). Дакле, максималан броj попуњености фермионског стања
jе jедан. За неитерагуjуће фермионе расподела по енергиjама jе Ферми-Диракова расподела,

ν(ϵ) =
1

eβ(ϵ−µ) + 1
, (1.2)

где jе β = 1/(kBT ). На нултоj температури расподела узима идеалан облик Хевисаjдове
степ функциjе:

ν(ϵ) = H(ϵ− µ) , (1.3)

овде µ означава хемиjски потенциjал коjи jе jеднак Фермиjевоj енергиjи EF. На нултоj
температури сва енергетска стања нижа од EF су попуњена, док су виша празна. Приметимо
на слици 1.1 да само на нултоj температури фермиони оштро попуњаваjу стања искључиво
испод EF, док на вишим температурама имаjу и термалну енергиjу због коjе онда попуњаваjу
и виша енергетска стања. Укупан броj фермиона коjи се налази у свим дозвољеним стањима
jе:

N =

∫ ∞

0

g(ϵ)ν(ϵ) dϵ , (1.4)

где jе g(ϵ) густина стања, коjа jе за слободни гас корена функциjа енергиjе g(ϵ) = VM3/2
√
2π2ℏ3

√
ϵ.

Након интеграциjе добиjамо:

EF =
ℏ2

2M
(6π2n)2/3 , (1.5)

где jе n = N/V . Одатле одмах очитавамо и KF = (6π2n)1/3, Фермиjев импулс коjи одговара
стању са енергиjом EF. За слободне неинтерагуjуће фермионе на нултоj температури важи
да су сва стања са импулсом мањим од Фермиjевог попуњена, тj. |k| ≤ KF. Ова неjеднакост
дефинише Ферми море у импулсном простору, a jеднакост |k| = KF дефинише површ коjа
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дели попуњена од непопуњених стања, коjу називамо Ферми површ. У случаjу идеалног
Ферми гаса ова површ jе сфера радиjуса KF.

Када имамо густину стања, можемо лако да израчунамо све термодинамичке величине.
Тако се може наћи унутрашња енергиjа система, а затим користећи jедначину стања лако
налазимо притисак, коjи се у овом случаjу назива Паулиjев квантни притисак. За разлику
од класичних честица и бозона, притисак код дегенерисаних фермиона постоjи и на нултоj
температури. То нам говори да његово порекло ниjе у термалним флуктуациjама, већ
потиче из основних квантномеханичких правила коjа се односе на фермионе.

1.3 Ферми гас у хармониjскоj замци
Да бисмо експериментално изучавали Ферми гасове, како се честице не би разлетеле,

неопходно jе да гас заробимо унутар потенциjалне замке. Замке могу бити сачињене од
посебно подешеног магнетног поља или од укрштених ласерских зрака, коjи гас држе на
jедном месту и омогућаваjу му да остане термално изолован. На оваj начин се квантни гасови
у магнетним, оптичким и магнето-оптичким замкама изучаваjу на температурама реда
нанокелвина. У овоj секциjи навешћемо главне одлике идеалног Ферми гаса у анизотропноj
триаксиjалноj хармониjскоj замци, коjа jе описана следећим потенциjалом:

U(r) =
M

2

(
ω2
xx

2 + ω2
yy

2 + ω2
zz

2
)
, (1.6)

где ωi, i ∈ {x, y, z} представљаjу фреквенциjе замке у одговараjућим правцима.

Претпостављаjући да jе броj честица гаса веома велики, можемо да користимо семикласични
приступ у опису нашег система. Семикласични опис jе дозвољено користити за Ферми
гас са нехомогеном расподелом n(r) ако можемо да изделимо систем у делиће линеарне
димензиjе ℓ тако да се у сваком делићу налази знатно више од jедне честице гаса и да се
у оквиру задате ћелиjе потенциjал не мења пуно имаjући у виду да jе карактеристична
енергиjа система EF, тj. EF ≫ ℏω. Приметимо да на перифериjи гасног облака не важи
ова апроксимациjа, међутим та област jе веома уска, и не утиче значаjно на понашање
система. У семикласичноj апроксимациjи свака честица jе описана таласним пакетом коjи
jе задат координатама r и k у фазном простору, а енергиjа честице jе своjствена енергиjа
Хамилтониjана ϵ(r,k) = ℏ2k2

2M
+ U(r). У овом случаjу Ферми-Диракова расподела дата jе

изразом:

ν(r,k) =
1

eβ[ϵ(r,k)−µ] + 1
, (1.7)

где jе хемиjски потенциjал одређен нормализационим условом (1.4). Скрећемо пажњу да
се у случаjу када jе гас конфиниран у хармониjскоj замци дозвољена стања у фазном
простору су сузбиjена, самим тим и густина стања има другачиjу зависност од енергиjе:
g(ϵ) = ϵ2/(6ℏ3ω3), где jе ω = (ωxωyωz)

1/3 [6].

За даљи рад нам jе од великог значаjа да дефинишемо карактеристичну енергиjу система
и температурну скалу. На нултоj температури хемиjски потенциjал дефинише Ферми
енергиjу (µ(T = 0) = EF) и интеграциjа нормализационог услова (1.4) нас доводи до:

EF = kBTF = ℏω(6N)1/3 . (1.8)
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1.Увод

Дефинишимо сада и карактеристичне линеарне димензиjе гасног облака и Ферми сфере,
тзв. Томас-Ферми радиjусе и Ферми импулсе у случаjу система у хармониjскоj замци:

R0
i =

√
2EF

Mω2
i

, (1.9)

K0
F,i ≡ K0

F =

√
2MEF

ℏ2
. (1.10)

Ове величине се добиjу интеграљењем расподеле (1.7) по импулсном и реалном простору.

1.4 Дипол-дипол интеракциjа у дегенерисаним Ферми
гасовима

У овом раду изучаваћемо ултрахладне диполне фермионе у хармониjскоj замци. Стога
ћемо ову секциjу посветити дипол-дипол интеракциjи. Разматраћемо њен облик, особине,
могућу контролу у експерименталним поставкама као и утицаj ДДИ на основно стање
ултрахладних система. Са енергетске тачке гледишта, енергиjа ДДИ jе значаjно нижа од
термалне енергиjе честица на собноj температури, па у класичноj физици ова интеракциjа
не игра значаjну улогу код гасова.

Слика 1.2. Природа дипол-дипол интеракциjе. (а) Диполи усмерени дуж различитих ортова e1, e2.
Интеракциjа опада са растоjањем r између два дипола. (б) Поларисани диполи дуж jединичног
орта e. Интеракциjа зависи од угла између вектора r и орта e. (в) Конфигурациjа када су диполи
jедан изнад другог, у коjоj се привлаче (случаj θ = 180◦ или θ = 0◦). (г) Конфигурациjа у коjоj су
диполи jедан поред другог, у коjоj се одбиjаjу (случаj θ = 90◦)

С обзиром да симетриjа, домет интеракциjе и jачина интеракциjе битно утичу на
карактеристике и понашање система, очекуjемо да ДДИ другачиjе доприноси изгледу
основног стања и понашању система од контактне интеракциjе коjа jе уобичаjена код
бозонских система. Док jе контактна интеракциjа изотропна и краткодометна, дипол-дипол
интеракциjу одликуjу анизотропност и дугодометност. У зависности од угла између
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1.Увод

ориjентациjе два дипола, дипол-дипол интеракциjа може бити привлачна, али и одбоjна
(слика 1.2). Два дипола постављена паралелно jедан поред другог се одбиjаjу, док се они
коjи стоjе jедан изнад другог привлаче. Лако се налази и угао ориjентациjе за коjи jе
интеракциjа нулта (θ = arccos 1/

√
3 ≈ 54.7◦). Све ове особине ДДИ чине диполне системе

на многе начине квалитативно другачиjим од осталих система.

За два дипола на растоjању r jедан од другог, коjи су ориjентисани редом дуж праваца
e1, e2, ДДИ потенциjал има следећи облик:

Vdd(r) =
Cdd

4π

(e1 · e2)r2 − 3(e1 · r)(e2 · r)
|r|5

. (1.11)

Док за поларисане диполе добиjа поjедностављен облик:

Vdd(r) =
Cdd

4π

1− 3 cos2 θ

r3
. (1.12)

Врста и jачина интеракциjе одређене су параметром Cdd, коjи jе директно пропорционалан
квадрату магнетног односно електричног диполног момента. За магнетне диполне системе
jачина интеракциjе jе:

Cm
dd = µ0m

2, (1.13)

где jе m магнетни диполни момент, обично изражен jединицама µB, а µ0 представља
магнетну пермеабилност вакуума. Овом типу ДДИ подлежу магнетне атомске врсте као
што су алкални метали - хром (53Cr) или лантаноиди - ербиjум и диспрозиjум (167Er, 161Dy).

Када говоримо о системима са електричним диполним моментима, обично се ради о
хетеронуклеарним молекулима, где нехомогеност расподеле наелектрисања у електронским
омотачима доводи до поjаве перманентног диполног момента. Неки од ултрахладних
молекула код коjих jе утицаj ДДИ веома важан су KRb [7], NaK [8], RbCs [9], коjи могу
да буду хемиjски стабилни само на ниским температурама. Испоставља се да стални
диполни момент постоjи и код хомонуклеарних Ридбергових молекула (коjи се састоjе од
jедног атома рубидиjума у основном стању и другог у високо ексцитованом стању), и он jе
пропорционалан квадрату главног квантног броjа n2 [10]. Постоjи и могућност индуковања
диполног момента у атомским или молекуларним системима помоћу jаког спољашњег
електричног поља. У сваком случаjу jачина интеракциjе jе одређена са:

Ce
dd =

d2

ϵ0
, (1.14)

где jе d електрични диполни момент обично изражен у jединицама Дебаjа (D), а ϵ0
jе диелектрична пропустљивост вакуума. Типичан однос између jачина ДДИ поларних
молекула и магнетних атома jе пропорционалан квадрату Зомерфелдове константе фине
структуре Ce

dd/C
m
dd ∼ 1/α2

s ∼ 104 2. У случаjу Ридбергових атома оваj однос jе n4 пута већи.
Дакле, типична jачина магнетне ДДИ jе неколико редова величине мања од уобичаjене
електричне ДДИ.

У референци [11] jе развиjена техника за подешавање jачине, али и знака интеракциjе у
атомским системима са ненултим сталним магнетним моментом. У овоj техници користи

2Вредност ове константе jе αs = 1/137 ≈ 7.297× 10−3.
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1.Увод

се комбинациjа статичког магнетног поља дуж z-осе и брзо ротитаjућег поља у нормалноj
xy-равни, тако да jе резултуjући временски зависан диполни момент:

m(t) = m[ez cosϕ+ (ex cosΩt+ ey sinΩt) sinϕ]. (1.15)

У овоj jедначини Ω jе фреквенциjа ротациjе поља, а угао ϕ jе одређен односом амплитуда
статичког и ротираjућег поља. Фреквенциjа Ω jе изабрана тако да се у временском периоду
Ω−1 атоми не помераjу значаjно, док магнетни моменти адиjабатски прате спољашње поље
B(t). Ово одговара услову ωLarmor ≫ Ω ≫ ω. У току периода 2π/Ω ефекивни магнетни
диполни монент jе дат изразом:

m2
eff = m2 α(ϕ), (1.16)

где jе α(ϕ) дато изразом α(ϕ) = (3 cos2 ϕ− 1)/2 и може се континуално мењати од 1 до -1/2,
варираjући угао ϕ. Дакле, оваj метод дозвољава да се знак интеракциjе преокрене или да
интеракциjа ефективно буде jеднака нули. Аналогне технике могу бити примењене и за
сталне електричне диполне моменте у поларним молекулима. Електрични диполни моменти
могу бити контролисани и само мењањем jачине и ориjентациjе спољашњег електричног
поља. Електрично поље, коjе jе постављено у истом смеру као и стални електрични диполи
гаса, довешће до повећања диполноих момената, а супротно ориjентисано поље до њиховог
смањења.

1.5 Досадашњи резултати

У овом одељку ћемо укратко резимирати метод и резулате приказане у раду [12],
где су детаљно анализирана физичка своjства ултрахладног диполног Ферми гаса на
нултоj температури. За разлику од претходних резулатата у овом пољу, овде jе дозвољена
произвољна ориjентациjа дипола, што значаjно отежава рачун и при одређивању основног
стања система, а посебно при разматрању динамике система.

Пре свега, у раду [12] jе развиjена и изведена Хартри-Фок теориjа за ултрахладне диполне
фермионе, чиjи диполи су ориjентисани под произвољним углом у односу на осе замке.
Теориjа jе развиjена полазећи од Вигнерове функциjе. Затим се спровођењем вариjационог
рачуна, заснованог на физички мотивисаноj пробноj функциjи и минимизациjом енергетског
функционала, одређуjу вариjациони параметри и налази основно стање система.

У поменутоj дисертациjи приказани су резултати вариjационог рачуна. Из њих се може
видети како стабилност система зависи од jачине дипол-дипол интеракциjе. Затим jе
одређено како се деформишу Ферми површ и облик гасног облака. Детаљно jе испитано
како физичке особине основног стања система зависе од ориjентациjа дипола, односа
фреквенциjа замке, броjа честица у систему и jачине ДДИ. У раду [12] jе проучавана и
динамика система.

1.6 Хартри-Фок теориjа средњег поља

Дипол-дипол интеракциjа jе нарочито занимљива jер се већ на нивоу теориjе средњег
поља долази до квалитативних, али и до неких квантитативних открића и закључака. Ову
секциjу посветићемо краткоj дискусиjи о Хартри-Фок теориjи средњег поља.

Ако разматрамо jеднокомпонентни Ферми гас атома или молекула са диполима ориjентиса-
ним дуж аксиjалне осе хармониjске замке, Хамилтониjан оваквог система дат jе следећим
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изразом:

Ĥ =
N∑

α=1

[
− ℏ2

2m
∇2

α +
M

2

(
ω2
xx

2
α + ω2

yy
2
α + ω2

zz
2
α

)]
+
∑
α<β

Vdd(rα − rβ) (1.17)

У оквиру Хартри-Фок теориjе за многочестичне системе, већ у првом реду апроксимациjе,
поред кинетичког и потенциjалног члана, имамо два члана коjи потичу од ДДИ. За тре-
нутне експерименталне домете jе свакако релевантно посматрати само први ред, с обзиром
да ефекти другог реда апроксимациjе и даље нису видљиви. Чланови у првом реду су
директан Хартриjев члан и изменски Фоков члан, коjи jе последица антисиметричности
тоталне фермионске многочестичне функциjе. Ова теориjа се може формулисати помоћу
Вигнерове функциjе, о коjоj ћемо детаљниjе говорити касниjе.

Даље, користећи се Хартри-Фок теориjом можемо да израчунамо укупну енергиjу основ-
ног стања, посматраног у оквиру великог канонског ансамбла. Минимизациjом великог
канонског потенциjала по свим релевантним параметрима добиjа се систем jедначина коjи
описуjе основно стање, као и аналитички израз за деформациjу Ферми површи. Након
описаног аналитичког дела, нумерички се могу решавати jедначине за разне режиме битних
физичких параметара.

Када разматрамо изотропан случаj, Хартриjев и Фоков члан се поништаваjу и тиме Ферми
површ задржава своjу симетриjу - остаjе сфера. Међутим, када у обзир узмемо ДДИ, оба
члана имаjу нетривиjалан допринос. Директан члан jе одговоран за деформациjу гасног
облака, док Фоков члан доводи до деформациjе Ферми површи. Ферми површ се издужуjе
дуж ориjентациjе дипола, а ова деформациjа праћена jе деформациjом облака у реалном
простору. Шематски приказ деформациjе облака гаса и Ферми површи дат jе на слици 1.3.

Слика 1.3. На овоj шеми приказани су: (а)-(в) Облик гаса у реалном простору. (г)-(ђ) Облик
Ферми површи у импулсном простору. Слике (а) и (г) одговараjу случаjу неинтерагуjућег Ферми
гаса. (б) и (д) представљаjу диполни Ферми гас чиjи су облак гаса и Ферми сфера издужени
дуж осе замке. (в), (ђ) приказуjу двоструко диполни Ферми гас чиjи су облак и Ферми сфера
деформисани у два правца.
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Значаjан резултат jе да постоjи критична вредност jачине интеракциjе након коjе систем
постаjе нестабилан [12]. И деформациjе у фазном простору и стабилност значаjно зависе
од ориjентациjе дипола и у овом раду су детаљно испитане ове зависности за оба поларна
угла (θ, ϕ).

1.7 Хартри-Фок теориjа за Вигнерову функциjу

У раду [12] jе диполни Ферми систем посматран из угла формулациjе квантне механике
у фазном простору. У овоj секциjи обjаснићемо како се долази до Вигнерове функциjе
расподеле и навешћемо неке особине ове функциjе.

Знамо да у квантномеханичким проблемима таласна функциjа ψ(r) носи све неопходне
информациjе о квантноj честици. Знаjући таласну функциjу, можемо израчунати
вероватноћу налажења честице на позициjи r, |ψ(r)|2 или са импуслом k, |ψ(k)|2. У
формулациjи у фазном простору нам jе уместо таласне функциjе потребна Вигнерова
функциjа расподеле W (r,k). Међутим, с обзиром на важење Хаjзенберговог принципа
неодређености ова расподела не може бити прост производ расподеле у реалном и
импулсном простору. Стриктно говорећи, принцип неодређености уопште не дозвољава
постоjање функциjе раподеле у фазном простору за квантномеханичку честицу, jер не
можемо са сигурношћу истовремено знати и координату и импулс честице, те не можемо ни
дефинисати тачну расподелу вероватноће. Ипак, могуће jе дефинисати одређене функциjе
коjе су налик класичним расподелама вероватноће, такозване квазидистрибуциjе. Осим
што су добра средства у аналитичком рачуну, оне пружаjу и увид у везе између квантне и
класичне физике.

Прву квазидистрибуциjу дефинисао jе Вигнер 1932. године како би проучавао квантне
корекциjе класичне статистичке физике [13]. Ова расподела зове се Вигнерова фукциjа
и ми ћемо jе користити надаље, али скрећемо пажњу да постоjе и друге расподеле
коjе су касниjе настале у другим областима физике. Основно питање на коjе jе требало
наћи одговор jе како да направимо кватномеханички аналогон расподеле у фазном протору.

Даћемо сада jедноставну мотивациjу за трансформациjу коjа повезуjе операторе у
Хилбертовом простору са функциjама расподеле у фазном простору. Посматраћемо
jедну честицу у jедноj димензиjи (што се може генерализовати на више димензиjа) и
дефинисаћемо квантномеханички аналогон траjекториjе. У класичноj физици, траjекториjа
jе скуп тачака у фазном простору. Погледаjмо следећи израз у Дираковоj нотациjи:〈

Ψ
∣∣∣x+ s

2

〉〈
x+

s

2

∣∣∣k〉〈k∣∣∣x− s

2

〉〈
x− s

2

∣∣∣Ψ〉 (1.18)

и прочитаjмо га здесна на лево. Први фактор jе амплитуда вероватноће да се честица у
стању |Ψ⟩ налази на месту x− s

2
, други jе амплитуда вероватноће да честица на истом том

месту има импулс k, затим имамо амплитуду вероватноће да се честица са истим имулсом
налази на месту x+ s

2
, и наjзад да се честица на истом том месту и даље налази у стању

|Ψ⟩. Интеграциjа по s, што jе суперпозициjа свих могућих квантних траjекториjа, нам даjе
Вигнерову функциjу,

W (x, k) =

∫
Ψ∗
(
x+

s

2

)
eiksΨ

(
x− s

2

)
ds . (1.19)

Генерализациjа у три димензиjе изгледа овако:
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1.Увод

W (r,k) =

∫
Ψ∗
(
r+

r′

2

)
eikr

′
Ψ

(
r− r′

2

)
d3r′ , (1.20)

што се често зове Вигнер-Ваjлов3 трансформ jедночестичне матрице густине:

ρ(r, r′) = ⟨Ψ̂†(r)Ψ̂(r′)⟩ , (1.21)

где се усредњавање ⟨...⟩ врши по ансамблу.

Вигнерова функциjа, дефинисана трансформом (1.20), ниjе jединствена расподела
коjу можемо да користимо. Међутим, испоставља се да се одликуjе разним лепим
особинама. Прво, расподела jе дефинисана као аналогон хермитског оператора тако да су
њене вредности реалне, за разлику од таласне функциjе коjа може узимати и комплексне
вредности. Друго, налик расподелама |ψ(r)|2 и |ψ(k)|2 она задовољава услов нормализациjе
у фазном простору:

1

(2π)3

∫∫
W (r,k) d3r d3k = 1 , (1.22)

док интеграљењем W (r,k) по реалном простору добиjамо вероватноћу налажења у импул-
сном простору и обратно:

n(r) =
1

(2π)3

∫
W (r,k) d3k , (1.23а)

n(k) =

∫
W (r,k) d3r . (1.23б)

Међутим, Вигнерова функциjа jе различита од онога што обично називамо расподелом
вероватноће jер може узимати и негативне вредности, због чега се често назива квазира-
споделом. Те негативне вредности су одраз некласичног понашања квантне честице. Многе
друге карактеристике ове расподеле могуће jе наћи у прегледном раду [14].

У првоj квантизациjи jасно jе дефинисан постулат о мерењу физичке величине -
опсервабле дефинисане хермитским оператором. Jасно jе да у класичним терминима не
постоjи такав постулат коjи се односи на мерење величине описане класичном функциjом у
фазном простору. Међутим, Ваjл jе установио веома добру кореспонденциjу између сваког
оператора и функциjе у фазном простору и дефинисао мерење коjе jе налик мерењу уз
помоћ квантномеханичких оператора. Очекивана вредност резултата мерења оператора
Ô(r,k), коjу Ваjл повезуjе са класичном функциjом O(r,k), ако се мерење врши на систему
у стању |Ψ⟩, jеднака jе очекиваноj вредности функциjе O(r,k) претпостављаjући да jе
систем описан расподелом W (r,k) коjа одговара матрици густине ρ̂:

⟨Ψ|Ô|Ψ⟩ =
∫∫

d3r d3k O(r,k)W (r,k)∫∫
d3r d3kW (r,k)

. (1.24)

При моделирању основног стања диполног Ферми гаса у раду [12] коришћена jе Вигнер-
трансформисана Ферми-Диракова расподела за неинтерагуjући гас на нултоj температури.
Њен облик jе:

W 0
z (r,k) = H

(
1−

∑
i

r2i
R2

i

−
∑
i

k2i
K2

i

)
, (1.25)

3Вигнер-Ваjлов трансформ jе инвертибилно пресликавање функциjа у формулациjи у фазном простору
и оператора у Хилбертовом простору у Шредингеровоj слици.
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1.Увод

где H представља Хевисаjдову степ функциjу. Индекс z оѕначава да су диполи ориjентисани
дуж z осе замке 4, а индекс 0 означава да jе ова функциjа одговараjућа за диполне фермионе
на нултоj температури. Приметимо да jе ова функциjа jеднака нули изван Ферми површи
одређене радиjусима и импулсима Ri и Ki, као што и Паулиjев принцип налаже. Такође,
оваj анзац jе довољно флексибилан да дозвољава одговараjућу деформациjу и у реалном и
у импулсном делу, што су ефекти коjе желимо да испитамо.

1.8 Оваj рад

У овом раду ћемо проучавати двоструко диполне фермионске системе. Разматраћемо
како се мења основно стање система ако су електрични диполи усмерени дуж jедне осе,
а магнетни дуж друге осе система (у овом раду електрични диполи биће ориjентиса ни
дуж z-осе, а магнетни дуж x-осе). Такође ћемо испитивати како геометриjа замке утиче на
деформациjу гасног облака и Ферми површи. За оваj задатак користићемо jедноставниjу
почетну функциjу у вариjационом рачуну и видећемо коjе закључке можемо да извучемо у
том случаjу.

4У раду [12] коришћена jе генерализациjа W 0(r,k), коjа се односи на произвољну ориjентациjу дипола.
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Поглавље 2

Енергиjа диполног фермионског система

У овом поглављу ћемо увести jедноставан анзац заснован на Гаусовоj функциjи коjи ћемо
користити у овом раду за апроксимирање Вигнерове функциjе, семикласичне расподеле
о коjоj jе било речи у претходном поглављу. За њу jе више пута показано да добро
моделира глобално равнотежно стање диполних Ферми гасова на ниским температурама
[4, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22]. За хладне фермионе у хармониjскоj замци jе веома битно
да равнотежна функциjа раподеле у фазном простору брзо пада на нулу ван релевантног
региона и у импулсном (због Паулиjевог принципа) и у реалном простору (због замке),
што ова функциjа задовољава.

Вариjациони параметри у овоj расподели ће бити радиjуси дуж све три осе у реалном
и дуж све три осе у импулсном простору. Они представљаjу аналогоне Томас-Ферми
радиjуса и Ферми импулса коjи су раниjе уведени. Показаћемо да чак и са овако грубом
апроксимациjом можемо да добиjемо квалитативно добро понашање односа радиjуса и у
реалном и у импулсном простору у зависности од jачине интеракциjе. Главна предност
оваквог приступа jе могућност за добиjање експлицитних аналитичких израза, посебно
за деформациjу Ферми сфере, што jе много теже када се користи анзац са Хевисаjдовом
функциjом.

2.1 Анзац и нормализациjа

Гаусиjан коjи у овом поглављу уводимо као апроксимациjу Вигнерове функциjе у фазном
простору има следећи облик:

W(r,k) = e
−
(

k2x
Σ2
x
+

k2y

Σ2
y
+

k2z
Σ2
z
+ x2

σ2
x
+ y2

σ2
y
+ z2

σ2
z

)
. (2.1)

У анзацу (2.1) радиjуси у реалном σi и импулсном Σi простору представљаjу вариjационе
параметре и циљ нам jе да их одредимо минимизациjом енергетског функционала. На
слици (2.1) поредимо Гаусову расподелу са Хевисаjдовом функциjом у jедноj димензиjи.

Нађимо интеграл ове расподеле по целом простору:

N =
1

(2π)3

∫∫
W(r,k) d3r d3k =

1

(2π)3

∫∫
e
−
(

k2x
Σ2
x
+

k2y

Σ2
y
+

k2z
Σ2
z
+ x2

σ2
x
+ y2

σ2
y
+ z2

σ2
z

)
d3k d3r . (2.2)

Након раздваjања променљивих и извршене интеграциjе, користећи Гаусов интеграл,
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2.Енергиjа диполног фермионског система

(а) (б)

Слика 2.1. На овоj слици jе приказ Гаусове расподеле и Вигнерове функциjе на нултоj температури
за идеалан Ферми гас (Хевисаjдове функциjе) у jедноj димензиjи. (а) На левоj страни jе приказано
одступање анзаца коришћеног у овом раду од уобичаjеног анзаца. (б) На десноj страни приказано
jе шематски како се прављењем линеарне комбинациjе више Гаусиjана може прићи ближе жељеном
облику анзаца.

добиjамо:

N =
1

8
σxΣxσyΣyσzΣz =

1

8
σ3Σ

3
, (2.3)

где су надвучене величине геометриjске средине дефинисане као O = (OxOyOx)
1/3.

2.2 Укупна енергиjа система

Након што смо одабрали релевантан анзац треба одредити оптималне вредности вариjа-
ционих параметара. До њих ћемо доћи након минимизациjе укупне енергиjе многочестичног
система. У Хартри-Фок теориjи средњег поља са Хамилтониjаном (1.17) укупна енериjа се
састоjи од четири члана, од коjих jе први кинетичка енергиjа Ek:

Ek =
1

(2π)3

∫∫
ℏ2k2

2M
W(r,k)d3k d3r , (2.4)

док jе други члан енергиjа хармониjског потенциjала EU:

EU =
1

(2π)3

∫∫
U(r)W(r,k)d3k d3r . (2.5)

Директном Хартриjевом члану у Хамилтониjану одговара енергиjа Eh:

Eh =
1

2

1

(2π)6

∫∫∫∫
Vdd (r− r′)W(r,k)W(r′,k′)d3k d3k′ d3r d3r′ , (2.6)

док изменском Фоковом члану одговара Ef :

Ef = −1

2

1

(2π)6

∫∫∫∫
Vdd (r

′) ei(k−k′)r′W(r,k)W(r,k′)d3k d3k′ d3r d3r′ . (2.7)

Обратимо пажњу да када бисмо на место потенциjала ДДИ ставили потенциjал за контактну
итеракциjу облика Vc(r− r′) = g δ(r− r′), добили бисмо да су директан и изменски члан
jеднаки до на знак Eh = −Ef . Дакле, као што смо раниjе рекли, директан и изменски
допринос би се поништили, тj. гасни облак и Ферми површ остали би недеформисани, да
jе контактна интеракциjа овог облика могућа за фермионе.
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2.Енергиjа диполног фермионског система

2.2.1 Кинетички члан

Ако уврстимо анзац (2.1) у израз за кинетичку енергиjу система, добиjамо:

Ek =
1

(2π)3

∫∫
ℏ2k2

2M
e
−
(∑

i

k2i
Σ2
i

+
∑

i

r2i
σ2
i

)
d3k d3r , (2.8)

односно у форми погодноj за решавање:

1

(2π)3
ℏ2

2M

∫∫ (
k2x + k2y + k2z

)
e
−
(

k2x
Σ2
x
+

k2y

Σ2
y
+

k2z
Σ2
z
+ x2

σ2
x
+ y2

σ2
y
+ z2

σ2
z

)
d3k d3r . (2.9)

Оваj интеграл се може факторисати на више табличних интеграла Гаусовог типа. Ако
искористимо резултат (3.326.10.) из збирке [23] за кинетичку енергиjу добиjамо:

Ek =
σ3Σ

3

8

ℏ2
(
Σ2

x + Σ2
y + Σ2

z

)
4M

=
Nℏ2

4M

∑
i

Σ2
i , (2.10)

где смо искористили израз за нормализациjу (2.3).

2.2.2 Потенциjални члан

Потенциjални члан у енергиjи jе одговоран за просторну локализациjу фермиона на
jедном месту, самим тим и за формирање и облик облака датог фермионског гаса. Ако
jе замка изотропна, облак идеалног гаса ће имати сферни облик. Међутим, ако имамо
анизотропиjу у замци можемо очекивати различите деформациjе у зависности од односа
фреквенциjа замке. С обзиром да хармониjски потенциjал не утиче на импулсни део наше
расподеле, у k-простору неће доћи до деформациjе услед анизотропиjе замке. Израчунаjмо
допринос енергиjи коjи потиче од потенциjалне замке:

EU =
1

(2π)3

∫∫
U (r) e

−
(∑

i

k2i
Σ2
i

+
∑

i

r2i
σ2
i

)
d3k d3r . (2.11)

Ако напишимо оваj интеграл у истоj форми као и израз (2.9):

1

(2π)3
M

2

∫∫ (
x2ω2

x + y2ω2
y + z2ω2

z

)
e
−
(

k2x
Σ2
x
+

k2y

Σ2
y
+

k2z
Σ2
z
+ x2

σ2
x
+ y2

σ2
y
+ z2

σ2
z

)
d3kd3r , (2.12)

и искористимо више пута табличне интеграле као и у преходном одељку, за други члан у
енергиjи добиjмо:

EU =
σ3Σ

3

8

M

4

(
σ2
xω

2
x + σ2

yω
2
y + σ2

zω
2
z

)
=
NM

4

∑
i

σ2
i ω

2
i , (2.13)

где смо опет при сређивању искористили нормализациjу (2.3).

2.2.3 Директан (Хартри) члан

Остаjе да израчунамо доприносе енергиjи коjи у себи садрже дипол-дипол интерак-
циjу. Хартри члан jе, поред члана коjи потиче од замке, одговоран за облик расподеле
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2.Енергиjа диполног фермионског система

честица у реалном простору. Да бисмо решили велики броj интеграла извршићемо неко-
лико трансформациjа. За почетак ћемо преписати интеграл (2.6) на начин погодниjи за
решавање:

Eh =
1

2

1

(2π)6

∫∫∫
W(r,k)

(∫
Vdd (r− r′)W (r′,k′) d3r′

)
d3k d3k′ d3r . (2.14)

Уочимо да израз у загради представља конволуциjу две функциjе, за чиjе рачунање
можемо да искористимо такозвану конволуциону теорему (SN 24 из збирке [23]) коjа гласи:

f ∗ g = F−1[f̃ g̃] . (2.15)

Овде jе (f ∗ g)(x) =
∫∞
−∞ f(t)g(x− t)dt, f̃ = F [f ] и g̃ = F [g] су Фуриjе трансформи функциjа

f и g, а F−1 jе инверзна Фуриjеова трасформациjа.

Дакле, видимо да за интеграл издвоjен заградама у изразу (2.14) важи:∫
Vdd (r− r′)W (r′,k′) d3r′ = F−1[Ṽdd (k

′′) W̃ (−k′′,k′)] (r,k′) . (2.16)

Jасно jе да треба наћи Фуриjе трансформе потенциjала и функциjе расподеле. Трансформ
дипол-дипол потенциjала између два фермиона са поларисаним диполима jе детаљниjе
израчунат у додатку А, такође jе израчунат у додатку рада [12], за случаj када су диполи
ориjентисани дуж произвољног орта e. Када су диполи ориjентисани дуж z-осе добиjа се:

Ṽdd (k
′′) =

Cdd

3

(
3 (e · k′′)2

k′′2
− 1

)
=
Cdd

3

(
3 k′′2z

k′′2x + k′′2y + k′′2z
− 1

)
. (2.17)

Израчунаћемо сада и директан Фуриjе трансформ анзаца, користећи следећу конвенциjу:

W̃ (−k′′,k′) =

∫
W (r′,k′) eik

′′r′d3r′ . (2.18)

Након интеграљења добиjамо:

W̃ (−k′′,k′) = π3/2σxσyσze
− 1

4
k′′2x σ2

x+k′′2y σ2
y+k′′2z σ2

ze
−
(

k′2x
Σ2
x
+

k′2y
Σ2
y
+

k′2z
Σ2
z

)
. (2.19)

Користећи новодобиjене резултате израз (2.14) постаjе:

∫∫∫∫
d3k d3k′ d3r d3k′′W(r,k)e−ik′′r

(
e
− 1

4(k′′2x σ2
x+k′′2y σ2

y+k′′2z σ2
z)−

(
k′2x
Σ2
x
+

k′2y
Σ2
y
+

k′2z
Σ2
z

)(
3k′′2z

k′′2x + k′′2y + k′′2z
− 1

))

Приметимо да jе леви део овог интеграла Фуриjе трансформ анзаца за k′′ → −k′′. При-
метимо jош да jе Фуриjе трансформ(2.19) симетричан у односу на промену знака првог
аргумента, односно да важи W (k′′,k) = W (−k′′,k). Сада можемо да решимо интеграл по
r користећи претходни резултат (2.19) и добити W (k′′,k). На оваj начин нам остаjу само
интеграли у импулсном простору и добиjамо:∫∫∫

d3k d3k′ d3k′′ e
− 1

2(k′′2x σ2
x+k′′2y σ2

y+k′′2z σ2
z)−

(
k2x
Σ2
x
+

k2y

Σ2
y
+

k2z
Σ2
z

)
−
(

k′2x
Σ2
x
+

k′2y
Σ2
y
+

k′2z
Σ2
z

)(
3 k′′2z

k′′2x + k′′2y + k′′2z
− 1

)
.
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2.Енергиjа диполног фермионског система

Ако извршимо интеграциjу редом по k и k′, за Хартриjеву енергиjу добиjамо:

Eh =
1

2

1

(2π)3
Cdd

3

σ6Σ
6

64

∫
d3k′′ e−

1
2(k′′2x σ2

x+k′′2y σ2
y+k′′2z σ2

z)
(

3 k′′2z
k′′2x + k′′2y + k′′2z

− 1

)
,

Оваj интеграл се не може решити аналитички без упрошћавања коjим се губи општост
решења. Међутим, можемо да уведемо специjалну функциjу, коjа се често поjављуjе
при рачуну у системима са дипол-дипол интеракциjом. Пошто jе ДДИ анизотропна, ова
функциjа се обично назива анизотропном функциjом и у њоj jе на математички начин
уграђена ова наjбитниjа карактеристика диполне интеракциjе.

Да бисмо елегантно препознали анизотропну функциjу уведимо прво смену k′′i σi = qi. Уз
дату смену Хартриjева енергиjа постаjе:

Eh =
1

2

1

(2π)3
Cdd

3

σ3Σ
6

64

∫∫∫
dqx dqy dqz e

− q2

2

(
3( qz

σz
)2

( qx
σx
)2 + ( qy

σy
)2 + ( qz

σz
)2

− 1

)
. (2.20)

Како бисмо издвоjили анизотропну функциjу у овом изразу. Прећи ћемо у сферне коорди-
нате: qx = k sin θ cosϕ,qy = k sin θ sinϕ, qz = k cos θ, при чему jе Jакобиjан трансформациjе
J = k2 sin θ. Претходни интеграл постаjе:

∫ 2π

0

dϕ

∫ π

0

dθ sin θ

∫ ∞

0

dkk2e−
k2

2

 3 k2 cos2 θ
σ2
z

k2 cos2 θ
σ2
z

+
(

k2 cos2 ϕ
σ2
x

+ k2 sin2 ϕ
σ2
y

)
sin2 θ

− 1

 . (2.21)

Интеграл по k се може издвоjити и његова вредност jе
√
π/2. Остаjе нам jош угаони део

интеграла, ∫ 2π

0

dϕ

∫ π

0

dθ sin θ
3

σ2
xσ

2
y

σ4
z

cos2 θ

σ2
xσ

2
y

σ4
z

cos2 θ +
(

σ2
y

σ2
z
cos2 ϕ+ σ2

x

σ2
z
sin2 ϕ

)
sin2 θ

. (2.22)

С обзиром да jе анизотропна функциjа дефинисана као у раду [12]:

f(x, y) = − 1

4π

∫ 2π

0

dϕ

∫ π

0

dθ

(
sin θ

3x2y2 cos2 θ

x2y2 cos2 θ +
(
y2 cos2 ϕ+ x2 sin2 ϕ

)
sin2 θ

− 1

)
, (2.23)

Коначан облик Хартри члана у енергиjи овог многочестичног система се може написати
као:

Eh = − N2Cdd

96
√
2 π3/2

1

σ
f

(
σx
σz
,
σy
σz

)
. (2.24)

Оваj резултат нам већ омогућава да наслутимо да услед анизотропиjе дипол-дипол ин-
теракциjе, осим деформациjе у импулсном простору, имамо и деформациjу гасног облака,
чак и у случаjу изотропне замке. Може се рећи да деформациjа гасног облака у реалном
простору прати деформациjу Ферми површи у импулсном простору. Сличан израз за
Фокову енергиjу изражен преко анизотропне функциjе добићемо у следећоj секциjи.
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2.Енергиjа диполног фермионског система

2.2.4 Изменски (Фок) члан

Следећи члан у изразу за енергиjу диполног Ферми система, коjи у себи садржи
ДДИ и коjи битно утиче на облик расподеле честица у импулсном простору, jе Фокова
изменска енергиjа. Краjњи облик Ферми површи jе дефинисан компетициjом квантне
статистике фермиона, симетричног Паулиjевог притиска коjи подржава сферни облик
Ферми површи и анизотропног Фоковог члана, због кога се Ферми сфера деформише у
елипсоид. Приликом израчунавања изменског члана, да бисмо елиминисали велики броj
интеграла, слично као и раниjе извршићемо неколико неопходних трансформациjа. Прво
ћемо увести Фуриjе трансформ потенциjала и преуредићемо неке од чланова из израза
(2.7) како би следећи корак био уочљивиjи:

Ef = −1

2

1

(2π)6

∫
d3r

∫
d3k

(2π)3
W(r,k)

(∫
d3k′

(2π)3
Ṽdd (k− k′)W (r,k′)

)
, (2.25)

На интеграл у загради применићемо опет конволуциону теорему (2.15):∫
d3k′

(2π)3
Ṽdd (k− k′)W (r,k′) = F−1

[
Vdd (r

′) W̃ (r, r′)
]
(r,k) , (2.26)

а десну страну jедначине (2.25) ћемо написати у облику:∫
d3r′ eikr

′
(∫

d3k′

(2π)3
eik

′r′Ṽdd (k
′) W̃ (r, r′)

)
, (2.27)

па jе сада

Ef = −1

2

1

(2π)6

∫
d3r

∫
d3k

(2π)3
W(r,k)

(∫
d3r′ eikr

′
(∫

d3k′

(2π)3
eik

′r′Ṽdd (k
′) W̃ (r, r′)

))
. (2.28)

Уколико израчунамо интеграл по k, затим применимо jедан Фуриjе трансформ над
W (r, r′)W (r,−r′), приметимо да интеграл по r даjе jединицу и искористимо симетричност
расподеле по оба аргумента, добиjамо:

Ef = −1

2

1

(2π)6

∫
d3r

∫
d3r′

∫
d3k′

(2π)3
eik

′r′Ṽdd (k
′) W̃ (r, r′) W̃ (r,−r′)

= −1

2

1

(2π)6

∫
d3r

∫
d3r′

∫
d3k′

(2π)3
eik

′r′Ṽdd (k
′)

∫
d3k′′

(2π)3
˜̃W (k′′, r′) ˜̃W (−k′′,−r′) eik

′′r

= −1

2

1

(2π)6

∫
d3r′

∫
d3k′

(2π)3
eik

′r′Ṽdd (k
′)

∫
d3k′′

(2π)3
˜̃W (k′′, r′)

2
, (2.29)

Ако пажљиво погледамо последњи ред, видимо да смо Фуриjе трансформ потенциjала већ
раниjе нашли, а треба нам трансформ расподеле по оба аргумента.

˜̃W (k′′, r′) =
σ6Σ

6

4096π6
e−

1
2(k′′2x σ2

x+k′′2y σ2
y+k′′2z σ2

z)− 1
2(Σ2

xx
′2+Σ2

yy
′2+Σ2

zz
′2) . (2.30)

Последњи интеграл из jедначине(2.28) можемо да израчунамо:∫
d3k′′

(2π)3
˜̃W (k′′, r′)

2
=

N2

16
√
2 π3/2 σ3

e−
1
2(Σ2

xx
′2+Σ2

yy
′2+Σ2

zz
′2) , (2.31)
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2.Енергиjа диполног фермионског система

па нам после сређивања и коришћења нормализационог услова преостаjе израз облика:

− 1

2

N2

128
√
2π9/2 σ

∫
d3k′ Ṽdd (k

′)

∫
d3r′eik

′r′e−
1
2(Σ2

xx
′2+Σ2

yy
′2+Σ2

zz
′2)

=− 1

2

N2

128
√
2π9/2 σ

∫
d3k′ Ṽdd (k

′)
N2 e

− 1
2

∑
i

k′2i
Σ2
i

384π3 σΣ

∝
∫
d3k′

Cdd

3

(
3 k′2z

k′2x + k′2y + k′2z
− 1

)
e
− 1

2

(
k′2x
Σ2
x
+

k′2y
Σ2
y
+

k′2z
Σ2
z

)
. (2.32)

Оваj нетривиjални и аналитички нерешив интеграл садржи информациjу о анизотропности
интеракциjе између два поларизована дипола. С обзиром на то, очекуjемо поново поjа-
вљивање анизотропне функциjе. Слично као раниjе, увешћемо две смене. Прва смена jе:
k′i/Σi = qi, а након тога прелазимо на сферне координате: qx = q sin θ cosϕ, qy = q sin θ sinϕ,
qz = q cos θ. Као резултат ових смена добиjамо jедноставан интеграл коjи се може изразити
преко анизотропне функциjе, а она овог пута зависи од односа радиjуса у импулсном
простору:

Ef =
N2Cdd

96
√
2π3/2 σ

f

(
Σz

Σx

,
Σz

Σy

)
. (2.33)

2.3 Минимизациjа тоталне енергиjе

Сада смо израчунали укупну енергиjу нашег многочестичног система,

E = Ek + EU + Eh + Ef , (2.34)

коjа се, користећи резулатате из претходних одељака, може написати у облику:

E =
N

2

∑
i

ℏ2Σ2
i

2M
+
NM

4

∑
i

σ2
i ω

2
i +N2 cd

σ

[
f

(
Σz

Σx

,
Σz

Σy

)
− f

(
σx
σz
,
σy
σz

)]
, (2.35)

где jе cd = Cdd/(96
√
2π3/2). Имаjући коначан израз за укупну енергиjу, можемо да одредимо

вариjационе параметре коjи минимизуjу енергиjу за задати броj честица у систему, а да
притом добиjена функциjа расподеле има физички смисао основног стања.

Приметимо да израз (2.35) ниjе ограничен одоздо, услед тога што ДДИ може би-
ти и привлачна и одбоjна. Стога укупна енергиjа нема глобални минимум за било коjу
позитивну вредност jачине ДДИ. Међутим, за jачину интеракциjе коjа jе мања од критичне
могуће jе наћи локални минимум овог функционала. Овде скрећемо пажњу и на додатне
услове коjи мораjу бити испуњени да буду задовољени да би добиjено стање могло физички
да представља основно стање: Σx > Σy,Σz.

Наjзгодниjе jе решавати оваj проблем у формализму великог канонског ансамбла.
Конструишимо велики канонски потенциjал Ω = E − µN , где jе µ хемиjски потенциjал, за
броj честица N ћемо наметнути нормализациони услов (2.3) кроз хемиjски потенциjал. У
вариjационом рачуну он има улогу Лагранжевог множитеља и броj честица jе фиксиран
условом: N = −∂Ω/∂µ. У великом канонском ансамблу jе хемиjски потенциjал додатни
вариjациони параметар поред радиjуса из вариjационог анзаца, скуп параметара можемо
записати као (Σi, σi, µ). Дакле, седам вариjационих jедначина ћемо добити тако што ћемо
први извод великог канонског потенциjала по првих шест параметара изjедначити са нулом,
а седму jедначину добиjамо из N = −∂Ω/∂µ, где jе вредност N одређена изразом (2.3).
Касниjе ћемо прокоментарисати евентуалну међусобну линеарну зависност вариjационих
jедначина.
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2.Енергиjа диполног фермионског система

2.3.1 Вариjациони параметри у импулсном простору

Минимизациjа великог канонског потенциjала по параметрима Σi у импулсном простору,
даjе следеће jедначине:

0 =− 1

8
µσxσyσzΣyΣz +N

Σxℏ2

2M
+
cdN

2

σ3 f1

(
Σz

Σx

,
Σz

Σy

)(
−Σz

Σ2
x

)
, (2.36а)

0 =− 1

8
µσxσyσzΣxΣz +N

Σyℏ2

2M
+
cdN

2

σ3 f1

(
Σz

Σx

,
Σz

Σy

)(
−Σz

Σ2
y

)
, (2.36б)

0 =− 1

8
µσxσyσzΣxΣy +N

Σzℏ2

2M
+
cdN

2

σ3 f1

(
Σz

Σx

,
Σz

Σy

)
1

Σx

+
cdN

2

σ3 f2

(
Σz

Σx

,
Σz

Σy

)
1

Σy

, (2.36в)

где f1(x, y) и f2(x, y) означаваjу изводе анизотропне функциjе по првом, односно другом
аргументу. У све три jедначине се експлицитно поjављуjе Лагранжев множитељ µ. Приме-
тимо да ако jедначине помножимо редом са Σx, Σy, Σz и саберемо их, можемо изразити
хемиjски потенциjал преко осталих параметара:

µ =
ℏ2

6M

∑
i

Σ2
i . (2.37)

Оваj израз можемо да уврстимо у jедначине (2.36а), (2.36б), (2.36в). Након преуређивања
добиjамо:

Σ2
xℏ2

2M
=

ℏ2

6M

∑
i

Σ2
i +N

cdΣz

σ3Σx

f1

(
Σz

Σx

,
Σz

Σy

)
, (2.38а)

Σ2
yℏ2

2M
=

ℏ2

6M

∑
i

Σ2
i +N

cdΣz

σ3Σy

f2

(
Σz

Σx

,
Σz

Σy

)
, (2.38б)

Σ2
zℏ2

2M
=

ℏ2

6M

∑
i

Σ2
i −N

cdΣz

σ3ΣxΣy

[
Σyf1

(
Σz

Σx

,
Σz

Σy

)
+ Σxf2

(
Σz

Σx

,
Σz

Σy

)]
. (2.38в)

На основу претходног разматрања знамо да су jедначине (2.38а) - (2.38в) линеарно
зависне, али из њих можемо извести аналитички израз за деформациjу Ферми сфере.
Прво ћемо искористити особину анизотропне функциjе да jе симетрична у односу на
замену аргумената. Одатле следи и симетриjа укупне енергиjе система у односу на замену
x- и y- компоненти импулса. Дакле, у импулсном делу функциjа расподеле задржава
цилиндричну симетриjу, тj. радиjуси расподеле задовољаваjу Σx = Σy.

У лимесу Σx → Σy, анизотропна функциjа постаjе ефективно функциjа jедне про-
менљиве и добиjа следећи облик:

f(x, x) = fs(x) =
3x2

x2 − 1

(
1− arctan

√
1− x2√

1− x2

)
+ 1 . (2.39)

Такође, за изводе анизотропне функциjе се може показати да важи:

lim
y→x

xf1(x, y) = lim
x→y

yf2(x, y) = −1 +
(2 + x2) fs(x)

2 (1− x2)
. (2.40)

Ако одузмемо jедначину (2.38а) од jедначине (2.38в), имаjући у виду наведене лимесе,
добиjамо:
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Σ2
xℏ2

2M

(
1− Σ2

z

Σ2
x

)
=

3Ncd
σ3

Σz

Σx

f1

(
Σz

Σx

,
Σz

Σy

)
,

Σ2
xℏ2

2M

(
1− Σ2

z

Σ2
x

)
=

3Ncd
σ3

−1 +

(
2 + Σ2

z

Σ2
x

)
fs

(
Σz

Σx

)
2
(
1− Σ2

z

Σ2
x

)
 .

(2.41)

Као што смо на почетку одељка поменули, добили смо jедначину коjа директно осликава
деформациjу Ферми сфере услед присуства дипол-дипол интеракциjе. Уочимо jош да када
искористимо цилиндричну симетриjу, услове (2.39) и (2.40) и поново размотримо jедначине
за параметре у импулсном простору, видимо да су jедначине (2.38а) и (2.38б) постале
идентичне. Дакле, остаjу нам jедна од ове две jедначине и jедначина (2.38в) као линеарно
независне jедначине при минимизациjи енергиjе по параметрима у импулсном простору.
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2.3.2 Вариjациони параметри у реалном простору

Минимизациjа великог канонског потенциjала по параметрима у реалном простору σi
даjе следеће jедначине:

0 = −1

8
µσyσzΣxΣyΣz +

1

2
NMσxω

2
x −

N2cd
σ3 f1

(
σx
σz
,
σy
σz

)
1

σz
+
N2cd
σ3 f

(
σx
σz
,
σy
σz

)
1

σx

− N2cd
σ3 f

(
Σz

Σx

,
Σz

Σy

)
1

σx
,

(2.42а)

0 = −1

8
µσxσzΣxΣyΣz +

1

2
NMσyω

2
y −
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(2.42в)

Слично као и при минимизациjи по импулсним параметрима може се направити
линеарна комбинациjа jедначина како бисмо хемиjски потенциjал изразили преко осталих
параметара. Међутим, еквивалентно jе (и значаjно jедноставниjе) користити резултат (2.37)
добиjен у претходном поглављу. Дакле, ако уврстимо таj облик хемиjског потенциjала у
jедначине (2.42а)-(2.42в) и узмемо у обзир симетриjу у импулсном простору добићемо:
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(2.43в)

Можемо приметити да су вариjационе jедначине по параметрима у реалном про-
стору међусобно линеарно независне. Линеарним комбиновањем ових jедначина, налик
ономе што смо урадили у претходном одељку, можемо да добиjемо аналитички израз коjи
осликава деформациjу гасног облака услед анизотропности ДДИ.

21



Поглавље 3

Деформациjа гасног облака и Ферми
површи диполног система

3.1 Линеарно независан систем jедначина

Имаjући у виду да jе укупна енергиjа цилиндрично симетрична функциjа у импулсном
простору дуж x- и y-правца, вариjационе jедначине имаjу следећу форму:
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(3.1д)

Након алгебарске провере примећуjемо да су ове jедначине линеарно зависне. Ако ели-
минишемо прву jедначину и додамо нормализациони услов (2.3), добиjамо систем од пет
jедначина са пет непознатих. У следећем одељку ћемо оваj систем jедначина написати у
бездимензионоj форми и онда га нумерички решити.

3.2 Jедначине у бездимензионоj форми

Да бисмо систем jедначина са пет вариjационих параметара лакше решавали прво
ћемо га написати у бездимензионоj форми. То ћемо постићи тако што ћемо сваки радиjус
изразити преко радиjуса расподеле за неинтерагуjући гас. Бездимензиони радиjуси су:
Σ′

i = Σi/Σ0, σ′
i = σi/σi0, где jе σi0 карактеристична величина гасног облака у правцу i
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3.Деформациjа гасног облака и Ферми површи диполног система

дефинисана по узору на класични аналогон честице у замци фреквенциjе ωi са укупном
енергиjом EF = ℏω (6N)1/3:

σi0 =

√
2EF

Mω2
i

. (3.2)

Слично, за карактеристичну скалу у импулсном простотру узели смо импулс слободне
честице са укупном енергиjом EF:

Σ0 =

√
2MEF

ℏ2
. (3.3)

Бездимензиони систем jедначина ћемо формирати од нормализационог услова, заjедно са
четири независне вариjационе jедначине:
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где jе броj b = 61/6/(192
√
π). Приметимо да су ове jедначине не само бездимензионе,

него њихова форма не зависи од врсте атома или молекула коjи се изучаваjу. Оваj скуп
jедначина представља значаjан резултат, коjи нам открива универзалност особина основног
стања дипола квантно дегенерисаног Ферми гаса. Три физичка параметра од коjих зависе
jедначине су: два односа фреквенциjа ωz/ωx, ωz/ωy и релативна jачина ДДИ εdd. Она
jе одређена односом енергиjе ДДИ и карактеристичне енергиjе система, што jе код нас
Ферми енергиjа:

εdd =
Vdd
EF

=
NCdd/(4πa

3)

61/3N1/3ℏω
=

d2

4πε0

√
M3

ℏ5
(ωxωyωzN)1/6 (3.5)

Овде jе узето да jе карактеристична дужина система a пропорционална дужини хармониj-
ског осцилатора фреквенциjе ω: a = N1/6aho = N1/6

√
ℏ/Mω. Ово jе уобичаjена дефинициjа

релативне jачине ДДИ [12, 20]. Приметимо да jе зависност од средње фреквенциjе и од
броjа честица иста, односно εdd ∼ (ωxωyωzN)1/6. Како jе у експерименту много jедностав-
ниjе контролисано мењати фреквенциjу хармониjске замке него броj честица у систему, у
свим разматрањима ћемо се бавити утицаjем геометриjе на повећање, односно смањење
ефеката дипол-дипол интеракциjе на наш систем. Напомињемо да ћемо у даљем раду
подразумевати да су радиjуси σi и импулси Σi изражени у jединицама σi0 и Σ0 и нећемо
писати примове.
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3.3 Деформациjа гасног облака

У овом поглављу ћемо размотрити понашање диполног Ферми гаса у коме су диполи
ориjентисани дуж z-осе у различитим конфигурациjама замке. Ове конфигурациjе су
поброjане у табели 3.1. Први случаj представља Ферми гас у сферноj замци, други и трећи
случаj одговараjу геометриjи диска, а случаjеви 4 и 5 одговараjу замкама издуженим у
jедном правцу.

Табела 3.1. Различите конфигурациjе замке за коjе ћемо испитати деформациjе гасног облака и
Ферми површи у зависности од релативне jачине дипол-дипол интеракциjе.

Случаj Облик замке Фреквенциjе замке
1 сфера ωx = ωy = ωz

2 диск у x-y равни 10ωx = 10ωy = ωz

3 диск у x-z равни 10ωx = ωy = 10ωz

4 цилиндар дуж z осе ωx = ωy = 10ωz

5 цилиндар дуж y осе ωx = 10ωy = ωz

На слици 3.1(а) су приказани резултати коjе смо добили за зависност радиjуса гасног
облака од релативне jачине интеракциjе за случаj 1 из табеле 3.1. Може се уочити да у
граничном случаjу, када jачина интеракциjа тежи нули, сви радиjуси теже истоj вредности,
што одговара неинтерагуjућем случаjу (εdd = 0). Повећаваjући jачину интеракциjе, σz се
монотоно повећава (плава крива), док се σx и σy монотно смањуjу (црвена крива), и jеднаке
су jер jе цилиндрична симетриjа одржана у x-y равни. Дакле, дипол-дипол интеракциjа,
као што jе и очекивано, изазива издужење гасног облака дуж осе ориjентациjе дипола.

(а) (б)

Слика 3.1. Случаj 1 - (а) Зависност радиjуса (у бездимензионим jединицама) у реалном простору
од релативне jачине интеракциjе; (б) Деформациjа гасног облака δ и Ферми сфере ∆ у зависности
од релативне jачине интеракциjе.

Дефинишимо деформациjу гасног облака као разлику у односу радиjуса дуж различитих
праваца у интерагуjућем и неинтерагуjућем случаjу:

δ =
σz
σx

− 1 . (3.6)

Овде скрећемо пажњу да су радиjуси σi изражени у jединицама неинтерагуjућег система,
па jе због тога и њихов однос jеднак jединици за εdd = 0. У физичким jединицама би оваj

24



3.Деформациjа гасног облака и Ферми површи диполног система

однос био σz0/σx0 = ωx/ωz.

Иако смо деформациjу Ферми сфере већ и аналитички изразили, овде ћемо оваj
ефекат мало детаљниjе проучити. Аналогно изразу (3.6) за δ, деформациjу Фeрми сфере
дефинисаћемо као:

∆ =
Σz

Σx

− 1 . (3.7)

На слици 3.1(б) графички смо представили зависност деформациjе гасног облака и Ферми
површи у односу на релативну jачину интеракциjе. Видимо да се и деформациjа гасног
облака δ репрезентована црвеном кривом и деформациjа Ферми површи ∆ репрезентована
плавом кривом при малим jачинама интеракциjе повећаваjу линеарно са εdd и jеднаке
су, док за веће вредности релативне jачине интеракциjе (εdd ∼ 60) деформациjа облака
постаjе изражениjа од деформациjе Ферми површи и њен раст постаjе нелинеаран. Нагло
сужавање гасног облака око ове вредности jачине интеракциjе могли смо приметити и на
графику 3.1(а), посматраjући црвену криву, коjа одговара опадању дужине радиjуса у x-y
равни.

На сликама 3.2(a) и 3.2(б) су представљени резулатати добиjени у случаjу 2 из та-
беле 3.1 за радиjусе у реалном простору. Можемо да приметимо да се, за разлику од
случаjа 1, са повећањем jачине интеракциjе сви радиjуси монотоно повећаваjу. Оваj
резултат смо могли да претпоставимо водећи се физичком интуициjом. Наиме, у овоj
конфигурациjи диполи се наjвећим делом налазе jедан поред другог и сви су усмерени дуж
z-осе, што нам говори да се због природе ДДИ углавном одбиjаjау, а то доводи до ширења
облака. Као што jе и очекивано, ширење jе изражениjе дуж x- и y-осе, слика 3.2(a), него
дуж z-осе, слика 3.2(б). Радиjуси σx и σy остаjу међусобно jеднаки са повећањем εdd, jер jе
и у овоj конфигурациjи одржана цилиндрична симетриjа замке.

(а) (б)

Слика 3.2. Случаj 2 - Зависност радиjуса (а) σx = σy и (б) σz у реалном простору од релативне
jачине интеракциjе.

За случаj 3 из табеле 3.1, када jе замка облика диска сабиjеног дуж y-осе, добиjамо криве
приказане на сликама 3.3(а) и 3.3(б). У оваквоj замци диполи су распоређени углавном jедан
изнад другог, тако да се повећањем интеракциjе повећава и привлачење међу диполима
и облак гаса се сабиjа. Сабиjање jе наизражениjе дуж z-осе (плава крива), а наjслабиjе
дуж y-осе (црна крива). Може се уочити да jе због нарушавања симетриjе замке понашање
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радиjуса σx и σy различито. Додатно, можемо да проценимо критичну вредност релативне
jачине интеракциjе (εcdd), након коjе (εdd > εcdd) систем jедначина (3.4а)-(3.4д) престаjе да
има стабилно стационарно решење. У овом случаjу нестабилност система се поjављуjе на
вредностима jачине интеракциjе εcdd ≳ 80. Користећи релациjу (3.5), за одређену врсту
атома или молекула и за задати броj честица у систему може се наћи и критични диполни
момент dc.

(а) (б)

Слика 3.3. Случаj 3 - Зависност радиjуса (а) σx, σz и (б) σy у реалном простору од релативне
jачине интеракциjе.

Испоставља се да и у случаjу 4, када jе реч о замци издуженоj у z-правцу, добиjамо слично
понашање радиjуса са повећањем εdd. На сликама 3.4(а) и 3.4(б) приказане су зависности на
коjима jе сужавање облака jош изражениjе, jер се анизотропиjа коjа потиче од интеракциjе
и анизотропиjа замке поклапаjу. Дакле, геометриjа замке може да доведе до поjачања
ефеката коjи потичу од ДДИ. Налик претходном примеру и овде можемо очитати вредност
критичне jачине интеракциjе (εcdd ≈ 78).

(а) (б)

Слика 3.4. Случаj 4 - Зависност радиjуса (а) σx, σy и (б) σz у реалном простору од релативне
jачине интеракциjе.

На краjу ћемо размотрити случаj 5, у коме jе замка издужена у y-правцу. На слици 3.5(а)
видимо да се радиjус σx немонотоно мења, међутим апослутна промена вредности jе врло

26



3.Деформациjа гасног облака и Ферми површи диполног система

мала. На слици 3.5(б) приказане су зависности друга два радиjуса, при чему плава крива
описуjе монотони раст радиjуса σz, док црна крива представља монотоно опадање радиjуса
σy. Можемо и у овом случаjу наћи вредност критичне jачине интеракциjе (εcdd ≈ 118).
Дакле, у овоj геометриjи jе систем на већим релативним jачинама интеракциjе стабилан.

(а) (б)

Слика 3.5. Случаj 5 - Зависности радиjуса (а) σx и (б) σy, σz у реалном простору од релативне
jачине интеракциjе.

На овом месту можемо се осврнути на резултате из поглавља 3 рада [12]. Иако jе у том
раду коришћен анзац коjи jе физички прилагођениjи квантно дегенерисаном диполном
Ферми систему, сви квалитативни закључци остаjу исти и у случаjу Гаусовог анзаца коjи
смо овде користили.

3.4 Деформациjа Ферми површи

Пре него што кренемо са анализом резултата коjе смо добили за деформациjу Ферми
површи, хтели бисмо да нагласимо због чега jе важно разумевање механизма коjи jе
одговоран за ову поjаву. Као што jе већ речено, Фоков изменски члан за ДДИ доводи
до издуживања расподеле у импулсном простору. Последица овог издуживања jе и
промена суперфлуидног спаривања, jер jе густина стања у околини Ферми површи
модификована. На пример, у раду [24] jе у Хартри-Фок-Богољубов фомрализму испитиван
ансамбл ултрахладних поларисаних фермиона. Нађен jе анизотропни параметар поретка
и критична температура. Показано jе да се за мале вредности jачине ДДИ у поларним
молекулима може добити висока критична температура за суперфлуидност .

У овоj секциjи размотрићемо резулате добиjене решавањем система jедначина (3.4а)-(3.4д),
на основу коjих се види како се Ферми сфера деформише у елипсоид у зависности од
релативне jачине ДДИ за различите геометриjе замке. Битно jе нагласити да анизотропиjа
хармониjског потенциjала не утиче на радиjусе расподеле у импулсном простору. Jеднакост
Σx = Σy ће важити све док у следећем поглављу не узмемо у обзир и интеракциjу дуж jош
jедне осе и не нарушимо цилиндричну симетриjу у импулсном простору.

На скупу слика 3.6 су приказане зависности импулса Σi у импулсном простору (у
jединицама импулса за неитерагуjући случаj Σ0) од релативне jачине интеракциjе. Плава
крива на свим графицима представља понашање Σz, док црвена представља Σx(= Σy).
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(а) (б)

(в) (г)

(д) (ђ)

Слика 3.6. Зависности импулса у импулсном простору од релативне jачине интеракциjе. (a)
Случаj 1 - Сферно симетрична замка. (b) Случаj 2 - замка у облику диска у x-y равни. (c) Случаj
3 - замка у облику диска у x-z равни. (d) Случаj 4 - замка издужена дуж z-осе. (e) Случаj 5 -
замка издужена дуж y-осе. (ђ) Зависност деформациjе у импулсном простору од релативне jачине
интеракциjе за све случаjеве.

На слици 3.6(а), на коjоj су приказани резултати у случаjу 1, видимо да импулс Σz

монотоно расте, док jе зависност по коjоj се мењаjу преостала два радиjуса немонотона,
при чему jе однос импулса Σz/Σx > 1.
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Резултати за случаj 2 се налазе на слици 3.6(б). Видимо да импулс Σz расте мо-
нотоно, док Σx и Σy монотоно опадаjу.

У случаjу 3 добиjу се резултати, приказани на слици 3.6(в). Примећуjемо да сви
импулси расту, при чему све време важи Σz/Σx > 1. Сличан закључак се може добити
посматраjући график 3.6(г), коjи се односи на случаj 4. Можемо да приметимо да су
зависности по коjоj се понашаjу импулси на слици 3.6(г) ипак стрмиjе. То jе последица
поклапања анизотропиjе ДДИ и анизотропиjе замке. Дакле, као и у реалном простору
геометриjа система може да поjача ефекте коjи потичу од ДДИ.

Резултати за случаj 5 представљени су на слици 3.6(д). Раст импулси Σz jе моно-
тон и након одређене jачине интеракциjе постаjе веома изражен, док jе понашање Σz и Σz

немонотоно. Нагласимо да се у овом случаjу, као и у осталим, може проценити критична
вредност релативне jачине ДДИ. Вредности εcdd су исте као за одговараjући случаj у
претходноj секциjи 3.3 што показуjе конзистентност добиjеног система jедначина.

На слици 3.6(ђ) приказали смо зависности деформациjа Ферми површи у односу
на релативну jачину ДДИ у свих пет разматраних геометриjа. Као што jе већ речено
раниjе, деформациjа ∆4 за случаj 4 jе наjоштриjа функциjа релативне jачине ДДИ. Оваква
анализа омогућава избор геометриjе коjа у експерименталним условима максимизуjе
ефекте присуства ДДИ, што jе од великог значаjа за мерење последица анизотропиjе и
утицаjа квантне статистике.
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Поглавље 4

Енергиjа двоструко диполног система

У овом мастер раду надаље ћемо се бавити питањем шта се дешава са двоструко
диполним системом у коме градивни атоми или молекули поседуjу две врсте диполних
момената, електричне и магнетне. Различите врсте диполних момената могу независно
да се ориjентишу, па ћемо претпоставити да су магнетни диполи ориjентисани дуж x-
осе, а електрични диполи дуж z-осе. Овде ћемо размотрити како ће се гасни облак и
Ферми површ деформисати у зависности од односа интензитета ове две врсте интеракциjе
(електричне и магнетне ДДИ). Истраживање оваквих система мотивисао jе брз развоj
експерименталних техника у области ултрахладних диполних гасова последњих година и
могућност да се у скороj будућности реализуjу двоструко диполни системи ултрахладних
фермиона. Додатни степен слободе на значаjан начин повећава могућности за контролу
особина оваквих система и квантних технологиjа, односно онога што се на енглеском jезику
назива quantum toolbox.

4.1 Укупна енергиjа система

Аналогно изразима за укупну енергиjу система у случаjу са jедном интеракциjом,
изрази (2.34) и (2.35), можемо написати чланове за укупну енергиjу у случаjу када у обзир
узимамо и електричну и магнетну ДДИ у следећем облику:

E = Ek + EU + Ee
h + Ee

f + Em
h + Em

f . (4.1)

Последња два члана у горњем изразу обележена су индексом m и означаваjу Хартриjев и
Фоков члан за магнетну ДДИ. У следећим секциjама детаљно ћемо израчунати енергетски
допринос ова два члана у случаjу када магнетне диполе усмеримо нормално на електричне
диполе.

4.2 Директан (Хартри) члан за магнетну ДДИ

Подсетимо се да jе општи облик за интеракциони потенциjал између два дипола
поларисана дуж ортова e1 и e2:

V m
dd(r) =

Cm
dd

4π

(e1 · e2)r2 − 3(e1 · r)(e2 · r)
|r|5

, (4.2)

где jе Cm
dd = µ0m

2. Као што смо већ поменули, подразумеваћемо да су магнетни диполни
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моменти ориjентисани дуж x-осе, стога потенциjал (4.2) добиjа следећи облик:

V m
dd(r) =

Cm
dd

4π

r2 − 3(ex · r)2

|r|5
, (4.3)

Већ смо раниjе уочили да нам jе у рачуну неопходан Фуриjе трансформ овог потенциjала.
Он се може написати у следећем облику:

Ṽ m
dd (k) =

Cm
dd

3

(
3 (ex · k)2

k2
− 1

)
. (4.4)

Цео рачун у овом делу биће аналоган рачуну из поглавља 2. Jедина разлика настаjе
када дође до решавања интеграла чиjу подинтегралну функциjу чини потенциjал (4.4).
Раниjе смо уз погодне смене таj интеграл свели на добро познату анизотропну функциjу.
Размотримо сада пажљивиjе интеграл коjи се добиjа у овом случаjу:∫∫∫

dqx dqy dqz

(
3( qx

σx
)2

( qx
σx
)2 + ( qy

σy
)2 + ( qz

σz
)2

− 1

)
.

Ако као раниjе уведемо смену са Декартових на сферне координате: qx = k sin θ cosϕ,
qy = k sin θ sinϕ, qz = k cos θ и за Jакобиjан трансформациjе искористимо J = k2 sin θ, након
сређивања, угаони део интеграла постаjе:∫ 2π

0

dϕ

∫ π

0

dθ sin θ

(
3σ2

yσ
2
z sin

2 θ cos2 ϕ

σ2
xσ

2
y cos

2 θ + σ2
z

(
σ2
y cos

2 ϕ+ σ2
x sin

2 ϕ
)
sin2 θ

− 1

)
. (4.5)

Уколико уведемо нове ознаке: x = σx/σz, y = σy/σz и дефинишемо помоћну функциjу
fAx(x, y) као:

fAx(x, y) = 1− 1

4π

∫ π

0

dθ sin3 θ

∫ 2π

0

dϕ
3y2 cos2 ϕ

x2y2 cos2 θ +
(
y2 cos2 ϕ+ x2 sin2 ϕ

)
sin2 θ

, (4.6)

тада можемо да решимо интеграл по углу ϕ. Притом ћемо интегралити у границама од 0 до
π/2 и резултат помножити са 4. То jе могуће jер jе функциjа π-периодична и симетрична у
односу на π/2. На оваj начин се добиjа:

fAx(x, y) = 1− 1

4π
∝ 12 y2

∫ π

0

dθ sin3 θ
π
(
1−

√
x2y2 cos2 θ+x2 sin2 θ
x2y2 cos2 θ+y2 sin2 θ

)
2
(
y2 sin2 θ − x2 sin2 θ

)

= 1− 3 y2

2 (y2 − x2)

2− 2
x

y

∫ π/2

0

dθ sin θ

√
y2 cos2 θ + sin2 θ

x2 cos2 θ + sin2 θ



= 1− 3 y2

(y2 − x2)

(
1− x

y

∫ √
1−x2

0

dt√
1− x2

√
1− κ2t2

1− t2

)
(4.7)

где су ϑx = arcsin
√
1− x2 и κ2 = (1−y2)/(1−x2). Користећи симетричност у однoсу на π/2

преполовили смо интервал интеграциjе, а на прелазу из другог у трећи ред увели смо смену:
t = cos θ

√
1− x2. Скрећемо пажњу да ову смену можемо да уведемо само под условом
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0 < x2 < 1 , док на другим интервалима вредности параметра x морамо аналитички
да продужимо ову функциjу. Наjзад, користећи дефинициjе елиптичких интеграла из
референце [23] добиjамо помоћну функциjу у облику:

fAx(x, y) =
3y2

(x2 − y2)

(
1− x

y
√
1− x2

E (ϑx, κ)

)
+ 1 . (4.8)

Уколико искористимо оваj резултат, директан члан jе:

Em
h = − N2Cm

dd

96
√
2π3/2σ

fAx

(
σx
σz
,
σy
σz

)
.

(4.9)

4.3 Изменски (Фоков) члан за магнетну ДДИ

Коначно, за Фоков члан можемо искористити аналогиjе са свим до сада урађеним у
поглављу 3 и у секциjи 4.2, на основу чега следи:

Em
f =

N2Cm
dd

96
√
2π3/2σ

fAx

(
Σz

Σx

,
Σz

Σy

)
. (4.10)

Као што смо могли очекивати, у последња два члана изгубили смо цилиндричну
симетриjу. Раниjе jе сисмтем био цилиндрично симетричан око z-осе, а магнетна ДДИ има
цилиндричну симетриjу око x-осе, па укупно губимо те симетриjе. Дакле, изменски члан
jе сада мало компликованиjа функциjа у односу на поjедностављену симетричну форму
анизотропне функциjе, коjу смо раниjе користили.

Посебну пажњу морамо да обратимо на аргументе помоћне функциjе fAx. Као што jе
већ поменуто, однос jачина интеракциjе за електричне и магнетне диполе jе типично
Ce

dd/C
m
dd ∼ 1/α2

s ∼ 104. Дакле, електрична интеракциjа jе значаjно jача од магнетне, стога у
грубоj анализи очекуjемо веће издужење у правцу z-осе него у правцу x-осе, док дуж y-осе
не очекуjемо издужење на директан начин иако ће до њега доћи на индиректан начин,
због промене облика гасног облака. На основу овога очекуjемо да аргументи помоћне
функциjе у импулсном простору буду већи од jединице. С обзиром да рачун из секциjе
4.3 одговара ситуациjи када су аргументи функциjе мањи од 1, а у спроведеноj анализи
смо закључили да ће наши аргументи бити већи од jединице, и то други већи од првог,
морамо аналитички да продужимо функциjу fAx(x, y) на случаj y > x > 1, користећи
табелу (8.127) из референце [23].

Потребне су нам следеће везе:

κ1 =
κ′

i κ
, sinϑ1 = −i κ sinϑ

∆ϑ
, cosϑ1 =

1

∆ϑ
. (4.11)

Примењуjући ове смене уз додатне алгебарске трансформациjе добиjамо:

fAx(x, y) =
x4 − x2 − 4x2y2 + y2

(x2 − y2) (x2 − 1)

+
3xy

(x2 − y2)

(√
y2 − 1

x2 − 1
E (ϑ1, κ1)−

1√
y2 − 1

F (ϑ1, κ1)

)
,

(4.12)

где су нови аргументи елиптичких интеграла κ21 = (y2−x2)/(y2−1) и ϑ1 = arcsin
√
y2 − 1/y.
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4.4 Минимизациjа енергиjе

Користећи резултате добиjене у претходне две секциjе, укупна енергиjа многочестичног
система двоструко диполних фермиона у случаjу када су њихови електрични диполи
ориjентисани дуж z-осе, а магнетни дуж x-осе jе:

Euk =
N

2

(∑
i

ℏ2Σ2
i

2M
+
M

2

∑
i

σ2
i ω

2
i

)
+N2 c

e
d

σ

[
f

(
Σz

Σx

,
Σz

Σy

)
− f

(
σx
σz
,
σy
σz

)]
+N2 c

m
d

σ

[
fAx

(
Σz

Σx

,
Σz

Σy

)
− fAx

(
σx
σz
,
σy
σz

)]
.

(4.13)

где су ced = Ce
dd/(96

√
2π3/2) и cmd = Cm

dd/(96
√
2π3/2). Овде наглашавамо да jе и Фоков члан

за електричну дипол-дипол интеракциjу захтевао аналитичко продужење анизотропне
функциjе, коjе добиjамо користећи трансформациjе (8.127) из референце [23]:

f(x, y) =
1 + 2x2

1− x2
+

3xy

(x2 − 1)
√
y2 − 1

E (ϑ1, κ1) . (4.14)

Аргументи елиптичког интеграла κ1 и ϑ1 су уведени на исти начин као у секциjи 4.3.

4.4.1 Вариjациони параметри у импулсном простору

С обзиром да користимо формализам великог канонског ансамбла, дефинисаћемо
велики канонски потенциjал Ω = Euk − µN , израчунати његове изводе по вариjационим
параметрима и изjедначити их са нулом да бисмо добили вариjационе jедначине.
Потражимо прво изводе по импулсима Σi:

0 = −1

8
µσxσyσzΣyΣz +

Nℏ2

2M
Σx −

N2ced
σ3

Σz

Σ2
x

f1

(
Σz

Σx

,
Σz

Σy

)
− N2cmd

σ3

Σz

Σ2
x

fAx1

(
Σz

Σx

,
Σz

Σy

)
, (4.15)

0 = −1

8
µσxσyσzΣxΣz +

Nℏ2

2M
Σy −

N2ced
σ3

Σz

Σ2
y

f2

(
Σz

Σx

,
Σz

Σy

)
− N2cmd

σ3

Σz

Σ2
y

fAx2

(
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(4.17)

Поново можемо направити линеарну комбинациjу ових jедначина како бисмо хемиjски
потенциjал изразили преко осталих вариjационих параметара. Тако добиjамо исту везу
(2.37) као и раниjе. Ако покушамо сада да одузмемо прву од треће jедначине, добићемо
компликован израз коjи се због нарушења цилиндричне симетриjе не може свести на
jедноставну везу коjа открива деформациjу Ферми површи. То значи да овог пута морамо
прећи читав пут до решавања jедначина како бисмо извукли закључак о облику Ферми
површи.
Уочимо да су вариjациони параметри у овом случаjу сва три импулса Σi у импулсном
простору, пошто више нема цилиндричне симетриjе.
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4.4.2 Вариjациони параметри у реалном простору

Изводи великог канонског потенциjала по радиjусима у реалном простору нам даjу
следеће jедначине:
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(4.20)

Ове три jедначине су линеарно независне. Можемо их искористити да изразимо
Лагранжев множитељ, али то ниjе неопходно с обзиром да jе израз еквивалентан већ
раниjе добиjеном, а рачун jе знатно компликованиjи.

Уочимо да су вариjациони параметри и у овом случаjу сва три радиjуса у реал-
ном простору.
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4.5 Деформациjе гасног облака и Ферми површи дво-
струко диполног система

4.5.1 Jедначине у бездимензионоj форми

На исти начин као у претходном поглављу прећи ћемо на бездимензиону форму jедна-
чина. Тада систем изгледа овако:
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(4.21ђ)

где jе b = 61/6/(192
√
π), а εmdd jе релативна jачина магнетне интеракциjе. Битно jе запазити

да код двоструко диполних система имамо смањену симетриjу укупне енергиjе, односно
можемо да очекуjемо да су сва три импулса различита у општем случаjу. Као што можемо
да приметимо овде смо користили само прву и другу jедначину у импулсном простору, jер
се њиховим сабирањем може добити изостављена jедначина. У реалном простору су све
jедначине линеарно независне. Дакле, имамо пет jедначина као и услов за фиксирање броjа
честица (4.21а). Решавањем овог система добиjамо свих шест вариjационих параметара.

4.5.2 Гранична вредност мале jачине електричне ДДИ

Решавање сиситема jедначина (4.21) у општем случаjу, за произвољне jачине интерак-
циjа, jе веома захтевно. Сетимо се да су анизотропна функциjа f и помоћна функциjа fAx,
коjе се jављаjу у jедначинама, дефинисане на веома уском домену, када су оба аргумента у
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интервалу између нуле и jединице (0 < x < 1). Међутим, за недеформисану Ферми сферу
ови аргументи jеднаки су jединици, а за сферу издужену у правцу z-осе су већи од jединице.
С обзиром на то, у зависности од геометриjе замке и опсега у ком се крећу релативне jачине
интеракциjе, пре решавања jедначина морамо ове две функциjе аналитички продужити на
релевантан домен, користећи се физичком интуициjом. Када смо имали jедну интеракциjу,
релативно лако jе било развити потребну интуициjу. Међутим, у случаjу компетициjе две
интеракциjе, много jе теже предвидети понашање система, па jе често потребно применити
метод покушаjа и погрешке.

Ми смо нумерички нашли решење jедначина за случаj када jе jедна интеракциjа (електрична
ДДИ дуж z-осе) веома мала, док смо jачину магнетне интеракциjе дуж x-осе мењали. Ова
решења су представљена у следећоj секциjи.

4.5.3 Деформациjа гасног облака и Ферми површи

Нека се систем двоструко диполних ултрахладних фермиона налази у замци облика
диска у y-z равни (ωx = 10ωy = 10ωz). Претпоставимо да су електрични диполи ориjетисани
дуж z-осе и да су параметри подешени тако да релативна jачина ДДИ εdd има малу
вредност. Уколико су магнетни диполи ориjентисани дуж x-осе, размотрићемо шта се
дешава уколико мењамо вредност релативне jачине магнетне ДДИ εmdd. Добиjене резулатате
представили смо графички.

(а) (б)

Слика 4.1. Зависности радиjуса (а) σx и (б) σy, σz у реалном простору изражених у jединицама
σ0i од релатвине jачине магнетне ДДИ.

На сликама 4.1(а) и 4.1(б) видимо да се са повећањем релативне jачине магнетне
интеракциjе систем шири у свим правцима. Примећуjемо да jе у резултатима одржана
цилиндрична симетриjа око x-осе, с обзиром да jе електрична ДДИ међу диполима
ориjентисаним у правцу z-осе врло мала и не ремети симетриjу коjу задаjе магнетна ДДИ.
Овде скрећемо пажњу да када бисмо за резултате добиjене у поглављу 3 за случаj 2 из
табеле 3.1 извршили цикличну пермутациjу координата x → y → z → x, добили бисмо
приближно резултате приказане на сликама 4.1(а) и 4.1(б).

На слици 4.2 представљени су резултати добиjени импулсе. Можемо да видимо да
се Ферми сфера деформише у елипсоид издужен дуж x-осе. Као и у реалном простору
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цилиндрична симетриjа око x-осе jе приближно одржана, па Σy ≈ Σz опадаjу монотоно на
исти начин, док Σx расте. Примећуjемо да за однос импулса важи Σz/Σx < 1.

Слика 4.2. Зависност импулса изражених у jединицама Σ0 од релативне jачине магнетне ДДИ,
због веома слабог нарушења цилиндричне симетриjе важи Σy ≈ Σz
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Закључак
У овом раду смо се бавили испитивањем утицаjа електричне и магнетне ДДИ на облик

гаса и на облик Ферми површи у ултрахлaдним квантним гасовима.

Поглавље 1 смо посветили подсећању на основне карактеристике ултрахладних
фермиона у хармониjскоj замци коjи међусобно интерагуjу посредством ДДИ. Дали смо
преглед досадашњих резултата у области и кратко продискутовали метод рада заснован
на Хартри-Фок теориjи средњег поља. Затим смо мотивисали решавање нашег проблема у
фазном простору помоћу Вигнерове функциjе расподеле.

У поглављу 2 смо одабрали релевантан анзац за Вигнерову функциjу погодан за
опис система и извели израз за његову укупну енергиjу. Након тога смо у формализму
великог канонског ансамбла минимизовали енергиjу и на таj начин дошли до система
jедначина за вариjационе параметре. У овом поглављу извели смо и аналитички израз за
деформациjу Ферми површи.

У наредном поглављу 3 смо систем jедначина довели до бездимензионог облика
погодног за нумеричко решавање. Затим смо систем нумерички решили и добили
вариjационе параметре у зависности од релативне jачине ДДИ у различитим геометриjама
замке и резултате презентовали графички. Закључили смо да се и Ферми површ и
облак гаса издужуjу дуж осе ориjентациjе дипола и да геометриjа замке значаjно утиче
на повећање или смањење ефеката изазваних присуством ДДИ. Штавише, у разли-
читим геометриjама ће систем за мање или веће вредности jачине ДДИ постати нестабилан.

На краjу, у поглављу 4 смо исту методологиjу применили на добиjање укупне
енергиjе двоструко диполног система, минимизациjу и добиjање система jедначина
за вариjационе параметре. Због комплексности jедначина и осетљивости нумеричког
приступа, решења смо нашли само у граничном случаjу врло мале вредности ДДИ међу
електричним диполима. На графицима смо представили зависност радиjуса у реалном и
импулсном простору од jачине магнетне ДДИ.

Закључили смо да би аналитички приступ у решавању овог проблема био изузет-
но компликован при коришћењу анзаца из рада [12]. Међутим, видели смо да се при
коришћењу простиjе вариjационе функциjе, као у овом раду, губи тачност квантитивних
закључака у случаjу диполних система. Проблеме на коjе смо наишли у случаjу двоструко
диполних система потребно користити нешто комплексниjи анзац за чиjе би решавање био
неопходан потпуни нумерички приступ у тражењу основног стања.

Захвалница: Оваj мастер рад jе урађен у Лабораториjи за примену рачунара у
науци, у оквиру Националног центра изузетних вредности за изучавање комплексних
система Института за физику у Београду под менторством др Антуна Балажа. Захваљуjем
му се на броjним сугестиjама и исправкама, али и на могућности да у току ове школске
године учествуjем на конференциjама и летњоj школи из области ултрахладних гасова и
стекнем драгоцена искуства.
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Додатак А

Фуриjе трансформ ДДИ потенциjала

У овом додатку израчунаћемо Фуриjе трансформ ДДИ потенциjала између два
фермиона, коjи jе дат jедначином (1.11) и има облик:

Vdd(r) =
Cdd

4π

(e1 · e2)r2 − 3(e1 · r)(e2 · r)
|r|5

. (А.1)

Ми смо у раду користили ДДИ потенциjал између два дипола коjа су поларизована дуж
истог орта e. С обзиром на то потенциjал можемо да напишемо и у jедноставниjем облику:

Vdd(r) =
Cdd

4π

r2 − 3 (e · r)2

r5
. (А.2)

Како бисмо наставили рачун искористићемо форму потенциjала коришћену у раду [25]:

Vdd(r) =
Cdd

4π

∑
i,j

ei ej

(
δij

1

r3
− 3

ri rj
r5

)
, (А.3)

где су ei и ri Декартове компоненте вектора e и r, а δij jе Кронекерова делта. За даљи
рачун биће нам потребан генералисани Дирак-Гринов идентитет:

∂2

∂ri∂rj

(
1

r

)
= −4π

3
δijδ

(3) (r)− δij
1

r3
+ 3

ri rj
r5

. (А.4)

Ако се усредсредимо само на део у загради из израза (А.3), користећи Дирак-Гринов
идентитет за преуређивање добиjамо:

−4π

3
δijδ

(3) (r)− ∂2

∂ri∂rj

(
1

r

)
. (А.5)

Како бисмо наставили израчунавање Фуриjе трансформа, приметимо да су следећа Фуриjе
разлагања тачна:

1

r
=

∫
d3k

(2π)3
4π

k2
eikr , (А.6)

δ(3) (r) =

∫
d3k

(2π)3
eikr . (А.7)

Видимо да 1/r може да се представи као инверзни Фуриjе трансформ од 4π/k2. Jош
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ћемо искористити да jе тродимензионална Диракова делта функциjа инверзни Фуриjе
трансформ jединице.

Примењивање идентитета (А.6) и (А.7) у изразу (А.5) доводи нас до:

− 4π

3
δij

∫
d3k

(2π)3
eikr − ∂2

∂ri∂rj

(∫
d3k

(2π)3
4π

k2
ei

∑
l kl rl

)

= −4π

3
δij

∫
d3k

(2π)3
eikr −

(
i
∑
l

kl
∂rl
∂ri

)(
i
∑
l

kl
∂rl
∂rj

)(∫
d3k

(2π)3
4π

k2
eikr
)

= −4π

3
δij

∫
d3k

(2π)3
eikr −

(
i
∑
l

klδi,l

)(
i
∑
l

klδj,l

)(∫
d3k

(2π)3
4π

k2
eikr
)

= −4π

3
δij

∫
d3k

(2π)3
eikr + ki kj

(∫
d3k

(2π)3
4π

k2
eikr
)
.

(А.8)

Коначно можемо написати следеће:

Vdd(r) =
Cdd

4π

∑
i,j

ei ej

[
−4π

3
δijF−1[1] + 4π ki kjF−1

[
1

k2

]]
, (А.9)

Сада можемо да израчунамо Фуриjе трансформ и леве и десне стране овог израза, што
нам даjе:

Ṽdd(k) = −Cdd

3

∑
i,j

ei ej

(
δij − 3

ki kj
k2

)
, (А.10)

Када просумирамо оваj израз добиjамо:

Ṽdd(k) = −Cdd

3

(
1− 3

(e · k)2

k2

)
, (А.11)

Орт поларизациjе дипола у овом раду jе ez, па jе облик Фуриjе трансформа потенциjала
коришћеног у раду следећи:

Ṽdd(k) =
Cdd

3

(
3
(k · ez)2

k2
− 1

)
. (А.12)

Приметимо да решење зависи од правца и смера импулса, док не зависи од његовог
интензитета. Такође, лако jе уочити да за k = 0 Фуриjе трансформ ДДИ потенциjала ниjе
дефинисан, па се у зависности од потребе мора регуларизовати.
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Додатак Б

Анизотропна и помоћна функциjа

Б.1 Анизотропна функциjа

При проучавању диполарних ултрахладних гасова у рачуну се, као последица анизо-
тропности ДДИ, поjављуjе тзв. анизотропна функциjа. Ова функциjа има следећи облик:

f(x, y) = − 1

4π

∫ 2π

0

dϕ

∫ π

0

dθ sin θ

(
3x2y2 cos2 θ

x2y2 cos2 θ +
(
y2 cos2 ϕ+ x2 sin2 ϕ

)
sin2 θ

− 1

)

= 1− 3x2y2

4π

∫ π

0

dθ sin θ cos2 θ

∫ 2π

0

dϕ
1

x2y2 cos2 θ +
(
y2 cos2 ϕ+ x2 sin2 ϕ

)
sin2 θ

.

(Б.1)

Интеграл по ϕ се може решити користећи идентитет (3.642.1) из референце [23]:∫ π/2

0

dϕ
sin2µ−1 ϕ cos2ν−1 ϕ(

a2 cos2 ϕ+ b2 sin2 ϕ
)µ+ν =

1

a2µb2ν
B (µ, ν) , (Б.2)

где jе B (µ, ν) Оjлерова бета функциjа. Можемо вршити интеграциjу на интервалу од 0 до
π/2, и онда помножити резултат са 4, jер jе функциjа π-периодична и симетрична у односу
на π/2. Да бисмо искористили оваj резултат расписаћемо именилац тако да има форму
коjа jе приказана у горњем интегралу, тада се лако види да:

µ = ν =
1

2
,

a = x
(
1− cos2 θ

(
1− y2

))
,

b = y
(
1− cos2 θ

(
1− x2

))
.

(Б.3)

Коришћење горенаведеног довешће нас до:

f(x, y) = 1− 3xy

2

∫ π

0

dθ sin θ
cos2 θ√

1− cos2 θ (1− x2)
√
1− cos2 θ (1− y2)

, (Б.4)

где jе искоришћено B
(
1
2
, 1
2

)
= π. За анизотропну функциjу важи f (x, y) = f (y, x). У

зависности од односа аргумената анизотропне фунцкиjе можемо имати различита решења
горњег интеграла:

1. x < y < 1
Користећи смену u = cos θ

√
(1− x2), интеграл (Б.4) постаjе:

f(x, y) = 1 +
3xy

(1− x2)3/2

∫ √
1−x2

0

du
u2√

1− u2
√
1− κ2u2

, (Б.5)
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где jе κ =
√
(1− y2)/(1− x2) < 1. Решење горњег интеграла jедино можемо представити

помоћу специjалних функциjа. Користићемо елиптичке интеграле прве и друге врсте, коjи
су дефинисани као у поглављу 8.1 референце [23]. Коначно, резултат jе:

f(x, y) = 1 + 3xy
E (ϑ, κ)− F (ϑ, κ)

(1− y2)
√
1− x2

, (Б.6)

где jе sinϑ =
√
1− x2.

2. y < x < 1
С обзиром на симетриjу анизотропне функциjе, вредност функциjе f(x, y), за задате
услове може се добити израчунавањем f(y, x) за услове случаjа 1.

3. x < 1 < y
На овом домену неопходно jе аналитички продужити функциjу (Б.6) користећи табелу
(8.127) из референце [23]. Потребне су нам следеће трансформациjе:

κ1 =i
κ

κ′
, sinϑ1 = κ′

sinϑ

∆ϑ
, F (ϑ1, κ1) = κ′F (ϑ, κ),

E(ϑ1, κ1) =
1

κ′

(
E(ϑ, κ)− κ2 sinϑ cosϑ

∆ϑ

)
,

(Б.7)

где jе ∆ϑ =
√

1− κ2 sin2 ϑ и нови модул елиптичког интеграла κ′ =
√
1− κ2. Примењуjући

ове трансформациjе добиjамо:

f(x, y) =
1 + 2x2

1− x2
+

3xy
√
y2 − x2E(ϑ1, κ1)

(y2 − 1)(x2 − 1)
+

3xyF (ϑ1, κ1)

(y2 − 1)
√
y2 − x2

, (Б.8)

где jе κ1 =
√

y2−1
y2−x2 и sinϑ1 =

√
y2 − x2/y.

4. y < 1 < x
С обзиром на симетриjу анизотропне функциjе, вредност функциjе f(x, y), за задате
услове може се добити израчунавањем f(y, x) за услове случаjа 3.

5. x < 1 < y
До анизотропне функциjе на овом домену доћићемо процедуром као у случаjу 3, користећи
следеће трансформациjе:

κ1 =
κ′

iκ
, sinϑ1 = −iκsinϑ

∆ϑ
, F (ϑ1, κ1) = −iκF (ϑ, κ),

E(ϑ1, κ1) =
i

κ

(
E(ϑ, κ)− F (ϑ, k)− κ2 sinϑ cosϑ

∆ϑ

)
,

(Б.9)

где jе ∆ϑ =
√

1− k2 sin2 ϑ и нови модуо елиптичког интеграла κ′ =
√
1− k2. Примењуjући

ове трансформациjе добиjамо:

f(x, y) =
1 + 2x2

1− x2
+

3xyE(ϑ1, κ1)

(x2 − 1)
√
y2 − 1

, (Б.10)
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где jе κ1 =
√

y2−x2

y2−1
и sinϑ1 =

√
y2 − 1/y.

6. 1 < y < x
С обзиром на симетриjу анизотропне функциjе, вредност функциjе f(x, y), за задате
услове може се добити израчунавањем f(y, x) за услове случаjа 5.

7. x = y
У овом случаjу, када аргументи анизотропне функциjе теже jедан другом, што одговара
случаjу када jе систем цилиндрично симетричан, тада анизотропна функциjа зависи само
од jедног аргумента, и дата jе са:

f(x, x) ≡ fs(x) = lim
x→y

f(x, y) =
1 + 2x2 − 3x2d(x)

1− x2
, (Б.11)

где jе d(x) дато са:

d(x) =


1√

1−x2 tanh
−1

√
1− x2, x < 1 ,

0, x = 1 ,
1√

x2−1
tanh−1

√
x2 − 1, x > 1 .

(Б.12)

8. x ̸= y = 1

f(x, 1) = lim
y→1

f(x, y) = −1

2
fs(1/x) , (Б.13)

9. x = 1 ̸= y

f(1, y) = f(y, 1) = −1

2
fs(1/y) . (Б.14)

У овом раду, аргументи анизотропне функциjе су односи радиjуса гасног облака или односи
радиjуса Ферми површи. У зависности од геометриjе замке и jачине итеракциjе ови односи
ће бити различити. Пре решавања jедначина за тачно одређен случаj увек морамо да
водимо рачуна какав однос радиjуса нам диктира геометриjа замке и како ће се због
интеракциjе у систему они мењати. У импулсном простору, у систему без интеракциjе, сви
радиjуси су jеднаки, за у присуству интеракциjе у систему ови односи ће се мењати.
У овом раду користили смо и fi(x1, y2) да бисмо означили први парциjални извод анизотроне
функциjе по њеним аргиментима i = 1, 2.
У анализи цилиндрично симетричног система када се правац поларизациjе дипола поклапа
са правцем интеракциjе за извод анизотропне фукциjе коришћено jе:

lim
x→y

f1(x, y) =
(2 + x2)fs(x)

2(1− x2)
− 1 . (Б.15)

Б.2 Помоћна функциjа

При проучавању двоструко диполних ултрахладних гасова у рачуну се, као последица
нарушавања цилиндричне симетриjе, поjављуjе помоћна функциjа. Ова функциjа има
следећи облик:

fAx(x, y) = 1− 1

4π

∫ π

0

dθ sin3 θ

∫ 2π

0

(
dϕ

3y2 cos2 ϕ

x2y2 cos2 θ +
(
y2 cos2 ϕ+ x2 sin2 ϕ

)
sin2 θ

)
. (Б.16)

Налик претходном делу додатка, могу се применити трансформациjе и на помоћну функциjу
и добити облици за потребне случаjеве.
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[12] V. Veljić, A. Pelster, and A. Balaž, Phys. Rev. Research 1, 012009(R) (2019).

[13] E. Wigner, On the quantum correction for thermodynamic equilibrium, Phys. Rev. 40, 749
(1932).

[14] M. Hillery, R.F. O’Connell, M.O. Scully, and E.P. Wigner, Distribution functions in physics:
Fundamentals, Phys. Rep. 103, 121167 (1984).

44



Додатак Б Литература

[15] J.-N. Zhang, and S. Yi, Fermi surface of a trapped dipolar Fermi gas, Phys. Rev. A 80,
053614 (2009).

[16] A. R. P. Lima and A. Pelster, Collective motion of polarized dipolar Fermi gases in the
hydrodynamic regime, Phys. Rev. A 81, 021606(R) (2010).

[17] T. Sogo, L. He, T. Miyakawa, S. Yi, H. Lu, and H. Pu, Dynamical properties of dipolar
Fermi gases, New J. Phys. 11, 055017 (2009).

[18] T. Sogo, L. He, T. Miyakawa, S. Yi, and H. L. Pu, Dynamical properties of dipolar Fermi
gases, New J. Phys. 12, 079801 (2010).

[19] J.-N. Zhang and S. Yi, Thermodynamic properties of a dipolar Fermi gas, Phys. Rev. A
81, 033617 (2010).

[20] J.-N. Zhang, R.-Z. Qiu, L. He, and S. Yi, Dynamical properties of a trapped dipolar Fermi
gas at finite temperature, Phys. Rev. A 83, 053628 (2011).

[21] D. Baillie and P. B. Blakie, Magnetostriction and exchange effects in trapped dipolar Bose
and Fermi gases, Phys. Rev. A 86, 023605 (2012).
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