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Glava �

Uvod

Niskodimenzioni magnetski sistemi pokazuju mno�stvo zanimljivih �zi�ckih efekata� a

me �du njima je i pojava nove ure �dene niskotemperaturske faze � spin�Peierls�ove faze�

Magneto�elasti�cni spin�Peierls�ov prelaz u organskim jedinjenjima bio je �siroko studiran

��
�tih godina� Otkri�ce CuGeO� �		�� godine� koji tako �de ispoljava ovaj efekat� potaklo

je nov ciklus intenzivnog istra�zivanja ove problematike� i to prvenstveno zbog neorganske

prirode ovog materijala� Ona omogu�cava lak�su sintezu monokristalnih uzoraka� dovoljno

velikih da se na njima mogu vr�siti npr� elasti�cna rasejanja neutrona� kao i druga ranije

nedostupna merenja� Otkri�ce NaV�O� �		�� godine dalo je jo�s jedan sna�zan impuls

istra�zivanjima ovog tipa� Ovaj materijal je danas veoma aktuelan i puno toga o njegovoj

prirodi jo�s uvek nije obja�snjeno� Ovaj rad predstavlja korak u tom pravcu�

Nagli razvoj ra�cunarske tehnologije u zadnjih par godina tako �de je zna�cio i razvoj

numeri�ckih metoda� Ovo se naro�cito ose�ca u �zici mnogo�cesti�cnih sistema� gde su problemi

retko re�sivi analiti�cki i numerika postaje glavno sredstvo u radu� Mnogi metodi nalaze

primenu tek sad� kada postoje dovoljno mo�cne ma�sine sposobne za zahtevne prora�cune�

a stalno se razvijaju i novi� Razvijanje Monte Carlo algoritma za prou�cavanje osobina

niskodimenzionih magnetnih sistema je osnovni cilj ovog rada�

U slede�coj� drugoj� glavi �cemo ukratko opisati fenomenologiju spin�Peierls�ove faze�

Sli�cnost osobina NaV�O� i CuGeO� ilustrova�cemo rezultatima merenja magnetne suscep�

tibilnosti ova dva materijala� Na kraju �cemo de�nisati model kojim opisujemo niskotem�

peratursku fazu NaV�O�� i izvr�siti prelaz sa Heisenberg�ovog linearnog antiferomagnetnika

na model hard�core bozona� potreban za dalju numeri�cku simulaciju ovog sistema�

U tre�coj glavi bi�ce re�ci o metodima koje koristimo� o Monte Carlo metodu i o egzaktnoj

dijagonalizaciji matrice hamiltonijana� Ve�ci deo je posve�cen �nim detaljima varijacione

Monte Carlo �VMC� i Green�s function Monte Carlo �GFMC� procedure� Opisa�cemo

algoritam kojim ra�cunamo energije osnovnog stanja u nekim svojstvenim potprostorima

hamiltonijana� a koji se sastoji od GFMC algoritma vo �denog rezultatima VMC procedure�

�
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U �cetvrtoj glavi izvr�si�cemo simulaciju homogenog Heisenberg�ovog antiferomagnetnog

lanca� U ovom slu�caju su poznati analiti�cki rezultati za energiju osnovnog i nekih pobu �denih

stanja� i pore �denjem sa njima veri�kujemo primenjeni numeri�cki algoritam� Uveri�cemo

se da za ovaj sistem GFMC daje egzaktne energije osnovnih stanja u posmatranim pot�

prostorima�

U petoj glavi �cemo prezentovati na�se rezultate za osnovno i pobu �dena stanja mod�

ulisanog antiferomagnetnog Heisenberg�ovog lanca� Prvo �cemo veri�kovati MC program

i u ovom slu�caju� a onda dati pregled izra�cunatih energija� Ovi rezultati bi�ce iskori�steni

za identi�kaciju i interpretaciju nekih modova u Ramanskim spektrima NaV�O�� uz

odre �divanje �zi�ckih parametara ovog materijala� izmenskog integrala J i modulacije ��

Slaganje ovih rezultata sa odgovaraju�cim dobijenim drugim metodima � merenjem sus�

ceptibilnosti � uverava nas da se niskotemperaturska faza NaV�O� mo�ze opisati kori�s�cenim

modelom�



Glava �

Spin�Peierls�ov prelaz

U ovoj glavi �cemo ukratko prikazati fenomenologiju spin�Peierls�ove faze �odeljak �����

a zatim �cemo� u odeljku ���� de�nisati model kojim opisujemo ovu pojavu u slu�caju

NaV�O� kristala�

��� Spin�Peierls�ova faza u NaV�O�

Spin�Peierls�ov �SP� prelaz je magnetski analogon Peierls�ovog prelaza ��� kod elek�

trona u metalima� i jedan je od najinteresantnijih efekata vezanih za nisko dimenzionalne

spinske sisteme� Karakteristi�can je samo za jednodimenzione lance sa polucelim spinom

koji interaguju antiferomagnetnom izmenskom interakcijom� i odgovara uspostavljanju

dimerizovane magnetski ure �dene faze u kojoj je konstanta izmenske interakcije J mod�

ulisana du�z lanca� tj� naizmeni�cno uzima vrednosti J� i J�� Dimerizacija predstavlja

�zi�cko pribli�zavanje po dva jona u re�setki�

Karakteristika spin�Peierlsove faze je pojava procepa u energetskom spektru� Po

Haldane�u ���� prvo pobu �deno stanje antiferomagnetnih lanaca polucelog spina je degener�

isano sa osnovnim stanjem� dok se kod istih sistema celobrojnog spina ova degeneracija

ukida� Pojavljuje se oblast zabranjenih energija odmah iznad energije osnovnog stanja �

procep u energetskom spektru �gap�� U spin�Peierls�ovoj fazi� poluceli spinovi se �zi�cki

pribli�zavaju i pona�saju kao efektivno celobrojni spinovi� pa se pojavljuje gap u spektru�

Pojava gap�a se vidi u temperaturskoj zavisnosti magnetne susceptibilnosti ��T �� Na

T � 
 sistem se nalazi u osnovnom stanju� Ako nema gap�a� za proizvoljno slabu per�

turbaciju �magnetno polje� sistem mo�ze da pre �de u pobu �deno stanje� bar neki spinovi

menjaju orijentaciju i prisutan je odziv �magnetizacija�� dakle ��T � 
� �� 
� Ako ima

gap�a� za pobu �divanje sistema neophodna je kona�cna perturbacija i ��T � 
� � 
�

Kao �sto je nedavno pokazano ��� NaV�O� je jo�s jedan neorganski spin�Peierls�ovski

materijal� uz ranije poznat CuGeO� �
�� Merenja susceptibilnosti CuGeO� prikazana su

�
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na Slici ���� �Siroki maksimum na T � �
 K je karakteristika jednodimenzionalnog spin�

Slika ���� Temperaturska zavisnost susceptibilnosti ��T � u CuGeO� preuzeta iz �
�� Vi�

sokotemperaturna faza i pore �denje sa ��� �levo�� i niskotemperaturna faza u pore �denju sa

��� �desno��

skog ure �denja� �uktuacije su u tom slu�caju velike pa nema dugodometnog ure �denja koje

bi se ispoljilo o�strim maksimumom susceptibilnosti� Pad susceptibilnosti na T � �
 K

ukazuje na pojavu faznog prelaza� iz visokotemperaturne paramagnetne faze u ure �deni

kratkodometni re�zim� Da se ispod ove temperature sistem nalazi u spin�Peierls�ovoj

fazi ukazuje ��T � 
� �� 
� Visokotemperaturna faza se opisuje po prora�cunu Bonner�

a i Fisher�a ��� kao antiferomagnetni lanac homogenog J � dok se niskotemperatursko

pona�sanje susceptibilnosti sla�ze sa teorijom Bulaevskog ��� koja uzima u obzir dimerizo�

vani lanac� odnosno modulisanu interakciju� Na Slici ��� prikazani su i rezultati pomenutih

prora�cuna� gde je desno uve�can niskotemperaturni deo spektra radi lak�seg pore �denja sa

ra�cunom Bulaevskog� Ovi rezultati dobijeni su u aproksimaciji interakcije samo najbli�zih

suseda� Bolje slaganje dobija se uklju�civanjem frustracije� interakcije i me �du slede�cim�

najbli�zim susednim spinovima� koja se ispostavlja da je zna�cajna u ovom materijalu�

Merenja susceptibilnosti NaV�O� prikazana su na Slici ���� Sli�cno slu�caju CuGeO� i

ovde je prisutan o�star pad suseptibilnosti� ali na temperaturi T � �
 K� Tako �de se vidi

�siroki maksimum u visokotemperaturskoj fazi� �sto je argument �D prirode materijala�

Niskotemperaturska zavisnost se dobro sla�ze sa rezultatima Bulaevskog i bez uklju�civanja

frustracije� tj� sistem se nalazi u SP fazi�

Dimerizacija re�setke NaV�O� i pojava gap�a u energetskom spektru tako �de su potvr �deni
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Slika ���� Temperaturska zavisnost susceptibilnosti ��T � u NaV�O�� prema ����

merenjima difrakcije x�zraka� neelasti�cnog rasejanja neutrona ���� nuklearne magnetne re�

zonance NMR ��� i elektronske spinske rezonance ESR �	�� Na osnovu ovih tehnika� pro�

cenjena veli�cina gap�a je u intervalu od �� do 	� K� No� sama priroda prelaza je jo�s uvek

aktuelno pitanje� s obzirom da se vi�se eksperimentalnih rezultata ne sla�ze sa standardnim

spin�Peierls�ovim scenariom�

Prvobitna meranja kristalne strukture NaV�O� ��
� pokazuju da je prostorna grupa

simetrije ovog oksida P��mn �D
�
�v�� Du�z b�ose razlikuju se dve vrste vanadijumskih lanaca�

jedan se sastoji od magneti�cnih V�� �S � ����� a drugi od ne�magneti�cnih V�� �S � 
�

jona� Lanci su me �dusobno paralelni� dele stranicu obli�znje VO� piramide i formiraju

slojeve u ab ravni� Natrijumovi atomi se nalaze izme �du slojeva� Ova struktura je efektivno

jednodimenziona jer su lanci koji nose spin �zi�cki razdvojeni ne�magnetnim lancima�

Ipak� najnovija strukturna analiza ���� pokazuje da su svi vanadijumovi atomi ek�

vivalentni� nalaze se u stanju me�sane valence� Odgovaraju�ca prostorna grupa u ovom

slu�caju je Pmmn� �cija je struktura prikazana na Slici ���� No� �cak i u slu�caju ekviva�

lentnih V atoma� s obzirom na jake elektronske korelacije� i dalje je mogu�ce formiranje

antiferomagnetnih lanaca ����� Tako �de je mogu�ce i cik�cak ure �denje du�z �merdevina��

vanadijumovih jona ����� U oba ova slu�caja� opisivanje NaV�O� kao jednodimenzionalnog

Heisenberg�ovog antiferomagnetika je opravdano�

Sve u svemu� u prora�cunu magnetskih eksitacija u niskotemperaturskoj fazi� NaV�O�

opisujemo kao Heisenberg�ov antiferomagnetni lanac sa modulisanim izmenskim inte�

�ladder �engleski� � merdevine
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Slika ���� Struktura NaV�O� kristala sa ekvivalentnim vanadijumovim atomima

gralom �koji alternira du�z lanca� uzimaju�ci vrednosti J� i J�� i bez frustracije�

��� Model

Hamiltonijan Heisenberg�ovog S � ��� linearnog antiferomagneta sa modulisanom

interakcijom du�z lanca i u aproksimaciji interakcije samo najbli�zih suseda dat je sa

H � J
NX
i��

�
� � ����i�� �Si�Si�� � �����

gde je � modulacija interakcije� Izmenski integral du�z lanca naizmeni�cno uzima vrednosti

J� � J��� �� i J� � J��� ��� uz J � 
� Koristimo periodi�cne grani�cne uslove �SN�i � �Si�

Hamiltonijan ����� mo�ze se izraziti preko operatora podizanja i spu�stanja z komponente

spina� S�i � Sx
i � iSy

i � kao

H �
J

�

NX
i��

�
� � ����i�� �S�

i S
�
i�� � S�i S

�
i��� � J

NX
i��

�
� � ����i��Sz

i S
z
i�� � �����

U daljem ra�cunu bi�ce nam pogodno da talasna funkcija bude nenegativna� �� � 
� To

se uvek mo�ze posti�ci u slu�caju bozonskog sistema� i zato vr�simo slede�cu transformaciju�

Operatori podizanja i spu�stanja z komponente spina na razli�citim �cvorovima komutiraju�

Na istom �cvoru �podrazumevamo indeks �cvora i� radi preglednosti zapisa�

S�S� � S�
z � S� � �Sz � �����
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�sto primenjeno na svojstveno stanje operatora S� i Sz daje

Sz
�
j�i � S�S�

��
j�i � �

�
j�i � b�bj�i � �

�
j�i �

�
n� �

�

�
j�i � ���
�

gde su

b� �
S�

�
� b �

S�

�
� b�b � n � �����

Dakle

�S�� S�� � ��Sz � �b�� b��j�i � �Sz
�
j�i � ��n� ��j�i � �j�i � �����

Poslednja jednakost u jedna�cini ����� je zadovoljena ako je nj�i � ��� 
�j�i� Zna�ci oper�
atori b egzaktno zadovoljavaju bozonske komutacione relacije �� je samo fazni faktor� na

proizvoljnim �cvorovima� ako je maksimalan broj bozona na svakom �cvoru jednak ��

Dakle� sistem S � ��� spinova se egzaktno transformi�se u sistem hard�core bo�

zona� Analogija je jednostavna� spin�gore odgovara prisustvu a spin�dole odsustvu bo�

zona� Hard�core uslov� da se na jednom �cvoru maksimalno mo�ze nalaziti jedan bozon�

zapisuje se kao �b�i �
� � 
�

Prirodno je da operatoru kineti�cke energije u hamiltonijanu ����� pridru�zimo negativan

predznak� jer se prelaskom s �cvora na �cvor ��sto opisuje ovaj operator� bozon delokalizuje

i tako smanjuje svoju energiju� Zato na kraju vr�simo kanonsku transformaciju �trans�

formacija koja ne menja komutacione relacije� Sx�y
i � �Sx�y

i i Sz
i � Sz

i na neparnim

�cvorovima i� Na jeziku bozona to zna�ci b�i � �ib
�
i � gde je �i � �� na A�B podre�setki� t�j�

za parno�neparno i�

Kona�cno� hamiltonijan sistema hard�core bozona dat je sa �� � ��

H � �J
�

NX
i��

�
� � ����i�� �b�i bi�� � bib

�
i��� � J

NX
i��

�
� � ����i��nini�� � EN � �����

gde je EN � J�N�
 � Nb�� Iskoristili smo �cinjenicu da Stot
z � P

i�Sz�i komutira sa

hamiltonijanom ������ Stot
z je konstanta kretanja� a samim tim je konstantan i broj bozona

Nb �
P

i ni�

Pored ukupne z projekcije spina Stot
z � i operator ��S

tot�� � �
P

i
�Si�

� komutira sa hamil�

tonijanom ������ Hamiltonijan se redukuje u svojstvenim potprostorima ova dva oper�

atora� tj� Stot
z i �Stot�� su dobri kvantni brojevi� S obzirom da se sistem nalazi van

spolja�snjeg magnetnog polja� energije su degenerisane po Stot
z � S druge strane� po teore�

mama Lieb�a i Mattis�a ��
�� znamo da je za ovakav spinski sistem energetski najni�ze stanje

spina Stot � n uvek ni�ze od najni�zeg u potprostoru Stot � n � �� Dakle� zaklju�cujemo
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da je energetski najni�ze stanje sa �ksiranim Stot
z ujedno najni�ze stanje u potprostoru

Stot � jStot
z j�

GFMC algoritam daje egzaktnu energiju osnovnog stanja simuliranog sistema� Fik�

siranjem broj bozona Nb u hamiltonijanu ������ odnosno �ksiranjem Stot
z � Nb � N���

nalazimo energetski najni�ze stanje sa ukupnom z projekcijom spina Stot
z � To je istovre�

meno i najni�ze stanje ukupnog spina Stot � jStot
z j� i GFMC procedurom ra�cunali smo

energetski najni�za stanja u slede�cim potprostorima�

� Stot
z � 
 � Nb � N��

E��singlet� � osnovno stanje

� Stot
z � �� � Nb � N��� �

ET �triplet� � najni�ze stanje sa S
tot � �� a ujedno i prvo pobu �deno stanje ��
�

� Stot
z � �� � Nb � N��� �

EQ�kvintuplet� � najni�ze stanje sa S
tot � �
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Metodi

Heisenberg�ov antiferomagnet na jednodimenzionalnoj re�setki �lancu� do sada nije

analiti�cki re�sen u slu�caju proizvoljne interakcije me �du spinovima� Poznati su samo neki

specijalni slu�cajevi� Hulthen ���� je jo�s �	��� godine koriste�ci Bethe�ansatz ���� odredio

energiju osnovnog stanja homogenog lanca �� � 
 u ������� u kom interaguju samo na�

jbli�zi�susedni spinovi� izmenskom interakcijom J istom du�z celog lanca� Tako �de je re�siv

sistem savr�senih dimera �� � ��� gde je lanac podeljen na parove spinova � dimere � koji

me �dusobno ne interaguju� Prirodno se name�cu numeri�cki metodi u prou�cavanju �zi�cki

zanimljivijih sistema u kojima izmenski integral nije konstantan du�z lanca� tj� u jedna�cini

����� � uzima proizvoljnu vrednost� Rad je intenziviran poslednjih godina� sa razvojem

ra�cunara sposobnih za zahtevne prora�cune�

U ovoj glavi �cemo opisati dva numeri�cka metoda koja smo koristili� �� Monte Carlo

simulaciju� za ra�cunanje o�cekivanih vrednosti opservabli u energetski najni�zim stanjima

�ksiranih potrostora Stot
z � i �� Egzaktnu dijagonalizaciju matrice Hamiltonijana za sis�

teme malih veli�cina� za koje je ra�cun ostvariv kori�s�cenjem ra�cunarskih resursa kojima

raspola�zemo�

��� Monte Carlo

Monte Carlo �MC� je metod re�savanja raznih matemati�ckih problema kori�s�cenjem

pseudo� �slu�cajnih brojeva� Ovaj metod je posebno mo�can pri integraciji� �cestom problemu

u �zici� i dominira nad standardnim metodom kvadratura u slu�caju vi�sestrukih integrala�

Metod kvadratura sastoji se u deljenju domena integracije mre�zom hiperpovr�si na

�Slu�cajne brojeve uvek razigravamo po odre �denom algoritmu� tako da oni nikad nisu stvarno slu�cajni�

zato koristimo re�c pseudo� Kvalitet algoritma �generatora slu�cajnih brojeva� proveravamo testovima koji

kontroli�su da li su brojevi razigrani iz �zeljene raspodele� U ovom radu je svuda kori�s�cen generator dran�

��	
�
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�sto manje oblasti� �Sto takav domen postane manji� to je i aproksimacija bolja � in�

tegral se aproksimira vredno�s�cu podintegralne funkcije u nekoj reprezentativnoj ta�cki�

ote�zinjenom zapreminom oblasti� Gre�ska ovog metoda srazmerna je �Q � hk� gde je h

linearna dimenzija dobijenih oblasti a k konstanta koja zavisi od konkretno primenjene

formule kvadrature� Vreme potrebnog ra�cunanja proporcionalno je broju ta�caka u kojima

se ra�cuna integrand

T � n �
�
�

h

�D

� �
�D�k
Q � �Q � T�k�D � �����

gde je D dimenzionalnost integrala� Vidi se da �sto je D ve�ce to gre�ska sporije opada sa

ulo�zenim ra�cunarskim vremenom�

Kod Monte Carlo metoda gre�ska je srazmerna �vidi ni�ze� ������

�MC � T���� � �����

tj� ne zavisi od dimenzionalnosti integrala� U praksi� razlika u e�kasnosti izme �du ova dva

algoritma zna�cajna je ve�c za D � �
� Mi smo radili i sa sistemima veli�cine N � �

 �u

jednodimenzionalnom sistemu je D � N� i razumljiva je prednost MC metoda�

Proizvoljan integral I uvek mo�zemo zapisati kao

I �

Z
d�RF ��R� �

Z
d�R f��R� 	 P ��R� � �����

gde je

P ��R� � 
 �

Z
d�RP ��R� � � � ���
�

raspodela� a f � F�P � Monte Carlo strategija sastoji se u standardnom usrednjavanju

funkcije f po ta�ckama �Ri izvu�cenim iz raspodele P � �sto simboli�cki ozna�cavamo �Ri 
 P ��R��

odnosno

� Generi�se se NMC setova slu�cajnih brojeva �Ri � �R�
i � R

�
i � � � � � R

N
i � �i � �� � � � � NMC�

iz raspodele P ��R�

� Ra�cuna se vrednost podintegralne funkcije fi � f��Ri� u dobijenim ta�ckama

� Integral se ocenjuje kao ����

I � �

NMC

NMCX
i��

fi � �����

a gre�ska ocene integrala sa

�I �
�

N
���
MC

� �����
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gde je �� varijansa ocene

�� �
�

NMC

NMCX
i��

f �i �
�

�

NMC

NMCX
i��

fi

��

� �����

Iz jedna�cine ����� vidimo da je gre�ska MC ocene obrnuto proporcionalna aritmeti�ckom

korenu broja MC koraka

�I � N
� �

�

MC � �����

pa ako na primer �zelimo gre�sku smanjiti �
 puta� dovoljno je pove�cati broj MC koraka

�

 puta� Na taj na�cin rezultat se uvek mo�ze popraviti produ�zavanjem MC sekvence�

Sama varijansa zavisi od konkretnog razlaganja podintegralne funkcije� i pogodan izbor

raspodele P je presudan �izbor nije jednozna�can�� To je ono �sto �cini razliku izme �du dobrih

i lo�sih MC algoritama� Najbitnije je odabrati dobro razlaganje� takvo da je raspodelu �sto

jednostavnije razigravati �u smislu ulo�zenog ra�cunarskog vremena� a varijansa funkcije f

u dobijenim ta�ckama �Ri bude �sto manja�

Osnovne prednosti MC algoritma su u jednostavnoj implementaciji� jednostavnoj

proceni gre�ske� u lakom tretiranju komplikovanih grani�cnih uslova� i najva�znije � ocena

se mo�ze popravljati ulaganjem dodatnog ra�cunarskog vremena� S druge strane� mogu�ce

su sistematske gre�ske �pristrasnost ocene� i posebna pa�znja mora se posvetiti veri�kaciji

algoritma� Tako �de je neophodan �dovoljno dobar� generator slu�cajnih brojeva�

U ovom odeljku �cemo opisati dva MC metoda koja smo koristili � varijacioni Monte

Carlo �VMC� i Green�s function Monte Carlo �GFMC� metod�

����� VMC � algoritam

O�cekivana vrednost proizvoljnog operatora u stanju odre �denom nekom talasnom funkci�

jom �T data je sa

h �Oi � h�T j �Oj�T i
h�T j�T i � ���	�

U VMC proceduri odre �duje se o�cekivana vrednost hamiltonijana� a podintegralna

funkcija razla�ze se na raspodelu

P ��R� �
��T ��R��T ��R�R

d�R���T �
�R���T ��R��

� ����
�

i lokalnu energiju

EL��R� �
H�T ��R�

�T ��R�
� ������
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gde �R � ��r�� � � � � �rN� ozna�cava skup koordinata svih �cestica� O�cekivana vrednost hamil�

tonijana u stanju �T ra�cuna se kao srednja vrednost lokalne energije EL po kon�guraci�

jama �Ri �i � �� � � � � NMC� izvu�cenim iz raspodele P � �Ri 
 P ��R��

Funkcionalni oblik probne talasne funkcije zadaje se preko nekog skupa parametara

	 � �f�� f� � � ��� �T � �T �	�� Zadate vrednosti parametara preko izraza ���	� odre �duju

varijacionu energiju EV � EV �	�� Skup parametara 	� za koje izraz ���	� ima minimum

daje najbolju ocenu energije osnovnog stanja� koju dalje zovemo samo varijacionu energija

EV � EV �	��� i varijacionu talasnu funkciju �V � �T �	��� koja je najbolja aproksimacija

talasne funkcije osnovnog stanja u skupu probnih talasnih funkcija�

Osnovni problem VMC algoritma je razigravanje potrebne raspodele ����
�� U za�

visnosti od njenih analiti�ckih osobina� postoje razni na�cini da se to postigne ����� No

daleko najmo�cniji� u smislu da je primenjiv za proizvoljan funkcionalni oblik raspodele�

je Metropolis� algoritam ��	�� naro�cito podesan za razigravanje komplikovanih raspodela

u vi�sedimenzionim prostorima� On se koristi u ve�cini primena VMC metoda�

Metropolis algoritam sastoji se u evoluciji kon�guracija �R� � � � � �Ri � �Ri�� � � � �

Pravila prelaza sa i�te na i���vu kon�guraciju su izabrana tako da za velike i �Ri 
 P ��R��

odnosno da raspodela kon�guracija �Ri konvergira �zeljenoj raspodeli P ��	�� Kad razigramo

set kon�guracija� integral ra�cunamo standardnim MC usrednjavanjem
R
d�R f��R�	P ��R� �

N��
MC

P
fi�

Konvergencija Metropolis algoritma �generisanje kon�guracija iz �zeljene raspodele� je

garantovana� ali brzina nije� Ona zavisi od izbora po�cetne kon�guracije �R�� i tek posle

odre �denog broja koraka kon�guracije postaju �Ri 
 P ��R� sa dovoljnom ta�cno�s�cu� Sve

prethodne se odbacuju� tj� ne koriste se u oceni integrala� Koliko ih je potrebno odbaciti

odre �dujemo tako �sto pratimo running average� lokalne energije EL�R�� koji dobijamo

usrednjavanjem njenih prvih n vrednosti� u funkciji od n� EV �n� � ��n
Pn

i��EL��Ri��

Running average kao funkcija n pokazuje tzv� termalizaciju� Naime� kad u odre �denom

trenutku generisane kon�guracije �Ri zaista postanu raspodeljene po �zeljenoj gustini ve�

rovatno�ce� onda lokalne energije EL��Ri� samo �uktuiraju oko srednje vrednosti� doprinos

running average�u je stalno isti i njegova vrednost u funkciji broja MC koraka n postaje

konstantna� Kada ocenimo da su kon�guracije termalizovale� poslednju kon�guraciju

bele�zimo i dalje je tretiramo kao po�cetnu� U praksi smo odbacivali po nekoliko stotina

hiljada kon�guracija� a tipi�can running average gra�k prikazana je na Slici ����

Za po�cetnu kon�guraciju uzimali smo N�eel�ovo stanje � bozoni popunjavaju ta�cno

jednu podre�setku� Iz postoje�ce ��R� dobijamo slede�cu kon�guraciju ��R�� tako �sto redom

prolazimo kroz ceo lanac �to zovemo sweep� � i svaki bozon pomeramo na susedni ili

�preciznije M�RT�� algoritam� autori su Metropolis� Rosenbluth� Rosenbluth� Teller i Teller�
�running average �engleski� � teku�ca srednja vrednost�
�sweep �engleski� � prebrisavanje� u smislu prolaska kroz ceo lanac�
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Slika ���� Running average u VMC prora�cunu osnovnog stanja homogenog lanca od

N � �

 spinova �Nb��
 bozona�� Generisano je NMC � �
� koraka� a kori�s�cena je

jednoparametarska probna funkcija sa f�
��

slede�ci�susedni �cvor �levo ili desno� sa podjednakom verovatno�com� po Metropolis�ovom

pravilu pomeraj prihvatamo sa verovatno�com

q � min

�
��
��
T �R

��

��
T �R�

�
� ������

Du�zina pomeraja bozona ��� susedni ili slede�ci�susedni �cvor� izabrana je tako da

verovatno�ca prihvatanja bude oko ���� �sto je �
� od �
�� Maksimalna verovatno�ca

prihvatanja je �
�� jer moramo zadovoljiti hard�core uslov� a �cvor na koji se bozon

pomera je prazan sa tom verovatno�com� Tako je ovo u stvari prihvatanje od �
� u

odnosu na maksimalno mogu�ce� Ovakav izbor pove�cava e�kasnost procedure� a ne uti�ce

na rezultat�

Proces generisanja kon�guracija ponavljamo veliki broj �bar �
�� puta� Dobijene kon�

�guracije nisu me �dusobno nezavisne� jer su i dobijene rekurzivno jedna iz druge� Ove

autokorelacije pove�cavaju gre�sku ra�cunanja o�cekivanih vrednosti opservabli� jer osnovna

pretpostavka u oceni varijanse po formuli ����� je da su slu�cajne promenljive �Ri me �dusobno

nezavisne� Ako to nisu� prava varijansa je ��	�

�� �� 
c 	 �� � 
c � � � �

NMCX
k��

Ck � ������



�
 GLAVA �� METODI

gde je 
c autokorelaciono vreme� a Ck koe�cijenti autokorelacije dati sa

Ck �

D
EL��Ri� 	 EL��Ri�k�

E
�
D
EL��Ri�

E�
D
E�
L�
�Ri�
E
�
D
EL��Ri�

E�

�
�

NMC�k

NMC�kP
i��

EL��Ri� 	 EL��Ri�k��
�

�
NMC

NMCP
i��

EL��Ri�

��

�
NMC

NMCP
i��

E�
L�
�Ri��

�
�

NMC

NMCP
i��

EL��Ri�

�� � ����
�

Postoji vi�se na�cina da se izbegnu autokorelacije me �du generisanim kon�guracijama� S

obzirom da u VMC proceduri samo generisanje kon�guracija nije vremenski �skup� pro�

ces� prosto smo ih odbacivali� zadr�zavaju�ci tek svaku nfreq�tu kon�guraciju� Koe�cijenti

autokorelacije opadaju sa k po eksponencijalnom zakonu� Merili smo ih� i za nfreq uzimali

onaj broj za koji su svi Ck � 
��� za k � nfreq� Tipi�cno smo uzimali nfreq � �
�

No� ni uz odbacivanje kon�guracija varijanca ne mora imati standardno tuma�cenje�

u smislu da raspodela rezultata ne mora biti Gauss�ovska� Slika ���� Da bi restaurirali
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Slika ���� Histogram �
� termlizovanih varijacionih energija generisanih kao na Slici ����

Linija predstavlja odgovaraju�cu Gauss�ovu raspodelu� Vide se odstupanja u krilima�

Gauss�ovost raspodele� vr�simo usrednjavanje po blokovima ��	� �
�� NMC generisanih

vrednosti lokalne energije grupi�semo u B blokova veli�cine NB �B 	NB � NMC�� u svakom
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bloku prosto usrednjimo� i dobijenih B vrednosti tretiramo dalje

EI �
�

NB

X
i�I

Ei � gde je I indeks bloka � ������

hHi � �

B

BX
I��

EI � ��B�H� �
�

B � �

�
� �
B

BX
I��

E�
I �

�
�

B

BX
I��

EI

��
�
	 � ������

Kao �sto se vidi iz jedna�cina ������ i ������� podela na blokove ne uti�ce na dobijeni

rezultat� samo modi�kuje ocenu gre�ske�

Za Gauss�ovu raspodelu karakteristi�cno je da su skew

	� � h�H� hHi��i � ������

i curtosis

	� � h�H� hHi��i � � � ������

jednaki nuli� Po�sto �zelimo da raspodela na�sih rezultata bude �sto vi�se nalik Gauss�ovoj�

NMC generisanih kon�guracija delimo na blokove razli�citih du�zina� i one vrednosti B i NB

za koje su skew i curtosis lokalne energije najbli�zi nuli uzimamo za optimalne u daljem

radu �Slika �����
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Slika ���� Skew� curtosis i gre�ska u VMC prora�cunu osnovnog stanja homogenog lanca�

Veli�cina sistema i talasna funkcija su isti kao na Slici ����
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����� VMC � korelisano sampliranje

U varijacionoj proceduri optimizacije parametara talasne funkcije koristili smo metod

korelisanog sampliranja� Naime� naivno odre �divanje integrala

Ev�	� �
h�T �	�jHj�T �	�i
h�T �	�j�T �	�i � ����	�

za razli�cite vrednosti parametara daje rezultate koji usled varijance MC metoda ne pokazuju

jasno gde je minimum� Mnogo bolje je korelisano sampliranje ��
� iz M�RT�� sekvence

vo �dene talasnom funkcijom �T �	�� �R��

Ev�	� �

R
��T �	�

�R�H�T �	�R�d�RR
��T �	�

�R��T �	� �R�d�R
�

R
EL�	� �R�W �	� �R�P �	�� �R�d�RR

W �	� �R�P �	�� �R�d�R
� ����
�

gde su

W �	� �R� �
��T �	� �R��T �	� �R�

P �	�� �R�
� P �	�� �R� � �

�
T �	�� �R��T �	�� �R� � ������

tj�

Ev�	� �

D
EL�	� �R�W �	� �R�

E
��D

W �	� �R�
E
��

� ������

Ovakva procedura je br�za� jer se generi�se samo jedan set kon�guracija �iz raspodele

j�T �	�� �R�j�� i sa njima usrednjava za vi�se vrednosti parametara 	� Dobijeno EV �	� je

glatka funkcija �ciji se minimum mo�ze lako odrediti �Slika ��
�� Postupak je slede�ci� prvo

�naivno�� tj� obi�cnim nekorelisanim sampliranjem� izra�cunamo srednju vrednost lokalne

energije za nekoliko razli�citih vrednosti parametara 	 i grubo ocenimo polo�zaj minimuma�

Onda korake u korelisanom sampliranju �vodimo� talasnom funkcijom datom tim vrednos�

tima parametara� Rezultate korelisanog sampliranja �tujemo odgovaraju�com kvadratnom

formom� Fit daje novu poziciju minimuma koju koristimo za novo korelisano sampliranje�

itd� Ovaj iterativni proces nastavljamo sve dok se pozicija minimuma pomera� �Sto je ve�ci

broj varijacionih parametara� procedura je� naravno� sve du�za� ali nam u praksi nikad nije

trebalo vi�se od �
 iteracija�

����� VMC � izbor probne talasne funkcije

Osnovni problem u varijacionom ra�cunu je izbor odgovaraju�ce funkcionalne forme za

probnu talasnu funkciju �T � Radili smo sa Jastrow�ljevim oblikom ��	� koji uzima u obzir

samo dvo�cesti�cne korelacije
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jednoparametarska �T � fopt�
��� Veli�cina sistema i talasna funkcija su isti kao na Slici

����

�T ��R� �
Y
i�j

f�j�ri � �rjj� � ������

gde je �R � ��r�� �r�� ���� �rNb� kon�guracija sistema� �ri su vektori polo�zaja bozona na re�setki�

Hard�core uslov za f je f�
� � 
� Za veliko me �durastojanje f�r���� ��

Uzimali smo u obzir samo kratkodometne korelacije� Najjednostavniji izbor je

f�r� �


����
���


 � ako �r � 


f� � ako �r � �a� i ako su �cvorovi povezani preko J�

f� � ako �r � �a� i ako su �cvorovi povezani preko J�

� � ina�ce

� ����
�

gde je �a rastojanje me �du susednim �cvorovima� Ovaj izbor je ra�cunski najlak�si jer u

sebi sadr�zi najmanji broj parametara � dva� Dvoparametarska talasna funkcija je prosto

�T ��R� � fnn�� 	fnn�� � gde je nn� �nn�� ukupan broj susednih �cvorova popunjenih bozonima

u datoj kon�guraciji �R i povezanih preko J� �J���

Ni�za varijaciona energija� bli�za pravoj energiji osnovnog stanja� dobija se dodavanjem
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jo�s jednog varijacionog parametra� odnosno kori�s�cenjem

f�r� �


�������
������



 � ako �r � 


f� � ako �r � �a� i ako su �cvorovi povezani preko J�

f� � ako �r � �a� i ako su �cvorovi povezani preko J�

f� � ako �r � ��a

� � ina�ce

� ������

Ovako dobijamo troparametarsku talasnu funkciju� �T ��R� � fnn�� 	 fnn�� 	 fnnn� � gde je

nnn ukupan broj slede�cih�susednih �cvorova popunjenih bozonima u datoj kon�guraciji �R�

U slu�caju homogenog �� � 
� Heisenberg�ovog lanca stavljamo f� � f�� i gore

pomenute dvo� i troparametarske probne funkcije postaju jedno� i dvoparametarske� tj�

zavise od jednog parametra manje�

����� GFMC � algoritam

Green�s Function Monte Carlo je op�sti algoritam za nala�zenje ekstremalne svojstvene

vrednosti operatora� Probni vektor se prepu�sta vremenskoj evoluciji� �ciji je efekat da

�ltrira onu komponentu vektora koja odgovara ekstremalnoj svojstvenoj vrednosti oper�

atora� Ako se na probnu funkciju deluje operatorom G �propagator�� �ltrira�ce se talasna
funkcija osnovnog stanja�

De�ni�semo iterativnu proceduru

�	n
��R�� �
X
�R

G��R�� �R��	n��
��R� � G��R�� �R� � h�R�jG�H�j�Ri � ������

gde su time step� 
 i probna energija � ulazni parametri� U zavisnosti od izbora

propagatora postoje razli�citi metodi� Na ovom mestu koristimo stepeni metod� � gde je

G�H� � �� 
�H� �� � ������

�sto je razvoj e��	H��
 zaklju�cno sa linearnim �clanom�

Izra�zen u svojstvenom bazisu hamiltonijana Hj �i � E�j �i� propagator postaje

G�H� �
X
�

j �i��� 
�E� � ���h �j � ������

�time step �engleski� � vremenski korak
�power method �engleski�
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a talasna funkcija u n�tom iterativnom koraku

�G�H��nj�	�
i �
X
�

j �i��� 
�E� � ���nh �j�	�
i �

� j �i��� 
�E� � ���nh �j�	�
i�
X
����

j �i��� 
�E� � ���nh �j�	�
i � ����	�

Ako su zadovoljeni slede�ci uslovi

�� E� � � � E��	 �� 
� �

��
�
 �j�	�


� �� 
 �

�� 
 � ���Emax � ��

bi�ce j� � 
�E���� � ��j � �� i suma po 	 �� 
 u jedna�cini ����	� te�zi nuli kad n � ��
Dobijamo

j�	n
i � �G�H��nj�	�
i � ����
�

tj� uzastopna primena G�H� zaista �ltrira osnovno stanje sistema�
Uslov �� mo�ze biti zadovoljen za 
 �� 
 samo ako postoji kona�cna gornja granica

energetskog spektra Emax ��� �sto je zadovoljeno jer je sistem diskretan i kona�can� Ova

�cinjenica je presudna za na�s izbor propagatora � stepeni metod je najjednostavniji za

ra�cunanje� a i br�zi je u odnosu na ostale metode u kojima se propagator zadaje u vidu

eksponencijalne funkcije� S obzirom da je Emax reda veli�cine maksimalne potencijalne

energije koja se dobija kada se svi bozoni nalaze jedan do drugog� dobijamo Emax
�� NJ

i biramo 
 � ��NJ �

Uslovi �� i �� su zadovoljeni ako se za ulazne parametre GFMC procedure uzmu VMC

rezultati �	�
 � �V � � � EV � Uslov �� nije restriktivan� dovoljno je za probnu funkciju

uzeti bilo koju koja nije ortogonalna na talasnu funkciju osnovnog stanja� Izvr�sili smo i

probu da GFMC po�cnemo od funkcije za koju je o�cigledno da je neoptimalna � npr� od

N�eel�ovog stanja� Iterativna procedura �ltriranja komponente osnovnog stanja je i dalje

konvergirala� ali je varijansa bila ve�ca nego u slu�caju GFMC vo �denog VMC rezultatima�

Dakle� algoritam se sastoji u odre �divanju varijacione energije EV i varijacione talasne

funkcije �V � sa dobijenim rezultatima ulazi se u GFMC proceduru i �ltrira egzaktna

talasna funkcija osnovnog stanja� Onda je mogu�ce ra�cunati o�cekivane vrednosti opservabli

u osnovnom stanju�

Talasna funkcija osnovnog stanja bozonskog sistema je nenegativna� kao i propagator

G� Stoga se �	n
��R� mo�ze tretirati kao gustina verovatno�ce i predstavljati kon�guracijama

raspodeljenim po tom zakonu� Svaka kon�guracija tretira se kao ��seta�c� u kon�guracionom

prostoru� a ukupan broj �seta�ca u svakom trenutku t � n
 opisuje se kao populacija n�te

generacije�
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Propagacija �seta�ca uklju�cuje dva osnovna procesa� i� Difuzija� pomeraji pojedina�cnih

bozona su vo �deni operatorom kineti�cke energije koji ih prebacuje sa jednog �cvora na drugi�

ii� Grananje� ako kon�guracija evoluira u pravcu oblasti visoke potencijalne energije�

takvi �seta�ci se sa nekom verovatno�com odbacuju� S druge strane� ako po�cetna kon�gu�

racija evoluira u pravcu ni�ze potencijalne energije� multiplicira se sa nekom verovatno�com�

Pogodno je propagator predstaviti kao proizvod faktora koji odgovaraju tim procesima

ponaosob� G��R�� �R� � P ��R�� �R� 	m��R�� �R�� gde je P ��R�� �R� verovatno�ca pomeraja �R� �R�

�odgovoran za difuziju� a m��R�� �R� je multiplicitet dobijene kon�guracije �R� �odgovara

grananju��

����� GFMC � importance sampliranje

Ako postoji pribli�zna ocena talasne funkcije osnovnog stanja� mnogo e�kasnije je voditi

evoluciju probnog vektora u pravcu ove funkcije� zvane vode�ca talasna funkcija �G� Takva

procedura vodi do zna�cajnog smanjenja varijanse i poznata je kao importance sampli�

ranje� Difuzija �seta�ca je usmerena i pomeraji u oblasti faznog prostora koje su zna�cajne

u odnosu na �G su �ce�s�ci�

Radi uvo �denja importance sampliranja� u jedna�cini ������ gustina verovatno�ce u n�

tom koraku menja se u F 	n
 � �	n
�G� Jedna�cine ������ i ������ modi�kuju se u ����

F 	n
��R�� �
X
�R

G��R�� �R�F 	n��
��R� � ������

G��R�� �R� � �G��R
��h�R�j ��� 
�H� ��� j�Ri �

�G��R�
� ������

Kada n � �� onda F 	n
 � F � � 
��G� Optimalno razlaganje G u P i m� ono koje

vodi do najmanjeg srednjeg�kvadratnog�grananja ���� h�m� hmi��i� daje ����

m��R�� � �� 

h
EL��R

��� �
i

� ������

P ��R�� �R� � m����R� 	


���
��

�� 


h
U��R��� �

i
� ako �R� � �R

�
�

J�G��R

����G��R� � ako �R� 
 N��R�


 � ina�ce

� ����
�

gde je U��R�� � h�R�jJPi�� � ����i��nini��j�R�i potencijalna energija kon�guracije �R��

Skup N��R� je �okolina� �R i sastoji se od svih kon�guracija koje je mogu�ce dobiti iz �R

pomeranjem bilo kog bozona levo ili desno�

Problem ovakvog algoritma je nekontrolisana multiplikacija �seta�ca� koja se mo�ze eli�

minisati pode�savanjem � na svakih K generacija ��	��
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� � � �
�

K

ln

�
p�
pk

�
� ������

gde su p� i pk populacije nulte i K�te generacije� Ovo zna�ci da� ako je pk � p� tada �

treba sniziti da bi se kon�guracije odbacivale intenzivnije� a ako je pk � p� tada � treba

pove�cati da bi se kon�guracije multiplicirale�

Sve u svemu� koristili smo slede�cu proceduru�

�� Po�cinjemo sa osnovnim skupom od nekoliko stotina kon�guracija� generisanih iz

raspodele F 	�
��R� � �	�
��R��G��R� � �
�
V �
�R�� gde je vode�ca funkcija �G � �V �

�� Za svaku kon�guraciju u generaciji pravimo tabelu verovatno�ca prelaza u bilo koju

od �Nb � � mogu�cih novih kon�guracija� po jedna�cini ����
�� U skladu sa ovim

verovatno�cama izvla�cimo P � �sto daje bozon koji treba pomeriti i pravac pomer�

aja� tj� novu kon�guraciju �R�� Posle svakog pomeraja tabela verovatno�ca prelaza

se obnavlja� Po�sto je za svaku kon�guraciju �R� 
 N��R� neophodno ra�cunati

�G��R
����G��R�� da bi algoritam bio e�kasan zna�cajno je da funkcionalna forma

�G��R� bude �sto jednostavnija� To je osnovni razlog za rad sa dvo� i tro� a ne vi�se

parametarskim talasnim funkcijama�

�� Multiplicitet �seta�ca ra�cuna se u skadu sa jedna�cinom ������ i akumulira u vidu

proizvoda� ali grananje se vr�si tek nakon K koraka� Vrednost K se bira tako da

koren�srednje�kvadratne �RMS� � vrednosti multipliciteta bude oko � ����� Ve�ci

RMS je nepo�zeljan� jer bi to zna�cilo da pratimo �seta�ce malih relativnih te�zina� S

druge strane� premali RMS bi rezultovao u sporijem algoritmu� Pratili smo ovu

RMS vrednost multipliciteta �Slika ����� usrednjenu po �seta�cima iz K koraka ��


� Vr�si se grananje nakon K koraka� a stvarni multiplicitet se uzima kao M�R� �

bm�R� � �c ����� gde je � slu�cajni broj uniformno raspodeljen u intervalu �
� ���
a b c ozna�cava operaciju odsecanja razlomljenog dela ��ceo deo��� Na ovom mestu

modi�kuje se i � u skladu sa jedna�cinom ������� Sa dobijenim kon�guracijama ide

se nazad na korak ��

Sli�cno VMC� i ovde se odbacuju kon�guracije prvih generacija� jer na njih uti�ce izbor

probne talasne funkcije� Posle odre �denog broja generacija is�ltrirana je talasna funkcija

osnovnog stanja� odnosno u slu�caju opisanog importance sampling metoda dobijaju

se generacije raspodeljene po  ��G� Koliko po�cetnih generacija je potrebno odbaciti

odre �duje se pra�cenjem running average�a energije� i ocenjivanjem kada nastupa termal�

izacija� Tipi�can primer je prikazan na Slici ���� Prime�ceno je da se termalizacija usporava

�Root�mean�square �engleski�
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Slika ���� RMS i populacija u funkciji broja GFMC koraka� homogen lanac N � �

�

Nb � 
	 jednoprametarska �G�

sa porastom veli�cine sistema� Najsporija je za N � �

� kada je potrebno odbaciti �
�

kon�guracija �oko �


 generacija�� Radi automatizacije algoritma ovu vrednost smo

zadr�zali za sve N � �sto nije predstavljalo problem� jer je za manje sisteme algoritam br�zi�

Razlog za ovakvo pona�sanje termalizacije le�zi u usporenju GFMC evolucije talasne

funkcije� zbog smanjenja vremenskog koraka �time step� sa porastom N � 
 � N���

Potrebno ra�cunarsko vreme za postizanje istog broja GFMC koraka linearno raste sa

veli�cinom sistema� a zbog smanjenja 
 za postizanje istog kvaliteta rezultata potrebno je

ulo�ziti jo�s vremena� isto reda N � Tako je GFMC procedura O�N��� u smislu postizanja

iste ta�cnosti na sistemima razli�citih veli�cina�

Uticaj autokorelacija na ocenu gre�ske umanjili smo na druga�ciji na�cin nego u VMC

slu�caju� Naime� u GFMC algoritmu proces samog generisanja kon�guracija je vremenski

mnogo zahtevniji nego u VMC proceduri� to je deo algoritma u kom se provodi najvi�se

vremena � u stalnoj tabulaciji matrice prelaza �jedna�cina ����
��� Prosto odbacivanje kon�

�guracija nije isplativo� a i nfreq bi moralo biti mnogo ve�ce jer su kon�guracije korelisanije�

Korelisane su na primer dve kon�guracije koje se nalaze �u nizu svih generisanih kon�gu�

racija� na relativnom rastojanju reda veli�cine populacije �oko �


�� jer je druga direktan

potomak prve� Tako �de� bliske kon�guracije mogu biti i identi�cne� ako su nastale pros�

tim grananjem istog �seta�ca� Da ne bi odbacivali utro�seno ra�cunarsko vreme� vr�sili smo

usrednjavanje po blokovima� po jedna�cinama ������� ������� Pratili smo skew� curtosis� a
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Slika ���� Running average energije u GFMC prora�cunu osnovnog stanja homogenog

lanca od N � �

 spinova �Nb � �

 bozona�� vo �denom dvoparametarskom talasnom

funkcijom� Termalizacija je nastupila posle ��


�


 generisanih kon�guracija

i raspodelu rezultata dobijenih usrednjavanjem po blokovima� za razne B� NB� Rezultati

nisu bili zadovoljavaju�ci � tek za velike blokove �tako da ih u celoj GFMC sekvenci bude

od �
 do �

� raspodela bi postajala Gauss�ovska� No to nije problem� jer se ocena gre�ske

stabilizuje i pri neoptimalnoj veli�cini bloka tj� malo se razlikuje od prave Gauss�ovske�

Slika ��� ilustruje jednu od situacija u kojoj je te�sko optimizovati skew i curtosis �u pi�

tanju je dodu�se nehomogen lanac� � � 
�
��� ali vidimo da ocena gre�ske ne varira mnogo

sa promenom veli�cine bloka NB� Tako nismo vr�sili stvarnu optimizaciju ve�c smo za sve

N uzimali blokove veli�cine NB � �


� po�sto smo proverili da se pri takvoj podeli ocena

gre�ske stabilizovala�

Monte Carlo usrednjavanjem po dobijenim kon�guracijama ra�cuna se mixed estimate�

����

h �OiM �
h�	n
 �O�Gi
h�	n
�Gi

n���� h �
�O�Gi

h ��Gi � ������

Kada je u pitanju hamiltonijan� ova ocena je upravo egzaktna ocena energije osnovnog

stanja� jer s obzirom da je  � svojstveno stanje hamiltonijana� delovanjem na  � dobija

se ta�cno E�� Tako smo odre �divali energiju osnovnog stanja sistema ������ egzaktno� bez

aproksimacije�

�mixed estimate �engleski� � me�sana ocena
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Slika ���� Skew� curtosis i ocena gre�ske za energije osnovnog stanja nehomogenog �� �


�
�� lanca od N � �
 spinova �Nb � �
 bozona� dobijene usrednjavanjem po blokovima�

GFMC sekvenca sadr�zi ���
�
� energija �posle termalizacije�� Ocena gre�ske je konstantna
za NB � �


�

U op�stem slu�caju operatora koji ne komutira sa hamiltonijanom� kom  � nije svo�

jstveno stanje� ova ocena ne daje egzaktnu o�cekivanu vrednost operatora u osnovnom

stanju� Kvalitet ocene zavisi od kvaliteta probne talasne funkcije �T � Za popravku ocene

vr�si se ekstrapolacija ��	�

h �Oi � �h �OiM � h �OiT �O
�k � � �Tk�

�
� ������

za koju je potrebno znati o�cekivanu vrednost operatora u stanju �T � U slu�caju �T � �V

zna�ci potrebna je varijaciona ocena�

��� Egzaktna dijagonalizacija

Matrica hamiltonijana sistema od N spinova� zapisanog u koordinatnoj reprezentaciji�

mo�ze se egzaktno dijagonalizovati� Prednost ovog metoda je u dobijanju svih svojstvenih

stanja i energija sistema� ali osnovni problem je veli�cina matrice koju je potrebno dijago�

nalizovati� a koja eksponencijalno raste sa veli�cinom sistema�
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Prostor stanja sistema od N spinova� S � ���� je �N �dimenzionalan jer svaki spin

ima po dve mogu�ce orijentacije� Zapisan u ovakvom bazisu hamiltonijan postaje matrica

�N 
 �N � Veli�cina matrice mo�ze se smanjiti ako se re�savanje ograni�ci na samo neke

potprostore u kojima se hamiltonijan redukuje �u odgovaraju�cem bazisu� prilago �denom

ovakvoj dekompoziciji prostora stanja� matrica je blok�dijagonalna�� Po�zeljno je odrediti

�sto vi�se ��sto manjih� ovakvih potprostora� i re�savanje kompletnog svojstvenog problema

svesti na dijagonalizaciju vi�se matrica manje dimenzije� U tom smislu koriste se simetrije

� operatori koji komutiraju sa hamiltonijanom i u �cijim svojstvenim potprostorima se on

redukuje�

Ve�c je napomenuto da operator ukupnog broja bozona
P

i ni komutira sa hamiltoni�

janom �jedna�cina ������� odnosno da je broj bozona konstantan� Kao �sto je re�ceno� odvo�

jeno posmatramo potprostore Nb � N��� N����� N���� i u njima nas interesuju energet�
ski najni�za stanja� S obzirom da su bozoni nerazli�cive �cestice� prostor stanja se redukuje

na permutaciono simetri�can� i hamiltonijan se svodi na
�
N
Nb

� 
 �
N
Nb

�
matricu u svakom

potprostoru sa zadatim Nb�

Osnovno stanje mora biti potpuno simetri�cno �transformi�se se po jedini�cnoj ireducibil�

noj reprezentaciji grupe simetrija�� i tra�ze se simetrizovani potprostori svih preostalih

operatora simetrije� Koristili smo translacionu simetriju �periodi�cni grani�cni uslovi��

particle�hole simetriju �u smislu bozona� na re�cniku spinova to je inverzija z�ose� i simetriju

u odnosu na rotaciju oko sredine lanca �paran broj �cvorova��

Uz sve navedeno� broj mogu�cih stanja i dalje brzo raste sa veli�cinom sistema� Nstates �
e�N � Pronala�zenje novih simetrija sistema mo�ze samo da smanji koe�cijent 	� ali zavis�

nost ostaje eksponencijalna� Od interesa bi bilo prona�ci grupe simetrija �ciji red tako �de

eksponencijalno raste sa du�zinom lanca� Kori�s�cenje ovakvih simetrija bi moglo da dovede

do su�stinskog smanjenja Nstates� i samim tim pove�canja veli�cine sistema za koje je mogu�ca

egzaktna dijagonalizacija�

Potrebno ra�cunarsko vreme u algoritmu egzaktne dijagonalizacije ���� raste sa veli�cinom

sistema kao

T � N�
states � ������

a tako �de raste i potreba za memorijskim resursima �matrica koja se dijagonalizuje mora

se negde bele�ziti�� Uz optimizaciju koda programa� za sistem veli�cine N � �
 sa mod�

ulisanom interakcijom du�z lanca i dalje je potrebno � 	
 MB radne memorije �u trenutku

rada na Origin�


 ra�cunaru IPCF�a na raspolaganju je bilo ��� MB�� tako da smo egzak�

tnom dijagonalizacijom odredili energetski spektar sistema N � 
� �� �� �
� ��� �
 za �ksno

Stot
z � 
�������
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Glava �

Prora�cun osobina uniformnog

Heisenberg�ovog antiferomagnetnog

lanca

Antiferomagnetni lanac sa interakcijom izme �du najbli�zih susednih �cvorova koja je ista

du�z lanca � homogen Heisenberg�ov antiferomagnetni lanac� je za nas od izuzetnog zna�caja

zbog toga �sto su poznate egzaktna energija osnovnog ���� ��� i pobu �denih ���� �
� stanja�

U numeri�ckom radu veoma su korisni analiti�cki rezultati� radi provere ispravnosti ra�cuna

i boljeg razumevanja same prirode primenjenog algoritma� Kao �sto smo izlo�zili u prethod�

noj glavi� pouzdanost MC algoritma zavisi od niza kompleksnih tehni�ckih detalja kao �sto

su termalizacija� uklanjanje serijskih korelacija� izbor generatora slu�cajnih brojeva itd� U

ovoj glavi �cemo pokazati da se primenom VMC i GFMC metoda mogu reprodukovati svi

poznati analiti�cki rezultati za osnovno i pobu �dena stanja homogenog Heisenberg�ovog an�

tiferomagnetnog lanca� �sto zna�ci da su svi gore pomenuti �ni detalji u potpunosti shva�ceni

i veri�kovani�

��� VMC

Hamiltonijan ����� u slu�caju homogenog lanca postaje

H � �J
�

X
i

�b�i bi�� � bib
�
i��� � J

X
i

nini�� � EN � �
���

Svi �cvorovi u lancu su isti� i svaki interaguje sa svoja dva susedna �cvora istom ja�cinom

J� � J� � J � Dvo� i tro�parametarske probne talasne funkcije zadate jedna�cinama ����
�

i ������ svode se na jedno� i dvo�parametarske� respektivno� uzimanjem f� � f�� Ra�cun

je jednostavniji i e�kasniji po�sto treba minimizirati po manje parametara�

��
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Varijacioni ra�cun smo po�celi izra�cunavanjem osnovnog stanja N � �

 sistema �Nb �

�
�� Ve�c gruba �nekorelisano razigravanje� ocena minimuma energije daje optimalno

f� � 
��� Za vode�cu talasnu funkciju u korelisanom sampliranju onda smo uzimali

��f� � 
��� i precizno odredili varijacionu energiju� U daljem ra�cunu sa sistemima

ra�zli�citih veli�cina� grubo ocenjivanje polo�zaja minimuma energije vi�se nije bilo neophodno�

Odmah smo prelazili na korelisano sampliranje vo �deno varijacionom talasnom funkcijom

�funkcijom optimizovanih parametara� koja odgovara sistemu bliske veli�cine� Iz tabele 
���

vidi se da se optimalne vrednosti parametara ne menjaju drasti�cno sa promenom veli�cine

sistema� te je ovakav pristup bio opravdan� Ovo je naro�cito bitno za rad sa dvoparam�

etarskom talasnom funkcijom� gde minimum treba tra�ziti u dvodimenzionalnom prostoru

parametara� pa mu je polo�zaj te�ze odrediti�

Dodatnu pomo�c i proveru postupka minimizacije daje �cinjenica da za N � 
��� jedno�

�dvo�� parametarska probna funkcija sa optimalnim vrednostima parametara odgovara

egzaktnoj talasnoj funkciji osnovnog stanja� Razlog za ovakvu situaciju je najlak�se sh�

vatiti na primeru N � 
 sistema sa Nb � � bozona u lancu� Oni mogu biti ili jedan do

drugog ili razdvojeni� �sto zna�ci da postoje samo dve neekvivalentne kon�guracije� Ako nji�

hove amplitude verovatno�ce zapi�semo kao �T �razdvojeno��� i �T �zajedno��f� dobijamo

�nenormalizovanu� Jastrow�ljevu jednoparametarsku funkciju ����
��

U svakoj VMC iteraciji odbacivan je odre �deni broj netermalizovanih kon�guracija�

ne vi�se od �
�� Termalizacija je kontrolisana svaki put� pra�cenjem running average�a

energije� kao �sto je obja�snjeno u odeljku ������ �Sto je sistem ve�ci to je varijaciona talasna

funkcija lo�sija� pa je i termalizacija sporija�

Optimizaciju parametara mogu�ce je vr�siti i minimiziranjem varijanse� s obzirom da

najmanja varijansa odgovara optimalnoj varijacionoj talasnoj funkciji ��	�� Takva proce�

dura je sporija jer je sampliranje nekorelisano �u slu�caju korelisanog sampliranja varijansa

je uvek minimalna za 	 � 	� i nema informacije o stvarnom minimumu�� Izvr�sili smo je

jednom radi provere� a rezultati su prikazani na Slici 
���

Autokorelacije me �du generisanim kon�guracijama isklju�civali smo uzimanjem u obzir

tek svake nfreq�te kon�guracije� kao �sto je diskutovano u odeljku ������ Za optimalne

vrednosti parametara ocenjivali smo koe�cijente autokorelacije i proveravali kvalitet izbora

nfreq� Maksimalno odbacivanje bilo je sa nfreq � �
�

Ocena gre�ske je skoro konstantna u relativno �sirokom intervalu veli�cine blokova �jedna�cina

�������� kao �sto je ilustrovano Slikom ���� Optimalna podela na blokove� u smislu Gauss�

ovskih vrednosti za skew i curtosis� nije neophodna u toku procesa minimizacije� ve�c

samo na kraju� za optimalne vrednosti parametara�

Rezultati optimizacije jednoparametarske talasne funkcije predstavljeni su u Tabeli


�� i na Slikama 
�� i 
�
�
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Slika 
��� Nekorelisani VMC osnovnog stanja homogenog lanca N � �

 u funkciji f��

Kori�s�ceni su parametri B � �

� NB � �

� NMC � �
� termalizacija nakon �

�




sweep�ova� Minimum varijanse �� se poklapa sa minimumom varijacione energije EV �

Sa Slika 
�� i 
�
 vidimo da za N � �
 � f� i EV linearno zavise od ��N � Linearnim

�neote�zinjenim� �tom kroz ta�cke N � �

� �

� �
� �
� �
 procenjeno je

Ev�N�

NJ

���	f�

N��

� �
����
� 
�



 � f��N�
���
N��

� 
��	�� 
�

� � �
���

Ta�cke N � �� 
 ne le�ze na ovim linearnim �tovima� Tu je ��N dovoljno veliko pa se moraju

uzeti popravke vi�seg reda� Ovi rezultati se odli�cno sla�zu sa egzaktnom minimizacijom

Jastrow�ljeve jednoparametarske talasne funkcije� koja za beskona�cne sisteme daje ����

Ev�N�

NJ

���	f�

N��

�
�
� �p�

�

� �
����� � za f� � �

p
�� � � 
��	�� � �
���

Varijacioni rezultat je blizu poznate egzaktne vrednosti za beskona�can sistem ���� ���

E� � NJ���
 � ln �� �sto� kad se meri od energije N�eel�ovog stanja koju smo mi uzimali
za nulu energije� iznosi

E��N�

NJ

���
N��

�
�

�
� ln � � �
��	�� � �
�
�

Rezultat �
��� je iznad egzaktnog� �sto je u redu s obzirom da varijacioni ra�cun daje samo

gornju granicu za energiju osnovnog stanja�
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Tabela 
��� VMC rezultati sa jednoparametarskom probnom funkcijom�
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Slika 
��� Optimalne vrednosti parametra f� u VMC prora�cunu energije osnovnog stanja

homogenog lanca jednoparametarskom probnom funkcijom� Puna linija je linearni �t

f��N� � 
��	� � 
����N �

Kvalitetniji rezultati dobijaju se kori�s�cenjem dvoparametarske talasne funkcije �������

sa f� � f�� koja uzima u obzir i korelacije svakog �cvora sa slede�cim�susednim� �cime su

implicitno uklju�cene i tro�cesti�cne korelacije�

Algoritam je sporiji nego u jednoparametarskom slu�caju jer je izra�cunavanje �T ��R
����T ��R��

koje se vr�si u svakom VMC koraku� sada znatno komplikovanije� a tako �de i zato �sto en�

ergiju treba minimizirati i po f� i po f�� Potraga za varijacionim minimumom energije je
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Slika 
��� Optimalne vrednosti parametara f� i f� u VMC prora�cunu energije osnovnog

stanja homogenog lanca dvoparametarskom probnom funkcijom�

vr�sena pomo�cu korelisanog sampliranja� tako �sto smo prvu iteraciju vodili iz ta�cke starog

jednoparametarskog minimuma u ravni �f�� f�� tj� f� iz Tabele 
�� i f� � �� Minimizaciju

po dva parametra vr�sili smo korelisanim razigravanjem kroz vode�cu ta�cku i � susednih

�f���f�� f���f�� uz pogodno izabrane �f� i �f�� Kroz dobijene ta�cke u �D prostoru

�EV � f�� f�� smo �tovali paraboloid� dobijaju�ci novu poziciju pretpostavljenog minimuma�

Iteriranje se prekida kad �t prestane da daje sni�zenje energije u granici gre�ske� i kad sve

okolne samplirane ta�cke imaju ve�cu energiju�

Rezultati dvoparametarskog VMC prora�cuna energije osnovnog stanja su date u Tabeli


�� i na Slikama 
�
 i 
��� Varijaciona energija beskona�cnog sistema� dobijena linearnim

�tom sli�cno kao i u jednoparametarskom slu�caju� je

Ev�N�

NJ

���	f��f�

N��

� �
����	� 
�


� � �
���

�sto je� kao �sto smo i o�cekivali� bolja gornja granica za egzaktnu energiju od jednoparam�

etarske�

��� GFMC

Su�stina GFMC algoritma je detaljno obja�snjena u odeljcima ����
 i ������ Ovde
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Tabela 
��� VMC rezultati sa dvoparametarskom probnom funkcijom�

navodimo nekoliko tehni�ckih detalja koji poja�snjavaju njegovu implementaciju u slu�caju

homogenog lanca� Koristili smo metod importance sampliranja� vo �denog dobijenim

jedno� i dvo�parametarskim varijacionim talasnim funkcijama� Za probnu energiju uz�

imali smo varijacioni rezultat � � EV � i modi�kovali je pre svakog grananja �jedna�cina

�������� Populaciju generacije pode�savali smo na �


 � ��

� variranjem po�cetne popu�

lacije� Broj koraka pre grananja K tako �de smo varirali pode�savaju�ci RMS multipliciteta�

u sklopu diskusije na strani ��� Vrednost probne energije za koju se populacije generacija

stabili�su mo�ze poslu�ziti kao gruba ocena energije osnovnog stanja ����� a preciznu ocenu

dobijali smo kroz mixed estimator� jedna�cina �������

Proceduru smo ponavljali za sisteme razli�citih veli�cina N � 
� �� �
� �
� �
� �

� �

�

Ra�cunali smo osnovna stanja u potprostorima Stot
z � 
������� tj� energije osnovnog�

najni�zeg tripletnog i najni�zeg kvinupletnog stanja� kao �sto je opisano na strani �� Za male

sisteme po�cetna populacija se malo menja GFMC evolucijom �N � �
� p� � �

�� dok

je za ve�ce sisteme potrebno krenuti od manje populacije �N � �

� p� � �

� da bi se

na kraju ona stabilisala na � �


� Ovo je posledica osobine vode�ce varijacione talasne

funkcije da je tim bolja �sto je sistem manji�

Rezultati za energiju osnovnog stanja dobijeni GFMC algoritmom vo �denim dvoparam�

etarskom talasnom funkcijom prikazani su na Slici 
�
 i u Tabeli 
��� zajedno sa anal�

iti�cki poznatim rezultatima� Istu energiju smo ra�cunali i sa jednoparametarskom vode�com

funkcijom� ali samo kao proveru ispravnosti programa� jer se ispostavlja da je to nee�kasno�

GFMC prora�cun vo �den dvoparametarskom talasnom funkcijom je svega �
��
� sporiji

a gre�ska je za red veli�cine manja� Ovi rezultati se me �dusobno odli�cno sla�zu u granici

procenjene gre�ske�

Iz Tabele 
�� se vidi da GFMC daje egzaktne rezultate zaN � 
� � kao �sto se i o�cekivalo

s obzirom da je vode�ca dvoparametarska funkcija u tom slu�caju egzaktna� Interesantno
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Slika 
�
� Rezultati MC simulacije osnovnog stanja homogenog lanca� Kvadrati�ci i trou�

glovi ozna�cavaju VMC rezultate dobijene jedno� i dvoparametarskom varijacionom funkci�

jom respektivno �Tabele 
�� i 
���� a kru�zi�ci reprezentuju GFMC energije �Tabela 
����

Gre�ske su manje od veli�cine simbola� Linije predstavljaju �tove obja�snjene u tekstu�

Strelice ozna�cavaju analiti�cki poznate energije beskona�cnih sistema� �
��� i �
�
��

N Egfmc�N E��egzaktno��N


 �
����
� �
���
� �
�������
� �
������
�
 �
��	��
��� � � �

�
 �
��	��
��� � � �

�

 �
��	������ � � �

�

 �
��	�
���� � � �

� � � � �
��	��
�
Tabela 
��� GFMC rezultati sa dvoparametarskim �G za razli�cite veli�cine sistema i

pore �denje sa poznatim egzaktnim rezultatima�
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je ekstrapolirati GFMC rezultate na beskona�can lanac� O detaljima ekstrapolacije bi�ce

vi�se re�ci u narednom poglavlju� a ovde samo navodimo da se dobijena energija osnovnog

stanja skalira sa veli�cinom sistema po zakonu

E�N�

N
� �
��	��� � 
�
�	



N
� 
�	��
�

N�
� �
���

�sto daje neote�zinjeni �t polinomom drugog stepena� Gre�ska slobodnog �clana u jedna�cini

�
��� po ovakvom �tu je �E�fit � � 	 �
��� tako da se ovaj rezultat

E�gfmc

N

���
N��

� �
��	����� � �
���

sla�ze sa analiti�ckim �
�
�� odnosno GFMC procedura zaista daje egzaktnu energiju os�

novnog stanja�
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Slika 
��� Tripletni �puni� i kvintupletni �prazni kvadrati� gap�ovi homogenog lanca� Pune

linije� numeri�cko re�senje Bethe ansatza ����� Isprekidane linije� analiti�cki vode�ci �clan �
���

za duga�cke lance ��
��

Rezultati prora�cuna pobu �denih stanja� najni�zeg tripletnog i najni�zeg kvintupletnog�

dati su na Slici 
��� Pore �denja radi� navodimo analiti�cki rezultat za gap�ove koji odgo�

varaju �ksiranoj magnetizaciji m � Stot
z �N dobijen Bethe ansatz�om ��
�

�

N
�
��

�
m� �O�

m�

lnm
� � m �

jStot
z j
N

� �
���



���� GFMC ��

koji je na Slici 
�� predstavljen isprekidanim linijama� Ovaj rezultat va�zi samo za velike

N � i slaganje sa GFMC je evidentno za N � �

�

Pore �denje je tako �de mogu�ce sa numeri�ckim re�senjem Bethe ansatz integralnih jedna�cina

���� prikazanim punim linijama na Slici 
��� Jedina aproksimacija u ovom re�senju se sas�

toji u prelasku sa sume po stanjima sistema na integral� koja je sve grublja �sto je sistem

manji� Odstupanje od GFMC rezultata za N � �
 pripisujemo upravo toj aproksimaciji�

Na osnovu na�sih podataka �tovanjem nalazimo asimptotski izraz za gap u funkciji mag�

netizacije�
��m�

N
�
��

�
m�

�
� �

�

� lnm
�
�

�

ln j lnmj
�lnm��

�
� �
�	�

Prva dva �clana u tom razvoju su poznata iz ranijih numeri�ckih istra�zivanja �����

Iz svega ovoga zaklu�cujemo da simulacija homogenog � � 
 lanca GFMC metodom

daje pouzdane rezulate za energije osnovnog i najni�zih tripletnih i kvintupletnih pobu �denih

stanja sistema ������
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Glava �

Prora�cun osobina modulisanog

Heisenberg�ovog antiferomagnetnog

lanca

U ovoj glavi �cemo opisati na�se rezultate za osnovno i pobu �dena stanja modulisanog

antiferomagnetnog Heisenberg�ovog lanca� U odeljku ��� bi�ce opisana veri�kacija MC

programa u ovom slu�caju� a u odeljku ��� da�cemo pregled izra�cunatih energija� Ovi

rezultati nam omogu�cavaju identi�kaciju i interpretaciju nekih modova u Ramanskim

spektrima NaV�O�� �sto �ce biti izlo�zeno u odeljku ����

��� Veri�kacija algoritma

Kao �sto je ve�c vi�se puta nagla�seno� veri�kacija ispravnosti programa je centralna tema

u numeri�ckom radu� a ovaj odeljak ima za cilj da je demonstrira u slu�caju modulisanog

lanca�

����� Egzaktna dijagonalizacija

U prethodnoj glavi uverili smo se da je GFMC algoritam pouzdan u simulaciji ho�

mogenog lanca� Da bi se u to uverili i u slu�caju proizvoljno modulisane interakcije du�z

lanca� izvr�sili smo istovremeno egzaktnu dijagonalizaciju i GFMC simulaciju za neke

parove N i �� Pore �denje dobijenih rezultata prikazano je u Tabeli ���� S obzirom da

je egzaktna dijagonalizacija �cesto kori�s�cen metod� u literaturi postoje neki rezultati na

kojima tako �de mo�zemo da proverimo ispravnost implementacije GFMC algoritma� �sto

prikazuje Tabela ����

��
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Vidimo da se GFMC rezultati odli�cno sla�zu sa rezultatima egzaktne dijagonalizacije�
�Stavi�se� od ukupno �� parova rezultata koje poredimo� ta�cno �� se sla�zu u granici gre�ske�

odnosno ta�cno ��� egzaktnih se nalazi u intervalu Egfmc ��Egfmc� a svih �� se nalazi u

intervalu Egfmc � ��Egfmc� Ovo je indikacija da je i GFMC ocena gre�ske dobra i da je

mo�zemo tuma�citi standardno� u smislu Gauss�ovske raspodele GFMC rezultata�

� N � �� E� N � �
� E� N � �
� ET N � �
� EQ


�

GFMC ����
�	��� ���
��
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�
������

�

 exact ����
��� ���
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�
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�
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Tabela ���� Poredjenje rezultata GFMC i egzaktne dijagonalizacije

� N � �
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� �T
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�
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Tabela ���� Poredjenje GFMC rezultata sa egzaktnim dijagonalizacijama iz ����

Po�sto je utvr �deno da GFMC i egzaktna dijagonalizacija daju identi�cne rezultate� dalje

ih koristimo paralelno u prou�cavanju energetskog spektra antiferomagnetnog lanca spinova

S � ��� modulisane interakcije J �

Egzaktnu dijagonalizaciju matrice hamiltonijana ����� izvr�sili smo za sisteme veli�cine

N � 
� �� �� �
� ��� �
 za razne vrednosti modulacije �� Za ve�ce sisteme N��
��
��

��



koristili smo GFMC proceduru� Rezultate oba metoda paralelno koristimo u ekstrapolaciji

N ���

����� Lanac idealnih dimera

Rezultate metoda egzaktne dijagonalizacije smo� pored upore �divanja sa GFMC rezul�



���� VERIFIKACIJA ALGORITMA �	

tatima� nezavisno veri�kovali kori�stenjem analiti�ckog re�senja za sistem neinteraguju�cih

dimera� koji se dobija za � � ��

Energetski spektar ovog sistema je potpuno odre �den spektrom jednog jedinog dimera�

koji se sastoji iz svega dva mogu�ca stanja � spinovi su ili paralelni ili antiparalelni� Odgo�

varaju�ce energije su E�	 � ���� J i E�� � ��� J �kada se koristi ����� sa � � �� tj�

interakcija unutar dimera je �J�� Osnovno stanje ovakvog sistema odgovara situaciji kada

su svi dimeri u osnovnim stanjima ponaosob� a eksitacije se dobijaju pobu �divanjem jednog

po jednog dimera� Energetski spektar je dakle ekvidistantan� razdaljina me �du nivoima je

�J �
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Slika ���� Energetski Stot
z � 
 spektar lanca od N � � spinova u funkciji �� dobijen

egzaktnom dijagonalizacijom�

Na Slici ��� je prikazana zavisnost od modulacije � spektra lanca od N � � spinova�

u potprostoru Stot
z � 
� Vidimo kako se sa smanjenjem � ukida degeneracija� prisutna u

sistemu savr�senih dimera� gde u ovom slu�caju postoji ta�cno � energetski neekvivalentnih

stanja �osnovno i 
 pobu �dena � od ukupno 
 dimera��

Veri�kaciju rezultata egzaktne dijagonalizacije vr�sili smo i pore �denjem sa perturba�

tivnim razvojem u okolini limesa idealnih dimera� tj� za � � � � �� gde je � � �

���� ���� Numeri�cki smo reprodukovali rezultate perturbativnog ra�cuna� egzaktno di�

jagonalizuju�ci hamiltonijan sistema N � 
� �� �� �
� �� spinova� za � �
�				� 
�			� 
�		�


�	� tj� za � ��
��� �
��� �
��� �
��� Radi observacije malih efekata perturbacije na

energiju� pove�cali smo internu preciznost ra�cunanja u ovom slu�caju na �cetvorostruku�
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umesto uobi�cajene dvostruke� Tako smo videli i efekte perturbacije �� reda�

Kao ilustraciju ove procedure dajemo u Tabeli ��� energije osnovnog stanja lanca od

N � �� spinova u blizini limesa idealnih dimera� Iz podataka u tabeli se vidi da

E�

NJ
� ��

�

�
�� �



� �

�

�

�� �

��

���
�� �O����

�
� �����

Analogno se za tripletni gap dobija

�T

J
� �

�
�� �



�� �

��
�� � ��

���
�� �O����

�
� �����

Ovi izrazi se sla�zu sa poznatim rezultatima perturbativnog razvoja do �clanova drugog

reda ����� a �clanovi O���� su nezavisno dobijeni u ����� U izrazima za singletni i kvin�

tupletni gap prime�cuje se zavisnost koe�cijenata u razvoju od veli�cine sistema N koja

ograni�cava preciznost na linearni �clan

�s

J
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Tabela ���� Energija osnovnog stanja N � �� lanca za � � �� � � 
�

Iz svega ovoga zaklju�cujemo da procedura koja izvr�sava egzaktnu dijagonalizaciju is�

pravno radi� �cime je ostvarena veri�kacija i GFMC rezultata�

��� Rezultati

Monte Carlo simulacija dimerizovanog lanca ostvarena je po ekstenzivno veri�kovanom

algoritmu kao �sto je detaljno opisano u prethodnim glavama� Detalji numeri�cke procedure

ne razlikuju se zna�cajno� osim �sto je ra �deno samo sa troparametarskom talasnom funkci�

jom ������� za koju je utvr �deno da daje rezultate najmanje varijanse u odnosu na vreme

ulo�zeno u njihovo dobijanje� Proces VMC minimizacije jeste sporiji za tri parametra i

ra�cunarsko vreme je do �
� du�ze� ali gre�ska ra�cuna vo �denog ovakvom talasnom funkcijom

je za red veli�cine manja nego u slu�caju dvoparametarskog GFMC�



���� REZULTATI 
�

Ra�cunali smo energije osnovnog E�� najni�zeg tripletnog ET i najni�zeg kvintupletnog

EQ stanja� za razli�cite vrednosti modulacije �� Ove energije odre �dene su egzaktno� kao �sto

je utvr �deno na homogenom lancu i pore �denjem sa rezultatima egzaktne dijagonalizacije�

Dobijeni gap�ovi� tripletni �T � ET � E� i kvintupletni �Q � EQ � E�� prikazani su u

Tabelama ��
� i ���� i predstavljaju glavni rezultat ovog istra�zivanja�
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Tabela ��
� Rezultati za tripletni gap �T � za N � �
 egzaktna dijagonalizacija� ostalo

GFMC�
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Tabela ���� Rezultati za kvintupletni gap �Q� za N � �
 egzaktna dijagonalizacija� ostalo

GFMC�

Zavisnost od veli�cine sistema za razne vrednosti modulacije � predstavljena je na Slici

���� u slu�caju tripletnog gap�a� Kvintupletni gap pokazuje sli�cno pona�sanje�
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Slika ���� Tripletni gap �T za razli�cite modulacije � u funkciji veli�cine sistema�

Ekstrapolacija rezultata za tripletni i kvintupletni gap naN �� izvr�sena je kori�s�cenjem

�T�Q�N� �� � �
�
T�Q��� �

�
A

N
�

B

N�
�

C

N�

�
exp

�
� N

N����

�
� ���
�

gde ��
T�Q��� � �T�Q�N ��� �� ozna�cava ekstrapoliranu vrednost� a N���� je korelaciona

du�zina� Sli�cne jednostavnije funkcije kori�s�cene su ranije u ��	� za ekstrapolaciju rezul�

tata dobijenih egzaktnom dijagonalizacijom po Lanzcos algoritmu za sisteme sa N � ���

Ovde koristimo op�stiju formulu� koja uklju�cuje i faktore vi�seg reda u razvoju po ��N �

da bi uspe�sno �tovali i gap�ove dobijene za male sisteme� Rezultati ekstrapolacije su

predstavljeni u poslednjim kolonama Tabela ��
� i ����� kao i na Slici ����

� 
�
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� 
�
� 
�
� 
�
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�
� 
��


N���� ��
��
� ����� ����� ����� ���
��� ������� �
����� ������ ������

Tabela ���� Korelacione du�zine N���� modulisanog lanca �jedna�cina ���
���

Korelacione du�zine dobijene �tovanjem po zakonu ���
� prikazane su u Tabeli ���� i

Slici ���� Evidentna je divergencija N���� za male �� �sto je osobina svih faznih prelaza

drugog reda� Osnovna prednost GFMC prora�cuna u odnosu na druge algoritme je u opisi�

vanju za red veli�cine ve�cih sistema� Za procenu grani�cnih mogu�cnosti GFMC na resursima

kojim danas raspola�zemo� izvr�sili smo simulaciju za jednu vrednost � � 
�
� na sistemu



���� REZULTATI 
�

���� ���

��

���

�
�
�δ�

δ

Slika ���� Zavisnost korelacione du�zine kori�s�cene u �tu ���
� N���� od modulacije �� Puna

linija predstavlja �t ������	�
�

N � �

� Za ocenu jednog gap�a potrebno je � dana na jednom procesoru Origin�




ra�cunara� S druge strane� Lanzcos metodom ��	� mogu�ce obraditi sisteme maksimalne

veli�cine N � ��� S obzirom da korelaciona du�zina za eksperimentalno relevantan slu�caj

� � 
�
� iznosi N��
�
�� � ��� jasno je da je ekstrapolacija na�sih GFMC rezultata za

N �� znatno pouzdanija� �sto je ilustrovano i na Slici ��� gde uspravna linija ozna�cava

najve�ce N u Lanzcos dijagonalizaciji�

Instruktivno je posmatrati izra�cunate gap�ove u funkciji � za �ksirano N � �sto je

prikazano na Slici ��
� Vidi se da� kako raste veli�cina sistema� �T konvergira ka

�T ��� N ��� � ����� � �����

Zavisnost ����� smo o�cekivali na osnovu rezultata perturbativnog razvoja ������ Reklo bi

se da je u ovom slu�caju odgovaraju�ci kriti�cni eksponent jednak ��
� ali nije� jer ta�cniji

rezultati ��
� ��� pokazuju da za veoma malo � va�zi razvoj �T � �����
pj ln �j� Za neku

vrednost modulacije dakle mora se javiti prelaz izme �du ova dva re�zima� ali mi ga nismo

videli jer region � � 
 nije relevantan u prou�cavanju NaV�O�� Ipak� utvrdili smo da

zakonitost ����� va�zi za sve � � 
�
��

Sa slike ��
 se jasno vidi kako ne�analiti�cnost gap�a �T � parametra poretka u spin�

Peierls�ovom prelazu� nastaje u termodinami�ckom limesu N � �� Kao �sto je dobro
poznato� u kona�cnim sistemima �T je analiti�cka� a zbog parnog broja spinova u sistemima
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Slika ��
� Tripletni gap �T za razli�cite modulacije � u funkciji veli�cine sistema� Puna

linija� redom odozgo nadole� odgovara izrazima ��
p
� � ���� ������

koje posmatramo tako �de i parna funkcija� pa za male � va�zi

�T ��� N� � a�N� � b�N��� �O���� � �����

tj� prvi izvod gap�a po � za � � 
 je identi�cki jednak nuli za svako kona�cno N � Iz

ovoga bi se mogao izvu�ci pogre�san zaklju�cak da je ovaj izvod jednak nuli i za beskona�can

sistem� Re�senje ovog prividnog paradoksa le�zi u dobro poznatoj �cinjenici da grani�cni

procesi � � 
 i N � 
 ne komutiraju u ta�cki faznog prelaza�

Na Slici ��� prikazani su tripletni� kvintupletni kao i singletni gap�ovi za � � 
�
�� �sto

je relevantno u slu�caju NaV�O�� Mo�zemo se uveriti da najni�ze tripletno odgovara prvom

pobu �denom stanju� saglasno teoremama ��
�� Ispod ovog stanja ne mogu se nalaziti stanja

ve�ceg ukupnog spina� a vidi se da ve�c prvo pobu �deno singletno stanje le�zi iznad najni�zeg

tripletnog� Tako �de se vidi da je singletni gap ispod kvintupletnog� S obzirom da smo

ove rezultate dobili metodom egzaktne dijagonalizacije� dakle za N � �
 i manje sisteme�

nismo u mogu�cnosti da ih pouzdano ekstrapoliramo na beskona�can sistem� Umesto toga�

energiju singletnog gap�a �cemo u slede�cem poglavlju oceniti koriste�ci GFMC rezultate za

�T i �Q�

��� Pore �denje sa eksperimentom



���� PORE �DENJE SA EKSPERIMENTOM 
�
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Slika ���� Tripletni� singletni i kvintupletni gap�ovi �T � �s i �Q za � � 
�
� u funkciji

veli�cine sistema�

U ovom odeljku poredimo na�se numeri�cke rezultate sa eksperimentalnim rezultatima

���� ���� Izvr�sena su merenja Ramanskog rasejanja svetlosti na monokristalu NaV�O��

sintetizovanom kao �sto je opisano u ���� U dobijenim spektrima identi�kovani su novi

modovi koji se javljaju ispod TSP � �
 K� gde se ovaj materijal o�cigledno nalazi u novoj�

ure �denoj fazi� Mehanizam faznog prelaza� kao ni sve �zi�cke osobine ovog materijala� jo�s

uvek nisu jasni� a asignacija niskotemperaturskih modova u Raman spektrima je aktuelno

pitanje� Dileme u vezi pojedinih modova mogu biti razre�sene kori�s�cenjem numeri�ckih

rezultata prezentovanih u prethodnom odeljku� i prikazanih na Slici ����

Ramanski spektri NaV�O� ���� prikazani su na Slici ���� Ozna�ceni su modovi �cije

poreklo �cemo dalje diskutovati � energetski najni�za struktura na �� cm�� i po�cetak kon�

tinuuma na ��� cm���

�Sto se ti�ce strukture na �� cm��� merenja su izvr�sena i sa ve�com rezolucijom �Slika

��� desno�� Vidi se da se ona u stvari sastoji iz dva vrlo bliska moda� �cije su pozicije

odre �dene �tom sa dve Lorenz�ove raspodele� S obzirom da se sa pove�canjem temperature

�� cm�� mod pomera ka ni�zim energijama �levi inset�� jasno je da je on magnetne prirode�

i da odgovara gap�u� prelazu iz osnovnog u najni�ze pobu �deno stanje� Ovaj rezultat se

odli�cno sla�ze sa rezultatima ranijih merenja ��� �� 	�� koja daju vrednost ����
��

cm���� Pozicija �� cm�� moda se ne menja u ovom temperatuskom intervalu� i opisan

je kao fonon sa ivice Brillouen�ove zone� koji postaje Raman�aktivan usled dupliranja
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Slika ���� Ekstrapolirani rezultati za tripletni i kvintupletni gap� �T i �Q u funkciji

modulacije� Gre�ska je manja od veli�cine simbola� Puna linija ������� odli�cno �tuje ek�

strapolirane vrednosti �T �� � 
�
��� a �Q odstupa od 
�
��� � ��T �isprekidana linija�

za � � 
���

elementarne �celije u spin�Peierls�ovoj fazi�

Prirodu kontinuuma koji po�cinje na ��� cm�� mo�zemo opisati kori�s�cenjem numeri�ckih

rezultata za tripletni i kvintupletni gap� Njegovom po�cetku odgovara singletni gap�

tj drugo pobu �deno stanje ��
�� Energiju ovog stanja ne mo�zemo izra�cunati egzaktno

kori�s�cenjem GFMC metoda� jer ga nismo izolovali kao osnovno stanje nekog svojstvenog

potprostora hamiltonijana �vidi stranu �	�� a ne mo�zemo da izvr�simo ni pouzdanu ekstrap�

olaciju samo na osnovu rezultata egzaktne dijagonalizacije� Ipak� mo�zemo je proceniti

kori�s�cenjem relacija dobijenih u aproksimaciji slu�cajnih faza �RPA�

�Q � ��T � � �����

�T � ��T � ��
� �����

gde je � energija veze� Naime� po toj teoriji kvintupletno stanje odgovara razvezuju�cem
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Slika ���� Ramanski spektri monokristala NaV�O�� mereni na razli�citim temperaturama

T � TSP �levo�� Merenja strukture na �� cm
�� pove�canom rezolucijom �desno��

dvo�magnonskom stanju �magnoni paralelnog spina�� a prvo pobu �deno singletno stanje

odgovara vezanom stanju dva antiparalelna magnona� sa odgovaraju�com energijom veze

�� ��
�� Ovo je u skladu sa na�sim rezultatima� koji pokazuju da se kvintupletni gap nalazi

na energiji ve�coj od prostog zbira dva magnona �Slika �����

Iz rezultata merenja koji daju energije jednomagnonskog �T i vezanog dvomagnonskog

stanja �S� vidimo da je energija veze dva antiparalelna magnona �� � 
 cm��� pa se

odgovaraju�ce kvintupletno stanje nalazi na rastojanju ��� cm�� od osnovnog stanja�

Pore �denje sa rezultatima MC simulacije� �T i �Q� daje za modulaciju � i izmenski

integral J vrednosti � � 
�

�� J � 
�� K �veli�cine gap�ova za � � 
�

� ocenjeni su

linearnom interpolacijom izme �du odgovaraju�cih za � � 
�

 i � � 
�
��� Dobijeni rezul�

tati se odli�cno sla�zu sa vrednostima dobijenim �tovanjem rezultata niskotemperaturskih

merenja susceptibilnosti po teoriji Bulaevskog za modulisan antiferomagnetni lanac� koje

su � � 
�

� i J � 

� K ����� Ovo slaganje potvr �duje ispravnost pretpostavke da

��� cm�� mod odgovara magnetnom singletnom gap�u� a tako �de i primenjivost rezultata

izvr�sene Monte Carlo simulacije u asignaciji i opisivanju Ramanskih spektara�
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Na kraju� zaklju�cujemo da se NaV�O� ispod temperature faznog prelaza TSP � �
 K

nalazi u spin�Peierls�ovoj fazi� u kojoj se opisuje kao modulisani Heisenberg�ov antifero�

magnetni lanac bez frustracije� sa parametrima interakcije � � 
�

�� J � 
�� K�



Glava 	

Zaklju�cak

U ovom radu razvijali smo Monte Carlo proceduru za prou�cavanje osobina jednodimen�

zionih S � ��� antiferomagnetika� proizvoljno modulisane interakcije me �du spinovima�
�Zeleli smo da izra�cunamo energije osnovnog� najni�zeg tripletnog i najni�zeg kvintupletnog

stanja ovakvog sistema�

Kao prvo� cilj je bio uspostaviti e�kasan algoritam i izvr�siti njegovu veri�kaciju� U

tu svrhu gore pomenute energije smo ra�cunali za homogen �� � 
� sistem radi pore �denja

sa analiti�ckim rezultatima� poznatim u ovom slu�caju� Kao drugo� hteli smo da ovim

metodom izra�cunamo iste odgovaraju�ce energije linearnog antiferomagnetika proizvoljne

modulacije� koji odgovara spin�Peierls�ovoj fazi sistema� Ove rezultate �zeleli smo da

primenimo u diskusiji niskole�ze�cih magnetskih eksitacija� vi �denih u Ramanskim spektrima

NaV�O��

Navedeno je ostvareno� i opisano u ovom radu� Energija osnovnog stanja homogenog

lanca izra�cunata za sisteme razli�citih veli�cina prikazana je u Tabeli 
��� i na Slici 
�
� Ek�

strapolirana vrednost za beskona�can sistem �
��� odli�cno se sla�ze sa analiti�ckim rezultatom

�
�
�� Pobu �dena stanja� najni�ze tripletno i najni�ze kvintupletno� tako �de su izra�cunata

egzaktno �sto se vidi pore �denjem sa poznatim vrednostima na Slici 
��� Rezultati za mod�

ulisani lanac predstavljeni su u Tabelama ��
 i ���� kao i na slikama u petoj glavi�

Dobijeni rezultati iskori�s�ceni su za asignaciju nekih modova u Raman spektrima NaV�O��

�� cm�� mod odgovara magnetnom gap�u� i ova vrednost se odli�cno sla�ze sa rezultatima

ranijih merenja ��� �� 	�� Za ��� cm�� mod je ocenjeno da odgovara prelazu iz osnovnog

u prvo pobu �deno singletno stanje� Ove ocene� dobijene na osnovu na�seg numeri�ckog

prora�cuna� daju rezultate za izmenski integral J i modulaciju interakcije � koji se odli�cno

sla�zu sa predvi �danjima dobijenim merenjima susceptibilnosti ���� i �tovanjem po teoriji

Bulaevskog ��� koja opisuje dimerizovan lanac�

Na osnovu izvr�senih numeri�ckih prora�cuna i pore �denja sa Raman spektrima zaklju�cujemo

da se na niskim temperaturama NaV�O� nalazi u spin�Peierls�ovoj fazi� i mo�ze opisati kao


	



�
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linearni Heisenberg�ov antiferomagnetik sa modulisanom izmenskom interakcijom i bez

frustracije�

Mogu�cnosti daljeg numeri�ckog rada su �siroke� i obuhvataju simulacije razli�citih �zi�ckih

sistema� Kao prvo� nastavljamo prou�cavanje NaV�O� posmatranjem uticaja ne�cisto�ca u

kristalu na spektar magnetskih eksitacija� Naime� sa dopiranjem se sni�zava temperatura

faznog prelaza i gap se smanjuje� Ovakvo pona�sanje bi moglo da se objasni efektivnim

razbijanjem beskona�cnog lanca� od strane nemagnetnih primesa� na vi�se lanaca kona�cne

du�zine� To zna�ci da Monte Carlo simulaciju tada treba izvr�siti uz kori�s�cenje otvorenih

grani�cnih uslova� jer dobijeni lanci ne interaguju� po�sto ih primese �zi�cki razdvoje� Umesto

ekstrapolacije� rezultat za beskona�can sistem treba tra�ziti usrednjavanjem rezultata za

lance kona�cnih du�zina u zavisnosti od njihove zastupljenosti u sistemu� a koja zavisi

od broja primesnih atoma po jedinici du�zine� Ovaj rad je u toku� ali rezultati su jo�s

preliminarni i zato nisu prikazani na ovom mestu�

Dalje� mogu�ce je prou�cavanje istog sistema uz ukju�civanje frustracije ili ladder�sistema�

Ove dve situacije su ekvivalentne u smislu numeri�ckog algoritma� jer treba uzeti u obzir

interakciju svakog spina sa jo�s ta�cno dva dodatna� a postoje�ci kod samo modi�kovati�

Probnoj talasnoj funkciji treba dodati jo�s parametara� �cime bi se usporio algoritam i u

minimizaciji i u GFMC proceduri� ili osmisliti kvalitetniju probnu funkciju koja bi bolje

opisivala ovakav sistem�

Tako �de bi bilo veoma interesantno izra�cunati dinami�cki form�faktor ovakvog sistema�

�sto bi omogu�cilo pore �denje xi tuma�cenje i spektara dobijenih neutronskim rasejanjem�

odnosno dalo informaciju i o k �� 
 prelazima� U ovakvim simulacijama se koristi metod

maksimalne entropije� koji je� za razliku od kori�s�cenog GFMC metoda� samo pribli�zan�

I pored toga� glavna osobina ovog metoda je da mu se gre�ska sistematski smanjuje za�

davanjem �sto vi�se poznatih relacija �uslova veze� u prou�cavanom sistemu� To zna�ci da u

slu�caju linearnog antiferomagnetika mo�zemo o�cekivati njegovu uspe�snu implementaciju�

s obzirom na sve relacije i osobine izra�cunate u okviru ovog rada�
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