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Glava 1

Uvod

Niskodimenzioni magnetski sistemi pokazuju mnostvo zanimljivih fizickih efekata, a
medu njima je i pojava nove uredene niskotemperaturske faze - spin-Peierls-ove faze.
Magneto-elasti¢ni spin-Peierls-ov prelaz u organskim jedinjenjima bio je Siroko studiran
’80-tih godina. Otkrice CuGeO3 1993. godine, koji takode ispoljava ovaj efekat, potaklo
je nov ciklus intenzivnog istrazivanja ove problematike, i to prvenstveno zbog neorganske
prirode ovog materijala. Ona omogucava laksu sintezu monokristalnih uzoraka, dovoljno
velikih da se na njima mogu vrsiti npr. elasticna rasejanja neutrona, kao i druga ranije
nedostupna merenja. Otkrice NaV,05 1996. godine dalo je jos jedan snazan impuls
istrazivanjima ovog tipa. Ovaj materijal je danas veoma aktuelan i puno toga o njegovoj
prirodi jos uvek nije objasnjeno. Ovaj rad predstavlja korak u tom pravcu.

Nagli razvoj racunarske tehnologije u zadnjih par godina takode je znacio i razvoj
numerickih metoda. Ovo se narocito oseca u fizici mnogocesticnih sistema, gde su problemi
retko resivi analiticki i numerika postaje glavno sredstvo u radu. Mnogi metodi nalaze
primenu tek sad, kada postoje dovoljno moc¢ne masine sposobne za zahtevne proracune,
a stalno se razvijaju i novi. Razvijanje Monte Carlo algoritma za proucavanje osobina
niskodimenzionih magnetnih sistema je osnovni cilj ovog rada.

U sledecoj, drugoj, glavi ¢emo ukratko opisati fenomenologiju spin-Peierls-ove faze.
Slicnost osobina NaV,05 i CuGeOj ilustrovac¢emo rezultatima merenja magnetne suscep-
tibilnosti ova dva materijala. Na kraju ¢emo definisati model kojim opisujemo niskotem-
peratursku fazu NaV, 0Oy, i izvrsiti prelaz sa Heisenberg-ovog linearnog antiferomagnetnika
na model hard-core bozona, potreban za dalju numericku simulaciju ovog sistema.

U trecoj glavi bice reci o metodima koje koristimo, o Monte Carlo metodu i o egzaktnoj
dijagonalizaciji matrice hamiltonijana. Vec¢i deo je posveéen finim detaljima varijacione
Monte Carlo (VMC) i Green’s function Monte Carlo (GFMC) procedure. Opisacemo
algoritam kojim racunamo energije osnovnog stanja u nekim svojstvenim potprostorima

hamiltonijana, a koji se sastoji od GFMC algoritma vodenog rezultatima VMC procedure.
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U cetvrtoj glavi izvrsicemo simulaciju homogenog Heisenberg-ovog antiferomagnetnog
lanca. U ovom sluc¢aju su poznati analiticki rezultati za energiju osnovnog i nekih pobudenih
stanja, i poredenjem sa njima verifikujemo primenjeni numericki algoritam. Uveri¢emo
se da za ovaj sistem GFMC daje egzaktne energije osnovnih stanja u posmatranim pot-
prostorima.

U petoj glavi ¢emo prezentovati nase rezultate za osnovno i pobudena stanja mod-
ulisanog antiferomagnetnog Heisenberg-ovog lanca. Prvo ¢emo verifikovati MC program
i u ovom slucaju, a onda dati pregled izracunatih energija. Ovi rezultati bice iskoriSteni
za identifikaciju i interpretaciju nekih modova u Ramanskim spektrima NaV,05, uz
odredivanje fizickih parametara ovog materijala, izmenskog integrala .J i modulacije 9.
Slaganje ovih rezultata sa odgovaraju¢im dobijenim drugim metodima - merenjem sus-
ceptibilnosti - uverava nas da se niskotemperaturska faza NaV,05 moze opisati koris¢enim

modelom.



Glava 2
Spin-Peierls-ov prelaz

U ovoj glavi ¢emo ukratko prikazati fenomenologiju spin-Peierls-ove faze (odeljak 2.1),
a zatim ¢emo, u odeljku 2.2, definisati model kojim opisujemo ovu pojavu u slucaju
NaV,0s5 kristala.

2.1 Spin-Peierls-ova faza u NaV,0;

Spin-Peierls-ov (SP) prelaz je magnetski analogon Peierls-ovog prelaza [1] kod elek-
trona u metalima, i jedan je od najinteresantnijih efekata vezanih za nisko dimenzionalne
spinske sisteme. Karakteristican je samo za jednodimenzione lance sa polucelim spinom
koji interaguju antiferomagnetnom izmenskom interakcijom, i odgovara uspostavljanju
dimerizovane magnetski uredene faze u kojoj je konstanta izmenske interakcije J mod-
ulisana duz lanca, tj. naizmeni¢no uzima vrednosti J; i J,. Dimerizacija predstavlja
fizicko priblizavanje po dva jona u reSetki.

Karakteristika spin-Peierlsove faze je pojava procepa u energetskom spektru. Po
Haldane-u [2], prvo pobudeno stanje antiferomagnetnih lanaca polucelog spina je degener-
isano sa osnovnim stanjem, dok se kod istih sistema celobrojnog spina ova degeneracija
ukida. Pojavljuje se oblast zabranjenih energija odmah iznad energije osnovnog stanja -
procep u energetskom spektru (gap). U spin-Peierls-ovoj fazi, poluceli spinovi se fizicki
priblizavaju i ponasaju kao efektivno celobrojni spinovi, pa se pojavljuje gap u spektru.

Pojava gap-a se vidi u temperaturskoj zavisnosti magnetne susceptibilnosti x(7"). Na
T = 0 sistem se nalazi u osnovnom stanju. Ako nema gap-a, za proizvoljno slabu per-
turbaciju (magnetno polje) sistem moze da prede u pobudeno stanje, bar neki spinovi
menjaju orijentaciju i prisutan je odziv (magnetizacija), dakle x(7° = 0) # 0. Ako ima
gap-a, za pobudivanje sistema neophodna je kona¢na perturbacija i x(7'=0) = 0.

Kao §to je nedavno pokazano [3] NaV,Os je jos jedan neorganski spin-Peierls-ovski

materijal, uz ranije poznat CuGeOj [4]. Merenja susceptibilnosti CuGeOs prikazana su

3
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na Slici 2.1. Siroki maksimum na 7' = 60 K je karakteristika jednodimenzionalnog spin-
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Slika 2.1: Temperaturska zavisnost susceptibilnosti x(7") u CuGeOs preuzeta iz [4]. Vi-

sokotemperaturna faza i poredenje sa [5] (levo), i niskotemperaturna faza u poredenju sa

[6] (desno).

skog uredenja; fluktuacije su u tom slucaju velike pa nema dugodometnog uredenja koje
bi se ispoljilo ostrim maksimumom susceptibilnosti. Pad susceptibilnosti na 7' = 14 K
ukazuje na pojavu faznog prelaza, iz visokotemperaturne paramagnetne faze u uredeni
kratkodometni rezim. Da se ispod ove temperature sistem nalazi u spin-Peierls-ovoj
fazi ukazuje x(T = 0) # 0. Visokotemperaturna faza se opisuje po prora¢unu Bonner-
a i Fisher-a [5] kao antiferomagnetni lanac homogenog J, dok se niskotemperatursko
ponasanje susceptibilnosti slaze sa teorijom Bulaevskog [6] koja uzima u obzir dimerizo-
vani lanac, odnosno modulisanu interakciju. Na Slici 2.1 prikazani su i rezultati pomenutih
proracuna, gde je desno uvecan niskotemperaturni deo spektra radi lakseg poredenja sa
racunom Bulaevskog. Ovi rezultati dobijeni su u aproksimaciji interakcije samo najblizih
suseda. Bolje slaganje dobija se ukljuc¢ivanjem frustracije, interakcije i medu slede¢im-
najblizim susednim spinovima, koja se ispostavlja da je znacajna u ovom materijalu.
Merenja susceptibilnosti NaV,0Oj5 prikazana su na Slici 2.2. Sliéno slucaju CuGeOs i
ovde je prisutan ostar pad suseptibilnosti, ali na temperaturi 7" = 34 K. Takode se vidi
Siroki maksimum u visokotemperaturskoj fazi, sto je argument 1D prirode materijala.
Niskotemperaturska zavisnost se dobro slaze sa rezultatima Bulaevskog i bez ukljucivanja

frustracije, tj. sistem se nalazi u SP fazi.

Dimerizacija resetke NaV,0Os5 i pojava gap-a u energetskom spektru takode su potvrdeni
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Slika 2.2: Temperaturska zavisnost susceptibilnosti x(7') u NaV,03, prema [3].

merenjima difrakcije x-zraka, neelasti¢nog rasejanja neutrona [7], nuklearne magnetne re-
zonance NMR [8] i elektronske spinske rezonance ESR [9]. Na osnovu ovih tehnika, pro-
cenjena velicina gap-a je u intervalu od 85 do 98 K. No, sama priroda prelaza je jos uvek
aktuelno pitanje, s obzirom da se vise eksperimentalnih rezultata ne slaze sa standardnim
spin-Peierls-ovim scenariom.

Prvobitna meranja kristalne strukture NaV,O5 [10] pokazuju da je prostorna grupa
simetrije ovog oksida P2ymn (DI ). Duz b-ose razlikuju se dve vrste vanadijumskih lanaca:
jedan se sastoji od magneticnih V4 (S = 1/2), a drugi od ne-magneti¢nih V5T (S = 0)
jona. Lanci su medusobno paralelni, dele stranicu obliznje VOj5 piramide i formiraju
slojeve u ab ravni. Natrijumovi atomi se nalaze izmedu slojeva. Ova struktura je efektivno
jednodimenziona jer su lanci koji nose spin fizicki razdvojeni ne-magnetnim lancima.

Ipak, najnovija strukturna analiza [11] pokazuje da su svi vanadijumovi atomi ek-
vivalentni, nalaze se u stanju mesane valence. Odgovarajuca prostorna grupa u ovom
slucaju je Pmmn, ¢ija je struktura prikazana na Slici 2.3. No, ¢ak i u slucaju ekviva-
lentnih V atoma, s obzirom na jake elektronske korelacije, i dalje je moguce formiranje
antiferomagnetnih lanaca [12]. Takode je moguce i cik-cak uredenje duz 'merdevina’!
vanadijumovih jona [13]. U oba ova slucaja, opisivanje NaV,05 kao jednodimenzionalnog
Heisenberg-ovog antiferomagnetika je opravdano.

Sve u svemu, u proracunu magnetskih eksitacija u niskotemperaturskoj fazi, NaV,0s

opisujemo kao Heisenberg-ov antiferomagnetni lanac sa modulisanim izmenskim inte-

11adder (engleski) - merdevine
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Slika 2.3: Struktura NaV,0Oj5 kristala sa ekvivalentnim vanadijumovim atomima

gralom (koji alternira duz lanca, uzimajuéi vrednosti .J; i .J3) i bez frustracije.

2.2 Model

Hamiltonijan Heisenberg-ovog S = 1/2 linearnog antiferomagneta sa modulisanom

interakcijom duz lanca i u aproksimaciji interakcije samo najblizih suseda dat je sa
N
H=17> (1+(-1)6) SSip1 (2.1)
i=1

gde je 0 modulacija interakcije. Izmenski integral duz lanca naizmeni¢no uzima vrednosti
Ji=J(1—=6)iJy=J(1+0),uz J > 0. Koristimo periodi¢ne granicne uslove Sy,; = S;.
Hamiltonijan (2.1) moze se izraziti preko operatora podizanja i spustanja z komponente
spina, S = S¥ 4+iSY, kao

N N

J i _ — 7 zQz
H=23 0 (L4 (F1)'6) (57 Sha + 8, S50 + 73 (L (-0'8) Sish, - (22)
i=1 i=1
U daljem racunu bi¢e nam pogodno da talasna funkcija bude nenegativna, ¥y > 0. To
se uvek moze postic¢i u slucaju bozonskog sistema, i zato vrs§imo sledeé¢u transformaciju:
Operatori podizanja i spusStanja z komponente spina na razlicitim ¢vorovima komutiraju.

Na istom ¢voru (podrazumevamo indeks ¢vora i, radi preglednosti zapisa)

STST+S82=5%+hS, (2.3)
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$to primenjeno na svojstveno stanje operatora S? i S, daje

S, StST 1 Lo
o =S - g = - = (=)L 2a)
gde su
S+ S~
+ _ = = +p —
== b= bh=n (2.5)
Dakle
25,
[S*,87] = 2hS, = (b, 07]|T) = h|\I!):(2n—1)|\IJ>:i|\I!) . (2.6)

Poslednja jednakost u jednacini (2.6) je zadovoljena ako je n|¥) = (1,0)|¥). Znaci oper-
atori b egzaktno zadovoljavaju bozonske komutacione relacije (£ je samo fazni faktor) na
proizvoljnim ¢vorovima, ako je maksimalan broj bozona na svakom ¢voru jednak 1.

Dakle, sistem S = 1/2 spinova se egzaktno transformise u sistem hard-core bo-
zona. Analogija je jednostavna: spin-gore odgovara prisustvu a spin-dole odsustvu bo-
zona. Hard-core uslov, da se na jednom ¢voru maksimalno moze nalaziti jedan bozon,
zapisuje se kao (b))% = 0.

Prirodno je da operatoru kineticke energije u hamiltonijanu (2.2) pridruzimo negativan
predznak, jer se prelaskom s ¢vora na ¢vor (Sto opisuje ovaj operator) bozon delokalizuje
i tako smanjuje svoju energiju. Zato na kraju vrsimo kanonsku transformaciju (trans-
formacija koja ne menja komutacione relacije) S;¥ — —SY 1 S — S? na neparnim
¢vorovima 7. Na jeziku bozona to znaéi b — €0, gde je ¢, = £1 na A/B podresetki, t.j.
za parno/neparno i.

Konaé¢no, hamiltonijan sistema hard-core bozona dat je sa (h = 1)

N N
H = —% > (14 (=1)%0) (b bips +bibfy) + T Y (14 (=1)0) nnips + Ex -, (2.7)
i=1 i=1
gde je Ey = J(N/4 — Np). Iskoristili smo ¢injenicu da S = 3".(S,); komutira sa
hamiltonijanom (2.2), S je konstanta kretanja, a samim tim je konstantan i broj bozona
Ny =) . n;.

Pored ukupne z projekcije spina S, i operator ($%)% = >, S;)? komutira sa hamil-
tonijanom (2.1). Hamiltonijan se redukuje u svojstvenim potprostorima ova dva oper-
atora, tj. S% i (S%")? su dobri kvantni brojevi. S obzirom da se sistem nalazi van
spoljasnjeg magnetnog polja, energije su degenerisane po SX. S druge strane, po teore-
mama Lieb-a i Mattis-a [14], znamo da je za ovakav spinski sistem energetski najnize stanje

spina S™ = n uvek nize od najniZzeg u potprostoru S = n + 1. Dakle, zakljucujemo
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da je energetski najnize stanje sa fiksiranim S ujedno najnize stanje u potprostoru
Stot — | Stot|.

GFMC algoritam daje egzaktnu energiju osnovnog stanja simuliranog sistema. Fik-
siranjem broj bozona N, u hamiltonijanu (2.7), odnosno fiksiranjem S = N, — N/2,
nalazimo energetski najnize stanje sa ukupnom z projekcijom spina S To je istovre-
meno i najnize stanje ukupnog spina S* = |S%| i GFMC procedurom rac¢unali smo
energetski najniza stanja u slede¢im potprostorimas:

o S=0 = N,=N/2

Ey(singlet) - osnovno stanje
e SM=—1 = N,=N/2-1

Er(triplet) - najnize stanje sa S = 1, a ujedno i prvo pobudeno stanje [14]
o SW=-92 = N,=N/2-2

Eq(kvintuplet) - najnize stanje sa S = 2
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Metodi

Heisenberg-ov antiferomagnet na jednodimenzionalnoj resetki (lancu) do sada nije
analiticki reSen u sluc¢aju proizvoljne interakcije medu spinovima. Poznati su samo neki
specijalni slucajevi. Hulthen [15] je jos 1938. godine koriste¢i Bethe-ansatz [16] odredio
energiju osnovnog stanja homogenog lanca (6 = 0 u (2.7)), u kom interaguju samo na-
jblizi-susedni spinovi, izmenskom interakcijom .J istom duz celog lanca. Takode je resiv
sistem savrsenih dimera (0 = 1), gde je lanac podeljen na parove spinova - dimere - koji
medusobno ne interaguju. Prirodno se namec¢u numericki metodi u proucavanju fizicki
(2.7) § uzima proizvoljnu vrednost. Rad je intenziviran poslednjih godina, sa razvojem
racunara sposobnih za zahtevne proracune.

U ovoj glavi ¢emo opisati dva numericka metoda koja smo koristili: 1) Monte Carlo

simulaciju, za racunanje ocekivanih vrednosti opservabli u energetski najnizim stanjima

tot
z

teme malih velicina, za koje je racun ostvariv koriS¢enjem racunarskih resursa kojima

fiksiranih potrostora S, i 2) Egzaktnu dijagonalizaciju matrice Hamiltonijana za sis-

raspolazemo.

3.1 Monte Carlo

Monte Carlo (MC) je metod resavanja raznih matematickih problema koris¢enjem
pseudo! -slu¢ajnih brojeva. Ovaj metod je posebno mo¢an pri integraciji, Gestom problemu
u fizici, i dominira nad standardnim metodom kvadratura u slucaju visestrukih integrala.

Metod kvadratura sastoji se u deljenju domena integracije mrezom hiperpovrsi na

1Sluéajne brojeve uvek razigravamo po odredenom algoritmu, tako da oni nikad nisu stvarno sluéajni,
zato koristimo re¢ pseudo. Kvalitet algoritma (generatora sluc¢ajnih brojeva) proveravamo testovima koji
kontrolisu da li su brojevi razigrani iz zeljene raspodele. U ovom radu je svuda kori§éen generator dran3
[17].
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$to manje oblasti. Sto takav domen postane manji, to je i aproksimacija bolja - in-
tegral se aproksimira vrednoséu podintegralne funkcije u nekoj reprezentativnoj tacki,
otezinjenom zapreminom oblasti. Greska ovog metoda srazmerna je eg ~ h*, gde je h
linearna dimenzija dobijenih oblasti a k£ konstanta koja zavisi od konkretno primenjene
formule kvadrature. Vreme potrebnog racunanja proporcionalno je broju tacaka u kojima

se racuna integrand
1\ P
T ~nn~ (E) NeéD/k = eg ~ T7HP , (3.1)

gde je D dimenzionalnost integrala. Vidi se da Sto je D vece to greska sporije opada sa
ulozenim racunarskim vremenom.

Kod Monte Carlo metoda greska je srazmerna (vidi nize, (3.8))
eve ~ T2 (3.2)

tj. ne zavisi od dimenzionalnosti integrala! U praksi, razlika u efikasnosti izmedu ova dva
algoritma znacajna je ve¢ za D > 10. Mi smo radili i sa sistemima veli¢cine N = 200 (u
jednodimenzionalnom sistemu je D = N) i razumljiva je prednost MC metoda.

Proizvoljan integral I uvek mozemo zapisati kao

fz/ﬁﬁFga:/ﬁéﬂﬁypuﬁ | (3.3)

gde je

mmzo,/mmmzl, (3.4)

raspodela, a f = F//P. Monte Carlo strategija sastoji se u standardnom usrednjavanju
funkcije f po tackama R; izvuéenim iz raspodele P, sto simbolicki oznacavamo R, eP (é),

odnosno

e Generise se Ny¢ setova slucajnih brojeva B; = (RY, R2,...,RN) (i =1,..., Nuyc)
iz raspodele P(R)

e Racuna se vrednost podintegralne funkcije f; = f(R;) u dobijenim tackama

e Integral se ocenjuje kao [18]

Nuo
1

I~ ; , 3.5
Voo Z f (3.5)

a greska ocene integrala sa
Al=—2_ | (3.6)
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2

gde je 0° varijansa ocene

) 1 NM(72 1 Nuc 2 .
eve 2 me ) 0

i=1 =1

Iz jednacine (3.6) vidimo da je greska MC ocene obrnuto proporcionalna aritmetickom
korenu broja MC koraka

_1
Al ~ N2 (3.8)

pa ako na primer zelimo gresku smanjiti 10 puta, dovoljno je povecati broj MC koraka
100 puta. Na taj nacin rezultat se uvek moze popraviti produzavanjem MC sekvence.
Sama varijansa zavisi od konkretnog razlaganja podintegralne funkcije, i pogodan izbor
raspodele P je presudan (izbor nije jednoznacan). To je ono §to ¢ini razliku izmedu dobrih
i losih MC algoritama. Najbitnije je odabrati dobro razlaganje, takvo da je raspodelu §to
jednostavnije razigravati (u smislu ulozenog ra¢unarskog vremena) a varijansa funkcije f
u dobijenim tackama R; bude sto manja.

Osnovne prednosti MC algoritma su u jednostavnoj implementaciji, jednostavnoj
proceni greske, u lakom tretiranju komplikovanih grani¢nih uslova, i najvaznije - ocena
se moze popravljati ulaganjem dodatnog racunarskog vremena. S druge strane, moguce
su sistematske greske (pristrasnost ocene) i posebna paznja mora se posvetiti verifikaciji
algoritma. Takode je neophodan ’dovoljno dobar’ generator slu¢ajnih brojeva.

U ovom odeljku é¢emo opisati dva MC metoda koja smo koristili - varijacioni Monte
Carlo (VMC) i Green’s function Monte Carlo (GFMC) metod.

3.1.1 VMUC - algoritam

Ocekivana vrednost proizvoljnog operatora u stanju odredenom nekom talasnom funkci
jom W, data je sa

(0) = (IOl 1)

(Ur[¥r)

U VMC proceduri odreduje se ocekivana vrednost hamiltonijana, a podintegralna

(3.9)

funkcija razlaze se na raspodelu

[dR 4 (R (R
i lokalnu energiju
By () = L) (3.11)
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gde R= (71,...,7y) oznacava skup koordinata svih ¢estica. Ocekivana vrednost hamil-
tonijana u stanju W, racuna se kao srednja vrednost lokalne energije £ po konfiguraci-
jama R; (i=1,..., Nyc) izvuéenim iz raspodele P, R; € P(R).

Funkcionalni oblik probne talasne funkcije zadaje se preko nekog skupa parametara
a=(fi,f2...), Ur = Up(a). Zadate vrednosti parametara preko izraza (3.9) odreduju
varijacionu energiju Ey = Ey(«). Skup parametara o« za koje izraz (3.9) ima minimum
daje najbolju ocenu energije osnovnog stanja, koju dalje zovemo samo varijacionu energija
Ey = Ey(ap), i varijacionu talasnu funkciju ¥y = ¥Ur(ay), koja je najbolja aproksimacija
talasne funkcije osnovnog stanja u skupu probnih talasnih funkcija.

Osnovni problem VMC algoritma je razigravanje potrebne raspodele (3.10). U za-
visnosti od njenih analitickih osobina, postoje razni nacini da se to postigne [18]. No
daleko najmocniji, u smislu da je primenjiv za proizvoljan funkcionalni oblik raspodele,
je Metropolis? algoritam [19], naro¢ito podesan za razigravanje komplikovanih raspodela
u viSedimenzionim prostorima. On se koristi u ve¢ini primena VMC metoda.

Metropolis algoritam sastoji se u evoluciji konfiguracija R — ... R — ﬁiﬂ — ...
Pravila prelaza sa i-te na 7+ 1-vu konfiguraciju su izabrana tako da za velike ¢ R; € P(é),
odnosno da raspodela konfiguracija R; konvergira zeljenoj raspodeli P [19]. Kad razigramo
set konfiguracija, integral racunamo standardnim MC usrednjavanjem [ dR f(R)-P(R) =
Nire 22 fi

Konvergencija Metropolis algoritma (generisanje konfiguracija iz zeljene raspodele) je
garantovana, ali brzina nije. Ona zavisi od izbora pocetne konfiguracije ﬁl, i tek posle
odredenog broja koraka konfiguracije postaju R; € P(ﬁ) sa dovoljnom tac¢noséu. Sve
prethodne se odbacuju, tj. ne koriste se u oceni integrala. Koliko ih je potrebno odbaciti

3 lokalne energije EL(R), koji dobijamo

odredujemo tako Sto pratimo running average
usrednjavanjem njenih prvih n vrednosti, u funkciji od n, Ey(n) = 1/nd ", EL(R;).
Running average kao funkcija n pokazuje tzv. termalizaciju. Naime, kad u odredenom
trenutku generisane konfiguracije éz zaista postanu raspodeljene po Zeljenoj gustini ve-
rovatnoce, onda lokalne energije EL(éz) samo fluktuiraju oko srednje vrednosti, doprinos
running average-u je stalno isti i njegova vrednost u funkciji broja MC koraka n postaje
konstantna. Kada ocenimo da su konfiguracije termalizovale, poslednju konfiguraciju
belezimo i dalje je tretiramo kao pocetnu. U praksi smo odbacivali po nekoliko stotina
hiljada konfiguracija, a tipican running average grafik prikazana je na Slici 3.1.

Za pocetnu konfiguraciju uzimali smo Néel-ovo stanje - bozoni popunjavaju tacno
jednu podresetku. Iz postojece (é) dobijamo sledeéu konfiguraciju (ﬁ' ) tako $to redom

prolazimo kroz ceo lanac (to zovemo sweep® ) i svaki bozon pomeramo na susedni ili

2preciznije M(RT)? algoritam; autori su Metropolis, Rosenbluth, Rosenbluth, Teller i Teller.

3running average (engleski) - tekuca srednja vrednost.

“sweep (engleski) - prebrisavanje, u smislu prolaska kroz ceo lanac.
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Slika 3.1: Running average u VMC proracunu osnovnog stanja homogenog lanca od
N = 100 spinova (N,=50 bozona). Generisano je Nyc = 10° koraka, a koris¢ena je

jednoparametarska probna funkcija sa f=0.3

sledeéi-susedni ¢évor (levo ili desno) sa podjednakom verovatno¢om; po Metropolis-ovom
pravilu pomeraj prihvatamo sa verovatno¢om

q = min (1, %) : (3.12)

Duzina pomeraja bozona (2, susedni ili sledeéi-susedni ¢vor) izabrana je tako da
verovatnoc¢a prihvatanja bude oko 25%, sto je 50% od 50%. Maksimalna verovatnoca
prihvatanja je 50%, jer moramo zadovoljiti hard-core uslov, a évor na koji se bozon
pomera je prazan sa tom verovatno¢om. Tako je ovo u stvari prihvatanje od 50% u
odnosu na maksimalno moguce. Ovakav izbor povetava efikasnost procedure, a ne utice
na rezultat.

Proces generisanja konfiguracija ponavljamo veliki broj (bar 10°) puta. Dobijene kon-
figuracije nisu medusobno nezavisne, jer su i dobijene rekurzivno jedna iz druge. Ove
autokorelacije povecavaju gresku racunanja ocekivanih vrednosti opservabli, jer osnovna
pretpostavka u oceni varijanse po formuli (3.7) je da su slu¢ajne promenljive ﬁl medusobno

nezavisne. Ako to nisu, prava varijansa je [19]

Nue

o — 7. 0? , Tczl—l—QZC’k , (3.13)
k=1
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gde je 7. autokorelaciono vreme, a C}, koeficijenti autokorelacije dati sa

Biik)
Cp = _
E}(R)) - (Eu(R)
Noro—F N]‘i_k EL(ﬁz) EL(Ri+k) - (NMC Niff EL(EJ)
= =1 o o = (3.14)
v 3 B - (ke X Bu(R)

Postoji vise nacina da se izbegnu autokorelacije medu generisanim konfiguracijama. S
obzirom da u VMC proceduri samo generisanje konfiguracija nije vremenski 'skup’ pro-
ces, prosto smo ih odbacivali, zadrzavajuci tek svaku 7 ..,-tu konfiguraciju. Koeficijenti
autokorelacije opadaju sa k po eksponencijalnom zakonu. Merili smo ih, i za n ., uzimali
onaj broj za koji su svi Cj, < 0.1, za k > nfreq. Tipicno smo uzimali ng,.., = 10.

No, ni uz odbacivanje konfiguracija varijanca ne mora imati standardno tumacenje,

u smislu da raspodela rezultata ne mora biti Gauss-ovska, Slika 3.2. Da bi restaurirali

10000
1000
100

10

Slika 3.2: Histogram 10° termlizovanih varijacionih energija generisanih kao na Slici 3.1.

Linija predstavlja odgovarajuc¢u Gauss-ovu raspodelu. Vide se odstupanja u krilima.

Gauss-ovost raspodele, vrsimo usrednjavanje po blokovima [19, 20]: Nj¢ generisanih

vrednosti lokalne energije grupisemo u B blokova veli¢cine Ng (B - N = Ny ), u svakom
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bloku prosto usrednjimo, i dobijenih B vrednosti tretiramo dalje

1
Er=— E; , de je I indeks bloka , 3.15
=N, ;61 gde ] (3.15)
1 & 1 [1& A
- - N"g 2 =—|=y E2— | =) E : 1
(H) B ?:1 T ) op(H) 5-11B 1§:1 T (B ?:1 I) (3.16)

Kao sto se vidi iz jednacina (3.15) i (3.16), podela na blokove ne uti¢e na dobijeni
rezultat, samo modifikuje ocenu greske.

Za Gauss-ovu raspodelu karakteristicno je da su skew

ay =(H—(H))") (3.17)

1 curtosis

a=(H-H)) -3 | (3.18)

jednaki nuli. Posto zelimo da raspodela nasih rezultata bude §to vise nalik Gauss-ovoj,
Nyre generisanih konfiguracija delimo na blokove razli¢itih duzina, i one vrednosti B i Np

za koje su skew i curtosis lokalne energije najblizi nuli uzimamo za optimalne u daljem

radu (Slika 3.3).

15
1.0 H . ./--/.--.\.‘_‘--/‘./l\-/-\/l\./-;/.
0.5
8—o .k o /O A
— 89/ 0__ 0005
0.0 2. /6 /O O yﬁ} o
.\. \g/.\g/.\ O’O/
-0.5 - hd
. [N
1 —e— curtosis °
104 — o skew N,=2500 \
B=40
{ —=— AE*100 N~ .
-1.5 — Ty ——— Ty T
10 100 1000 10000
N

Slika 3.3: Skew, curtosis i greska u VMC proracunu osnovnog stanja homogenog lanca.

Velic¢ina sistema i talasna funkcija su isti kao na Slici 3.1.
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3.1.2 VMUC - korelisano sampliranje

U varijacionoj proceduri optimizacije parametara talasne funkcije koristili smo metod

korelisanog sampliranja. Naime, naivno odredivanje integrala

(Wr(a)|H |7 (a))
(Ur(a)|Ur(a)) ’ (3.19)

za razlicite vrednosti parametara daje rezultate koji usled varijance MC metoda ne pokazuju

E,(a) =

jasno gde je minimum. Mnogo bolje je korelisano sampliranje [20] iz M(RT)? sekvence

vodene talasnom funkcijom Ur(ayg, R):

—

[ Ui, Ry H Ty (o, R)AR [ Ep(a, RYW (a, B)P(ay, R)dR

Ey(a) = . At 3 _ o (3.20)
[ Ws(a, R)Up(a, R)dR [ W(a, R)P(a, R)dR
gde su
o Wh(a, R)Uq(a, R) o B = U (o PYO (e B
W (e, R) = o . Plag, B) = Ui(ao, B)Up(a, B) . (3.21)
tj.
<EL(a,§)W(a,é)>
E,(a) = @ (3.22)

<W(a, R)>

Ovakva procedura je brza, jer se generise samo jedan set konfiguracija (iz raspodele

Qo

|Wr (g, R)[?) i sa njima usrednjava za vise vrednosti parametara . Dobijeno Ey (a) je
glatka funkcija ¢iji se minimum moze lako odrediti (Slika 3.4). Postupak je sledeéi: prvo
'naivno’, tj. obi¢nim nekorelisanim sampliranjem, izracunamo srednju vrednost lokalne
energije za nekoliko razlicitih vrednosti parametara « i grubo ocenimo polozaj minimuma.
Onda korake u korelisanom sampliranju 'vodimo’ talasnom funkcijom datom tim vrednos-
tima parametara. Rezultate korelisanog sampliranja fitujemo odgovaraju¢om kvadratnom
formom. Fit daje novu poziciju minimuma koju koristimo za novo korelisano sampliranje,
itd. Ovaj iterativni proces nastavljamo sve dok se pozicija minimuma pomera. Sto je veéi
broj varijacionih parametara, procedura je, naravno, sve duza, ali nam u praksi nikad nije

trebalo vise od 10 iteracija.

3.1.3 VMUC - izbor probne talasne funkcije

Osnovni problem u varijacionom racunu je izbor odgovarajuce funkcionalne forme za
probnu talasnu funkciju . Radili smo sa Jastrow-ljevim oblikom [19] koji uzima u obzir

samo dvocesticne korelacije
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Slika 3.4: Korelisano sampliranje u VMC prora¢unu osnovnog stanja homogenog lanca,
jednoparametarska Wp, f,,;=0.3. Velicina sistema i talasna funkcija su isti kao na Slici
3.1.

Vo (B) =] r0m =m0 . (3.23)

1<j

gde je R = (F1, 7, .., Tn,) konfiguracija sistema, 7; su vektori polozaja bozona na resetki.
Hard-core uslov za f je f(0) = 0. Za veliko medurastojanje f(r — oo) — 1.

Uzimali smo u obzir samo kratkodometne korelacije. Najjednostavniji izbor je

0 ,akor=0
fi , ako 7= a, i ako su ¢vorovi povezani preko .J;
f(T) = — I ~ . . Y (3'24)
fa , ako 7= d, i ako su ¢vorovi povezani preko .Jo
1, inace

gde je @ rastojanje medu susednim ¢vorovima. Ovaj izbor je racunski najlaksi jer u
sebi sadrzi najmanji broj parametara - dva. Dvoparametarska talasna funkcija je prosto
Up(R) = frml. f2m2 gde je nnl (nn2) ukupan broj susednih évorova popunjenih bozonima
u datoj konfiguraciji R i povezanih preko J; (J).

Niza varijaciona energija, bliza pravoj energiji osnovnog stanja, dobija se dodavanjem
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jos jednog varijacionog parametra, odnosno koris¢enjem

;

0 ,akor=0
fi , ako 7= d, i ako su ¢vorovi povezani preko .J;
f(ry=14¢ fo ,ako7=d,iako su ¢vorovi povezani preko .J, . (3.25)
fz ,ako 7= 2a
1 inace

\ Y

Ovako dobijamo troparametarsku talasnu funkciju, Wy (R) = frnl. fon2. fonn ode je

nnn ukupan broj sledeé¢ih-susednih é¢vorova popunjenih bozonima u datoj konfiguraciji R.
U slucaju homogenog (6 = 0) Heisenberg-ovog lanca stavljamo f; = f,, i gore
pomenute dvo- i troparametarske probne funkcije postaju jedno- i dvoparametarske, tj.

zavise od jednog parametra manje.

3.1.4 GFMC - algoritam

Green’s Function Monte Carlo je opsti algoritam za nalazenje ekstremalne svojstvene
vrednosti operatora. Probni vektor se prepusta vremenskoj evoluciji, ¢iji je efekat da
filtrira onu komponentu vektora koja odgovara ekstremalnoj svojstvenoj vrednosti oper-
atora. Ako se na probnu funkciju deluje operatorom G (propagator), filtrirac¢e se talasna
funkcija osnovnog stanja.

Definisemo iterativnu proceduru

VOR) =Y R RYTNR) . GR.B) = (RIGH)E) . (3.26)

gde su time step® 7 i probna energija w ulazni parametri. U zavisnosti od izbora

propagatora postoje razli¢iti metodi. Na ovom mestu koristimo stepeni metod® , gde je

GH) =1—7(H—w) , (3.27)

T(H—w)

Sto je razvoj e~ zakljucno sa linearnim ¢lanom.

Izrazen u svojstvenom bazisu hamiltonijana H|®,) = E,|®,), propagator postaje

GH) =D |Pa)(1 = 7(Es —w))(Pa] (3.28)

Stime step (engleski) - vremenski korak
Spower method (engleski)
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a talasna funkcija u n-tom iterativnom koraku

[G(H) ZI<I> Y1 = 7(Ey — w)) (@[T =
= |@)(1 — 7(Eo — w))™(@oT®) + > [@a)(1 — 7(Ea — )" (Pa|¥D) . (3.29)
a0

Ako su zadovoljeni sledeéi uslovi

l. Bymw<Ey(a#0) ,
2. (Dp|TO) £0 |
3. 7<2/(Fnax—w)

bi¢e |1 — 7(Eazo —w)| < 1, i suma po o # 0 u jednacini (3.29) tezi nuli kad n — oc.
Dobijamo
(o™ =[G W) (3-30)

tj. uzastopna primena G(#) zaista filtrira osnovno stanje sistema.

Uslov 3. moze biti zadovoljen za 7 # 0 samo ako postoji konacna gornja granica
energetskog spektra E,,,, < 00, §to je zadovoljeno jer je sistem diskretan i konacan. Ova
¢injenica je presudna za na$ izbor propagatora - stepeni metod je najjednostavniji za
racunanje, a i brzi je u odnosu na ostale metode u kojima se propagator zadaje u vidu
eksponencijalne funkcije. S obzirom da je FE,,,, reda velicine maksimalne potencijalne
energije koja se dobija kada se svi bozoni nalaze jedan do drugog, dobijamo E,,,, = N.J
i biramo 7 = 1/NJ.

Uslovi 1. i 2. su zadovoljeni ako se za ulazne parametre GFMC procedure uzmu VMC
rezultati U = Uy, w = Ey. Uslov 2. nije restriktivan, dovoljno je za probnu funkeciju
uzeti bilo koju koja nije ortogonalna na talasnu funkciju osnovnog stanja. Izvrsili smo i
probu da GFMC poc¢nemo od funkcije za koju je ocigledno da je neoptimalna - npr. od
Néel-ovog stanja. Iterativna procedura filtriranja komponente osnovnog stanja je i dalje
konvergirala, ali je varijansa bila ve¢a nego u slucaju GFMC vodenog VMC rezultatima.

Dakle, algoritam se sastoji u odredivanju varijacione energije Fy i varijacione talasne
funkcije Wy, sa dobijenim rezultatima ulazi se u GFMC proceduru i filtrira egzaktna
talasna funkcija osnovnog stanja. Onda je moguce racunati o¢ekivane vrednosti opservabli
u osnovnom stanju.

Talasna funkcija osnovnog stanja bozonskog sistema je nenegativna, kao i propagator
G. Stoga se W™ (é) moze tretirati kao gustina verovatnoce i predstavljati konfiguracijama
raspodeljenim po tom zakonu. Svaka konfiguracija tretira se kao ’Seta¢’ u konfiguracionom
prostoru, a ukupan broj Setaca u svakom trenutku ¢ = n7 opisuje se kao populacija n-te

generacije.



20 GLAVA 3. METODI

Propagacija Setaca ukljucuje dva osnovna procesa. i) Difuzija: pomeraji pojedina¢nih
bozona su vodeni operatorom kineticke energije koji ih prebacuje sa jednog ¢vora na drugi.
ii) Grananje: ako konfiguracija evoluira u pravcu oblasti visoke potencijalne energije,
takvi Setaci se sa nekom verovatnocom odbacuju. S druge strane, ako pocetna konfigu-
racija evoluira u pravcu nize potencijalne energije, multiplicira se sa nekom verovatnoc¢om.
Pogodno je propagator predstaviti kao proizvod faktora koji odgovaraju tim procesima
ponaosob: G(R', R) = P(R',R)-m(R', R), gde je P(R', R) verovatnoéa pomeraja § — R’
(odgovoran za difuziju) a m(R', R) je multiplicitet dobijene konfiguracije B (odgovara

grananju).

3.1.5 GFMC - importance sampliranje

Ako postoji priblizna ocena talasne funkcije osnovnog stanja, mnogo efikasnije je voditi
evoluciju probnog vektora u pravcu ove funkcije, zvane vodeca talasna funkcija ¥¢. Takva
procedura vodi do znacajnog smanjenja varijanse i poznata je kao importance sampli-
ranje. Difuzija Setaca je usmerena i pomeraji u oblasti faznog prostora koje su znacajne
u odnosu na ¥g su ¢eséi.

Radi uvodenja importance sampliranja, u jednacini (3.26) gustina verovatnoce u n-
tom koraku menja se u F(™ = U™, Jednacine (3.26) i (3.27) modifikuju se u [21]

FO(R) =Y G(R,RF" Y(R) (3.31)

ol (3.32)

Kada n — oo, onda F™ — F* = ¢¥q. Optimalno razlaganje G u P i m, ono koje
vodi do najmanjeg srednjeg-kvadratnog-grananja [21] ((m — (m))?), daje [22]

m(RB)=1-r [EL(E’) - w] , (3.33)
1—7 [U(ﬁ’) —w] ,ako R = R
P(R,R)=m™ (R)-{ LrjUg(R)/Ua(R) ,ako R € N(R) : (3.34)
0 , inace

gde je UR) = (R|JY,(1 + (=1)i6)nm; 1 |R') potencijalna energija konfiguracije .
Skup N(R) je 'okolina’ R i sastoji se od svih konfiguracija koje je moguée dobiti iz R
pomeranjem bilo kog bozona levo ili desno.

Problem ovakvog algoritma je nekontrolisana multiplikacija Setaca, koja se moze eli-

minisati podesavanjem w na svakih K generacija [19]:
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Kr Dk

gde su pg i pr populacije nulte i K-te generacije. Ovo znaci da, ako je pp > py tada w

|
w=w+—1n (p—o) , (3.35)

treba sniziti da bi se konfiguracije odbacivale intenzivnije, a ako je pr < pp tada w treba
povecati da bi se konfiguracije multiplicirale.

Sve u svemu, koristili smo slede¢u proceduru:

1. Pocinjemo sa osnovnim skupom od nekoliko stotina konfiguracija, generisanih iz
raspodele FO(R) = U (R)¥,(R) = U2 (R), gde je vodeca funkcija U = Uy

2. Za svaku konfiguraciju u generaciji pravimo tabelu verovatnoca prelaza u bilo koju
od 2N, + 1 moguéih novih konfiguracija, po jednac¢ini (3.34). U skladu sa ovim
verovatnocama izvlacimo P, sto daje bozon koji treba pomeriti i pravac pomer-
aja, tj. novu konfiguraciju R'. Posle svakog pomeraja tabela verovatnoca prelaza
se obnavlja. Posto je za svaku konfiguraciju B’ € N(ﬁ) neophodno racunati
Ue(R)/¥e(R), da bi algoritam bio efikasan znacajno je da funkcionalna forma
U (R) bude §to jednostavnija. To je osnovni razlog za rad sa dvo- i tro- a ne vise

parametarskim talasnim funkcijama.

3. Multiplicitet Setaca rac¢una se u skadu sa jedna¢inom (3.33) i akumulira u vidu
proizvoda, ali grananje se vrsi tek nakon K koraka. Vrednost K se bira tako da
koren-srednje-kvadratne (RMS” ) vrednosti multipliciteta bude oko 2 [21]. Ve¢i
RMS je nepozeljan, jer bi to znacilo da pratimo Setace malih relativnih tezina. S
druge strane, premali RMS bi rezultovao u sporijem algoritmu. Pratili smo ovu
RMS vrednost multipliciteta (Slika 3.5), usrednjenu po Setacima iz K koraka 2.

4. Vrsi se grananje nakon K koraka, a stvarni multiplicitet se uzima kao M(R) =
|m(R) + €] [21], gde je £ slucajni broj uniformno raspodeljen u intervalu [0, 1],
a | | oznacava operaciju odsecanja razlomljenog dela ('ceo deo’). Na ovom mestu
modifikuje se i w u skladu sa jednac¢inom (3.35). Sa dobijenim konfiguracijama ide

se nazad na korak 2.

Slicno VMC, i ovde se odbacuju konfiguracije prvih generacija, jer na njih utice izbor
probne talasne funkcije. Posle odredenog broja generacija isfiltrirana je talasna funkcija
osnovnog stanja, odnosno u slucaju opisanog importance sampling metoda dobijaju
se generacije raspodeljene po ®yVs. Koliko pocetnih generacija je potrebno odbaciti
odreduje se pracenjem running average-a energije, i ocenjivanjem kada nastupa termal-

izacija. Tipican primer je prikazan na Slici 3.6. Primeceno je da se termalizacija usporava

"Root-mean-square (engleski)
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Slika 3.5: RMS i populacija u funkciji broja GFMC koraka; homogen lanac N = 100,
N, = 49 jednoprametarska V.

sa porastom veli¢ine sistema. Najsporija je za N = 200, kada je potrebno odbaciti 10°
konfiguracija (oko 1000 generacija). Radi automatizacije algoritma ovu vrednost smo
zadrzali za sve N, §to nije predstavljalo problem, jer je za manje sisteme algoritam brzi.

Razlog za ovakvo ponasanje termalizacije lezi u usporenju GFMC evolucije talasne
funkcije, zbog smanjenja vremenskog koraka (time step) sa porastom N, 7 ~ N1
Potrebno racunarsko vreme za postizanje istog broja GFMC koraka linearno raste sa
velicinom sistema, a zbog smanjenja 7 za postizanje istog kvaliteta rezultata potrebno je
uloziti jos vremena, isto reda N. Tako je GFMC procedura O(N?), u smislu postizanja
iste tacnosti na sistemima razlicitih veli¢ina.

Uticaj autokorelacija na ocenu greske umanjili smo na drugaciji nacin nego u VMC
slucaju. Naime, u GFMC algoritmu proces samog generisanja konfiguracija je vremenski
mnogo zahtevniji nego u VMC proceduri, to je deo algoritma u kom se provodi najvise
vremena - u stalnoj tabulaciji matrice prelaza (jednacina (3.34)). Prosto odbacivanje kon-
figuracija nije isplativo, a i 1, bi moralo biti mnogo vece jer su konfiguracije korelisanije.
Korelisane su na primer dve konfiguracije koje se nalaze (u nizu svih generisanih konfigu-
racija) na relativnom rastojanju reda veli¢ine populacije (oko 1000), jer je druga direktan
potomak prve. Takode, bliske konfiguracije mogu biti i identicne, ako su nastale pros-
tim grananjem istog Setaca. Da ne bi odbacivali utroSeno racunarsko vreme, vrsili smo

usrednjavanje po blokovima, po jednac¢inama (3.15), (3.16). Pratili smo skew, curtosis, a
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Slika 3.6: Running average energije u GFMC proracunu osnovnog stanja homogenog
lanca od N = 200 spinova (N, = 100 bozona), vodenom dvoparametarskom talasnom

funkcijom. Termalizacija je nastupila posle 1.000.000 generisanih konfiguracija

i raspodelu rezultata dobijenih usrednjavanjem po blokovima, za razne B, Ng. Rezultati
nisu bili zadovoljavajuéi - tek za velike blokove (tako da ih u celoj GFMC sekvenci bude
od 10 do 100) raspodela bi postajala Gauss-ovska. No to nije problem, jer se ocena greske
stabilizuje i pri neoptimalnoj veli¢ini bloka tj. malo se razlikuje od prave Gauss-ovske.
Slika 3.7 ilustruje jednu od situacija u kojoj je tesko optimizovati skew i curtosis (u pi-
tanju je doduse nehomogen lanac, § = 0.06), ali vidimo da ocena greske ne varira mnogo
sa promenom velicine bloka Ng. Tako nismo vrsili stvarnu optimizaciju ve¢ smo za sve
N uzimali blokove velicine Ng = 1000, posto smo proverili da se pri takvoj podeli ocena
greske stabilizovala.
Monte Carlo usrednjavanjem po dobijenim konfiguracijama racuna se mixed estimate®

[22]

(IMOVG)  nooe (200%c)

WOUgy {Bglgy

Kada je u pitanju hamiltonijan, ova ocena je upravo egzaktna ocena energije osnovnog

(O = (3.36)

stanja, jer s obzirom da je ®( svojstveno stanje hamiltonijana, delovanjem na ®, dobija
se tacno FEy. Tako smo odredivali energiju osnovnog stanja sistema (2.7), egzaktno, bez

aproksimacije.

8mixed estimate (engleski) - meSana ocena
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Slika 3.7: Skew, curtosis i ocena greske za energije osnovnog stanja nehomogenog (§ =
0.06) lanca od N = 20 spinova (NN, = 10 bozona) dobijene usrednjavanjem po blokovima.
GFMC sekvenca sadrzi 3.5x 10° energija (posle termalizacije). Ocena greske je konstantna
za N > 1000.

U opsStem slucaju operatora koji ne komutira sa hamiltonijanom, kom @, nije svo-
jstveno stanje, ova ocena ne daje egzaktnu ocekivanu vrednost operatora u osnovnom
stanju. Kvalitet ocene zavisi od kvaliteta probne talasne funkcije Uy. Za popravku ocene

vri se ekstrapolacija [19]
(0) =2(0)ps — (O)r + O (|00 — T7|*) (3.37)

za koju je potrebno znati oc¢ekivanu vrednost operatora u stanju Wp. U slucaju U = Uy,

znaci potrebna je varijaciona ocena.
3.2 Egzaktna dijagonalizacija

Matrica hamiltonijana sistema od N spinova, zapisanog u koordinatnoj reprezentaciji,
moze se egzaktno dijagonalizovati. Prednost ovog metoda je u dobijanju svih svojstvenih
stanja i energija sistema, ali osnovni problem je veli¢ina matrice koju je potrebno dijago-

nalizovati, a koja eksponencijalno raste sa velicinom sistema.
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Prostor stanja sistema od N spinova, S = 1/2, je 2¥-dimenzionalan jer svaki spin
ima po dve moguce orijentacije. Zapisan u ovakvom bazisu hamiltonijan postaje matrica
2NV x 2N Velicina matrice moze se smanjiti ako se resavanje ograni¢i na samo neke
potprostore u kojima se hamiltonijan redukuje (u odgovaraju¢em bazisu, prilagodenom
ovakvoj dekompoziciji prostora stanja, matrica je blok-dijagonalna). Pozeljno je odrediti
Sto vise (Sto manjih) ovakvih potprostora, i resavanje kompletnog svojstvenog problema
svesti na dijagonalizaciju viSe matrica manje dimenzije. U tom smislu koriste se simetrije
- operatori koji komutiraju sa hamiltonijanom i u ¢ijim svojstvenim potprostorima se on
redukuje.

Ve¢ je napomenuto da operator ukupnog broja bozona ) . n,; komutira sa hamiltoni-
janom (jednacina (2.7)), odnosno da je broj bozona konstantan. Kao sto je re¢eno, odvo-
jeno posmatramo potprostore N, = N/2, N/2—1, N/2—2 i u njima nas interesuju energet-
ski najniza stanja. S obzirom da su bozoni nerazli¢ive Cestice, prostor stanja se redukuje
na permutaciono simetrican, i hamiltonijan se svodi na (]]\X)) X (]]\X)) matricu u svakom
potprostoru sa zadatim NN,.

Osnovno stanje mora biti potpuno simetriéno (transformise se po jedini¢noj ireducibil-
noj reprezentaciji grupe simetrija), i traze se simetrizovani potprostori svih preostalih
operatora simetrije. Koristili smo translacionu simetriju (periodi¢éni grani¢ni uslovi),
particle-hole simetriju (u smislu bozona; na re¢niku spinova to je inverzija z-ose) i simetriju
u odnosu na rotaciju oko sredine lanca (paran broj ¢vorova).

Uz sve navedeno, broj mogucih stanja i dalje brzo raste sa velicinom sistema, Nggpes &
e®N . Pronalazenje novih simetrija sistema moze samo da smanji koeficijent «, ali zavis-
nost ostaje eksponencijalna. Od interesa bi bilo pronaci grupe simetrija ¢iji red takode
eksponencijalno raste sa duzinom lanca. Koris¢enje ovakvih simetrija bi moglo da dovede
do sustinskog smanjenja Ngqes, 1 Samim tim povecanja velic¢ine sistema za koje je moguca
egzaktna dijagonalizacija.

Potrebno racunarsko vreme u algoritmu egzaktne dijagonalizacije [17] raste sa veli¢inom
sistema kao

T~ Nsatates ) (338)

a takode raste i potreba za memorijskim resursima (matrica koja se dijagonalizuje mora
se negde beleziti). Uz optimizaciju koda programa, za sistem velicine N = 14 sa mod-
ulisanom interakcijom duz lanca i dalje je potrebno ~ 90 MB radne memorije (u trenutku
rada na Origin2000 ra¢unaru IPCF-a na raspolaganju je bilo 128 MB), tako da smo egzak-
tnom dijagonalizacijom odredili energetski spektar sistema N = 4,6, 8,10, 12, 14 za fiksno
Slot =0, -1, —2.
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Glava 4

Proracun osobina uniformnog
Heisenberg-ovog antiferomagnetnog

lanca

Antiferomagnetni lanac sa interakcijom izmedu najblizih susednih ¢vorova koja je ista
duz lanca - homogen Heisenberg-ov antiferomagnetni lanac, je za nas od izuzetnog znacaja
zbog toga $to su poznate egzaktna energija osnovnog [16, 15] i pobudenih [23, 24] stanja.
U numerickom radu veoma su korisni analiticki rezultati, radi provere ispravnosti ra¢una
i boljeg razumevanja same prirode primenjenog algoritma. Kao §to smo izlozili u prethod-
noj glavi, pouzdanost MC algoritma zavisi od niza kompleksnih tehnickih detalja kao sto
su termalizacija, uklanjanje serijskih korelacija, izbor generatora slucajnih brojeva itd. U
ovoj glavi ¢emo pokazati da se primenom VMC i GFMC metoda mogu reprodukovati svi
poznati analiticki rezultati za osnovno i pobudena stanja homogenog Heisenberg-ovog an-
tiferomagnetnog lanca, Sto znaci da su svi gore pomenuti fini detalji u potpunosti shvaceni

i verifikovani.

4.1 VMC

Hamiltonijan (2.7) u slu¢aju homogenog lanca postaje

J
H= 3 Z(bjbiﬂ +bibf,) + Jznmiﬂ + En : (4.1)

)

Svi ¢vorovi u lancu su isti, i svaki interaguje sa svoja dva susedna ¢vora istom jacinom
Ji = Jy = J. Dvo- i tro-parametarske probne talasne funkcije zadate jednac¢inama (3.24)
i (3.25) svode se na jedno- i dvo-parametarske, respektivno, uzimanjem f; = f,. Racun

je jednostavniji i efikasniji posto treba minimizirati po manje parametara.

27
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Varijacioni ra¢un smo poceli izracunavanjem osnovnog stanja N = 100 sistema (N, =
50). Veé¢ gruba (nekorelisano razigravanje) ocena minimuma energije daje optimalno
fi = 0.3. Za vodecu talasnu funkciju u korelisanom sampliranju onda smo uzimali
U(fy = 0.3) i precizno odredili varijacionu energiju. U daljem rac¢unu sa sistemima
razlicitih velic¢ina, grubo ocenjivanje polozaja minimuma energije viSe nije bilo neophodno.
Odmah smo prelazili na korelisano sampliranje vodeno varijacionom talasnom funkcijom
(funkcijom optimizovanih parametara) koja odgovara sistemu bliske veli¢ine. Iz tabele 4.1.
vidi se da se optimalne vrednosti parametara ne menjaju drasticno sa promenom veli¢ine
sistema, te je ovakav pristup bio opravdan. Ovo je narocito bitno za rad sa dvoparam-
etarskom talasnom funkcijom, gde minimum treba traziti u dvodimenzionalnom prostoru
parametara, pa mu je polozaj teze odrediti.

Dodatnu pomo¢ i proveru postupka minimizacije daje ¢injenica da za N = 4(6) jedno-
(dvo-) parametarska probna funkcija sa optimalnim vrednostima parametara odgovara
egzaktnoj talasnoj funkciji osnovnog stanja. Razlog za ovakvu situaciju je najlakse sh-
vatiti na primeru N = 4 sistema sa N, = 2 bozona u lancu. Oni mogu biti ili jedan do
drugog ili razdvojeni, $to znaci da postoje samo dve neekvivalentne konfiguracije. Ako nji-
hove amplitude verovatnoce zapisemo kao ¥r(razdvojeno)=11i ¥r(zajedno)=f; dobijamo

(nenormalizovanu) Jastrow-ljevu jednoparametarsku funkciju (3.24).

U svakoj VMC iteraciji odbacivan je odredeni broj netermalizovanih konfiguracija,
ne vise od 10°. Termalizacija je kontrolisana svaki put, pracenjem running average-a
energije, kao §to je objasnjeno u odeljku 3.1.1. Sto je sistem veéi to je varijaciona talasna
funkcija losija, pa je i termalizacija sporija.

Optimizaciju parametara moguce je vrsiti i minimiziranjem varijanse, s obzirom da
najmanja varijansa odgovara optimalnoj varijacionoj talasnoj funkciji [19]. Takva proce-
dura je sporija jer je sampliranje nekorelisano (u slu¢aju korelisanog sampliranja varijansa
je uvek minimalna za o = aq i nema informacije o stvarnom minimumu). Izvrsili smo je

jednom radi provere, a rezultati su prikazani na Slici 4.1.

Autokorelacije medu generisanim konfiguracijama iskljucivali smo uzimanjem u obzir
tek svake ny...-te konfiguracije, kao sto je diskutovano u odeljku 3.1.1. Za optimalne
vrednosti parametara ocenjivali smo koeficijente autokorelacije i proveravali kvalitet izbora

Nreq- Maksimalno odbacivanje bilo je sa 1.y = 20.

Ocena greske je skoro konstantna u relativno sirokom intervalu veli¢ine blokova (jednacina
(3.15)), kao $to je ilustrovano Slikom 3.3. Optimalna podela na blokove, u smislu Gauss-
ovskih vrednosti za skew i curtosis, nije neophodna u toku procesa minimizacije, vec

samo na kraju, za optimalne vrednosti parametara.

Rezultati optimizacije jednoparametarske talasne funkcije predstavljeni su u Tabeli
4.1 i na Slikama 4.2 i 4.4.
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Slika 4.1: Nekorelisani VMC osnovnog stanja homogenog lanca N = 100 u funkciji f;.
Korisé¢eni su parametri B = 500, N = 200, Ny;c = 10° termalizacija nakon 500.000

sweep-ova. Minimum varijanse o2 se poklapa sa minimumom varijacione energije E\ .

Sa Slika 4.2 i 4.4 vidimo da za N > 10, f; i Ey linearno zavise od 1/N. Linearnim
(neotezinjenim) fitom kroz tacke N = 200, 100, 50, 20, 10 procenjeno je

Ey(N) () 0.1574 + 0.0004 FN 0.292 + 0.002 4.2
NJ N%oo__‘ ) ’ 1( )N%oo_. . . ()

Tacke N = 6,4 ne leze na ovim linearnim fitovima. Tu je 1/N dovoljno veliko pa se moraju
uzeti popravke viseg reda. Ovi rezultati se odlicno slazu sa egzaktnom minimizacijom

Jastrow-ljeve jednoparametarske talasne funkcije, koja za beskonacne sisteme daje [25]

() _
Bo(N) )0 _10=TVT g
NJT Ivow~ 54

Varijacioni rezultat je blizu poznate egzaktne vrednosti za beskonacan sistem [16, 15]

za fi =27 —5=02915 . (4.3)

Eq = NJ(1/4 —In2) sto, kad se meri od energije Néel-ovog stanja koju smo mi uzimali
za nulu energije, iznosi
Ey(N) 1

— 2 _ln2=-01931 . 14
NJ Ivose 2 0 0.193 (44)

Rezultat (4.2) je iznad egzaktnog, §to je u redu s obzirom da varijacioni ra¢un daje samo

gornju granicu za energiju osnovnog stanja.
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30
N fi E,/N
4 0.50 —0.25(0)
6 0.41 | —0.2157(1)
10 | 035 | —0.1915(6)
20 || 032 | —0.1735(5)
50 || 030 | —0.1643(4)
100 | 030 | —0.16086(8)
200 || 0.205 | —0.1593(3)
0o |[0.202(2) | —0.1574(4)

Tabela 4.1: VMC rezultati sa jednoparametarskom probnom funkcijom.
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Slika 4.2: Optimalne vrednosti parametra f; u VMC prorac¢unu energije osnovnog stanja

homogenog lanca jednoparametarskom probnom funkcijom. Puna linija je linearni fit

fi(N) = 0.292 + 0.58/N.

Kvalitetniji rezultati dobijaju se koris¢enjem dvoparametarske talasne funkcije ((3.25)

sa fi = f2) koja uzima u obzir i korelacije svakog ¢vora sa slede¢im-susednim, ¢ime su

implicitno ukljucene i trocesticne korelacije.

Algoritam je sporiji nego u jednoparametarskom slucaju jer je izra¢unavanje \IJT(ﬁ’)/\IJT(ﬁ),

koje se vrsi u svakom VMC koraku, sada znatno komplikovanije, a takode i zato Sto en-

ergiju treba minimizirati i po f; i po f3. Potraga za varijacionim minimumom energije je
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Slika 4.3: Optimalne vrednosti parametara f; i f3 u VMC proracunu energije osnovnog

stanja homogenog lanca dvoparametarskom probnom funkcijom.

vrsena pomocu korelisanog sampliranja, tako Sto smo prvu iteraciju vodili iz tacke starog
jednoparametarskog minimuma u ravni (fy, f3) tj. fi1 iz Tabele 4.11 f3 = 1. Minimizaciju
po dva parametra vrsili smo korelisanim razigravanjem kroz vodecu tacku i 8 susednih
(fi£Af1, f3 £ Af3) uz pogodno izabrane A f; i Af;. Kroz dobijene tacke u 3D prostoru
(Ev, f1, f2) smo fitovali paraboloid, dobijaju¢i novu poziciju pretpostavljenog minimuma.
Iteriranje se prekida kad fit prestane da daje snizenje energije u granici greske, i kad sve
okolne samplirane tacke imaju ve¢u energiju.

Rezultati dvoparametarskog VMC proracuna energije osnovnog stanja su date u Tabeli
4.2 i na Slikama 4.4 i 4.3. Varijaciona energija beskona¢nog sistema, dobijena linearnim

fitom slicno kao i u jednoparametarskom slucaju, je

E’U(N) (f1,f2)
NJ N>

Sto je, kao Sto smo i ocekivali, bolja gornja granica za egzaktnu energiju od jednoparam-

= —0.1729 £ 0.0001 (4.5)

etarske.

4.2 GFMC

Sustina GFMC algoritma je detaljno objasnjena u odeljcima 3.1.4 i 3.1.5. Ovde
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4 0.50 1 —0.25(0
6 | 0.303 | 0.835 | —0.21713

10 | 0.21 | 0.70 | —0.1968(7)
20 | 0.18 | 0.64 | —0.1848(5)
50 | 0.17 | 0.64 | —0.1776(5)
100 | 0.16 | 0.62 | —0.1755(4)
200 | 0.16 | 0.62 | —0.1742(4)
0o || --- ] --- | —0.1729(1)

Tabela 4.2: VMC rezultati sa dvoparametarskom probnom funkcijom.

navodimo nekoliko tehnickih detalja koji pojasnjavaju njegovu implementaciju u slucaju
homogenog lanca. Koristili smo metod importance sampliranja, vodenog dobijenim
jedno- i dvo-parametarskim varijacionim talasnim funkcijama. Za probnu energiju uz-
imali smo varijacioni rezultat w = Ey, i modifikovali je pre svakog grananja (jednacina
(3.35)). Populaciju generacije podesavali smo na 1000 - 1200, variranjem pocetne popu-
lacije. Broj koraka pre grananja K takode smo varirali podesavaju¢i RMS multipliciteta,
u sklopu diskusije na strani 21. Vrednost probne energije za koju se populacije generacija
stabiliSsu moze posluziti kao gruba ocena energije osnovnog stanja [21], a preciznu ocenu
dobijali smo kroz mixed estimator, jednacina (3.36).

Proceduru smo ponavljali za sisteme razlicitih velicina N = 4,6, 10, 20, 50, 100, 200.
Racunali smo osnovna stanja u potprostorima S = 0, —1,—2, tj. energije osnovnog,
najnizeg tripletnog i najnizeg kvinupletnog stanja, kao Sto je opisano na strani 8. Za male
sisteme pocetna populacija se malo menja GFMC evolucijom (N = 10, py = 800), dok
je za vece sisteme potrebno krenuti od manje populacije (N = 200, po = 200) da bi se
na kraju ona stabilisala na ~ 1000. Ovo je posledica osobine vodecée varijacione talasne
funkcije da je tim bolja Sto je sistem manji.

Rezultati za energiju osnovnog stanja dobijeni GFMC algoritmom vodenim dvoparam-
etarskom talasnom funkcijom prikazani su na Slici 4.4 i u Tabeli 4.3. zajedno sa anal-
iticki poznatim rezultatima. Istu energiju smo racunali i sa jednoparametarskom vodecom
funkcijom, ali samo kao proveru ispravnosti programa, jer se ispostavlja da je to neefikasno.
GFMC proracun voden dvoparametarskom talasnom funkcijom je svega 10-20% sporiji
a greska je za red velicine manja. Ovi rezultati se medusobno odli¢no slazu u granici
procenjene greske.

Iz Tabele 4.3 se vidi da GFMC daje egzaktne rezultate za N = 4, 6 kao §to se i ocekivalo

s obzirom da je vodeca dvoparametarska funkcija u tom slucaju egzaktna. Interesantno
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Slika 4.4: Rezultati MC simulacije osnovnog stanja homogenog lanca. Kvadratiéi i trou-
glovi oznacavaju VMC rezultate dobijene jedno- i dvoparametarskom varijacionom funkci-
jom respektivno (Tabele 4.1 1 4.2), a kruziéi reprezentuju GFMC energije (Tabela 4.3).
Greske su manje od veli¢ine simbola. Linije predstavljaju fitove objasnjene u tekstu.

Strelice oznacavaju analiticki poznate energije beskonac¢nih sistema, (4.3) i (4.4).

N Eytme/N | Ey(egzaktno)/N
1 [ —0.2500) —0.25

6 | —0.21713(0) |  —0.21713

20 | —0.19520(2) -

50 | —0.19350(2) -

100 | —0.19316(1) -

200 || —0.19308(1) -

00 --- —0.193147

Tabela 4.3: GFMC rezultati sa dvoparametarskim s za razliite velicine sistema i

poredenje sa poznatim egzaktnim rezultatima.
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je ekstrapolirati GFMC rezultate na beskonacan lanac. O detaljima ekstrapolacije bice
viSe re¢i u narednom poglavlju, a ovde samo navodimo da se dobijena energija osnovnog

stanja skalira sa velicinom sistema po zakonu

E(N) 0.01044  0.98306
N? ’

Sto daje neotezinjeni fit polinomom drugog stepena. Greska slobodnog ¢lana u jednacini

= —0.19332 + (4.6)

(4.6) po ovakvom fitu je AEy;; = 3-107", tako da se ovaj rezultat
Engmc
— = —0.1933(3 4.7
ame) @ (@)

slaze sa analitickim (4.4), odnosno GFMC procedura zaista daje egzaktnu energiju os-

novnog stanja.

A[J]

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30

Slika 4.5: Tripletni (puni) i kvintupletni (prazni kvadrati) gap-ovi homogenog lanca. Pune
linije: numericko resenje Bethe ansatza [23]. Isprekidane linije: analiticki vode¢i ¢lan (4.8)

za dugacke lance [24].

Rezultati proracuna pobudenih stanja, najnizeg tripletnog i najnizeg kvintupletnog,
dati su na Slici 4.5. Poredenja radi, navodimo analiticki rezultat za gap-ove koji odgo-

varaju fiksiranoj magnetizaciji m = S!'/N dobijen Bethe ansatz-om [24]

A 7.‘_2 ) m2 _— |5’§0t|

lnm) ’ N ’ (48)
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koji je na Slici 4.5 predstavljen isprekidanim linijama. Ovaj rezultat vazi samo za velike
N, i slaganje sa GFMC je evidentno za N > 100.

Poredenje je takode moguce sa numerickim reSenjem Bethe ansatz integralnih jednacina
(23] prikazanim punim linijama na Slici 4.5. Jedina aproksimacija u ovom resenju se sas-
toji u prelasku sa sume po stanjima sistema na integral, koja je sve grublja Sto je sistem
manji. Odstupanje od GFMC rezultata za N < 10 pripisujemo upravo toj aproksimaciji.

Na osnovu nasih podataka fitovanjem nalazimo asimptotski izraz za gap u funkciji mag-

A(m) =% 1 1ln|lnm]|
—_— = — 1 = . 4.9
N 2 " +21nm+3 (Inm)? (4:9)

Prva dva ¢lana u tom razvoju su poznata iz ranijih numerickih istrazivanja [23].

netizacije:

Iz svega ovoga zaklu¢ujemo da simulacija homogenog 6 = 0 lanca GFMC metodom
daje pouzdane rezulate za energije osnovnog i najnizih tripletnih i kvintupletnih pobudenih

stanja sistema (2.7).
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Glava 5

Proracun osobina modulisanog
Heisenberg-ovog antiferomagnetnog

lanca

U ovoj glavi ¢emo opisati nase rezultate za osnovno i pobudena stanja modulisanog
antiferomagnetnog Heisenberg-ovog lanca. U odeljku 5.1 bi¢e opisana verifikacija MC
programa u ovom slucaju, a u odeljku 5.2 da¢emo pregled izracunatih energija. Ovi
rezultati nam omogucavaju identifikaciju i interpretaciju nekih modova u Ramanskim

spektrima NaV,0j, Sto ¢e biti izlozeno u odeljku 5.3.

5.1 Verifikacija algoritma

Kao sto je veé vise puta naglaseno, verifikacija ispravnosti programa je centralna tema
u numerickom radu, a ovaj odeljak ima za cilj da je demonstrira u slucaju modulisanog

lanca.

5.1.1 Egzaktna dijagonalizacija

U prethodnoj glavi uverili smo se da je GFMC algoritam pouzdan u simulaciji ho-
mogenog lanca. Da bi se u to uverili i u slu¢aju proizvoljno modulisane interakcije duz
lanca, izvrsili smo istovremeno egzaktnu dijagonalizaciju i GFMC simulaciju za neke
parove N i §. Poredenje dobijenih rezultata prikazano je u Tabeli 5.1. S obzirom da
je egzaktna dijagonalizacija cesto koriSéen metod, u literaturi postoje neki rezultati na
kojima takode mozemo da proverimo ispravnost implementacije GFMC algoritma, Sto

prikazuje Tabela 5.2.

37
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Vidimo da se GFMC rezultati odli¢no slazu sa rezultatima egzaktne dijagonalizacije.
Stavise, od ukupno 18 parova rezultata koje poredimo, tacno 12 se slazu u granici greske,
odnosno tacno 2/3 egzaktnih se nalazi u intervalu E, e & AE, e, a svih 18 se nalazi u
intervalu Ejfme & 2AE .. Ovo je indikacija da je i GFMC ocena greske dobra i da je
mozemo tumaciti standardno, u smislu Gauss-ovske raspodele GEFMC rezultata.

5 N=6,E |N=10,E, | N=10, Er | N =10, Eg
0.00 GFMC | —1.3029(1) | —2.0150(5) | —1.5927(4) | —0.4756(3)
0.00exact | —1.30278 | —2.01545 | —1.59221 | —0.47593
0.05 GFMC | —1.3116(1) | —2.0390(7) | —1.5971(4) | —0.4775(3)
0.05exact | —1.31167 | —2.03867 | —1.59693 | —0.47729
0.1GFMC || —1.3377(1) | —=2.1030(5) | —1.6112(4) | —0.4813(4)
O.lexact | —1.33774 | —2.10300 | —1.61104 | —0.48136

Tabela 5.1: Poredjenje rezultata GEFMC i egzaktne dijagonalizacije

o N =20, Ey | N =20, Ap
0.00 GFMC || —3.9039(4) | 0.2179(8)
0.00 exact || —3.90438 0.21794
0.02GFMC || =3.917(1) | 0.227(2)
0.02exact || —3.9174 0.2273
0.05 GFMC || —3.9789(5) | 0.2709(9)
0.05exact || —3.97822 0.26972

Tabela 5.2: Poredjenje GFMC rezultata sa egzaktnim dijagonalizacijama iz [26]

Posto je utvrdeno da GFMC i egzaktna dijagonalizacija daju identi¢ne rezultate, dalje
ih koristimo paralelno u proucavanju energetskog spektra antiferomagnetnog lanca spinova
S = 1/2 modulisane interakcije J.

Egzaktnu dijagonalizaciju matrice hamiltonijana (2.7) izvrsili smo za sisteme veli¢ine
N =4,6,8,10,12, 14 za razne vrednosti modulacije §. Za vece sisteme N=20,50,100,200
koristili smo GFMC proceduru. Rezultate oba metoda paralelno koristimo u ekstrapolaciji
N — 0.

5.1.2 Lanac idealnih dimera

Rezultate metoda egzaktne dijagonalizacije smo, pored uporedivanja sa GEFMC rezul-
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tatima, nezavisno verifikovali koriStenjem analitickog reSenja za sistem neinteragujucih
dimera, koji se dobija za § = 1.

Energetski spektar ovog sistema je potpuno odreden spektrom jednog jedinog dimera,
koji se sastoji iz svega dva moguca stanja - spinovi su ili paralelni ili antiparalelni. Odgo-
varajuée energije su Ey = —3/2J 1 Ey = 1/2J (kada se koristi (2.7) sa 6 = 1, tj.
interakcija unutar dimera je 2.J). Osnovno stanje ovakvog sistema odgovara situaciji kada
su svi dimeri u osnovnim stanjima ponaosob, a eksitacije se dobijaju pobudivanjem jednog
po jednog dimera. Energetski spektar je dakle ekvidistantan, razdaljina medu nivoima je
2J.

E[J] 24

Slika 5.1: Energetski S = 0 spektar lanca od N = 8 spinova u funkciji 4, dobijen

egzaktnom dijagonalizacijom.

Na Slici 5.1 je prikazana zavisnost od modulacije ¢ spektra lanca od N = 8 spinova,
u potprostoru S = 0. Vidimo kako se sa smanjenjem § ukida degeneracija, prisutna u
sistemu savrsenih dimera, gde u ovom slucaju postoji tacno 5 energetski neekvivalentnih
stanja (osnovno i 4 pobudena - od ukupno 4 dimera).

Verifikaciju rezultata egzaktne dijagonalizacije vr§ili smo i poredenjem sa perturba-
tivnim razvojem u okolini limesa idealnih dimera, tj. za 06 = 1 — ¢, gde je ¢ < 1
(27, 28]. Numericki smo reprodukovali rezultate perturbativnog racuna, egzaktno di-
jagonalizujué¢i hamiltonijan sistema N = 4,6, 8,10, 12 spinova, za § =0.9999, 0.999, 0.99,
0.9, tj. za e =107%, 1073, 1072, 10~'. Radi observacije malih efekata perturbacije na

energiju, povecali smo internu preciznost racunanja u ovom slucaju na cetvorostruku,
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umesto uobicajene dvostruke. Tako smo videli i efekte perturbacije 3. reda.
Kao ilustraciju ove procedure dajemo u Tabeli 5.3 energije osnovnog stanja lanca od

N = 12 spinova u blizini limesa idealnih dimera. Iz podataka u tabeli se vidi da

By 1 3 3, 15, \
0 (1 e 2y 2 . 1
N7 2( 16T 516 T + O(€") (5.1)

Analogno se za tripletni gap dobija

— = (1 —e— € — —+ 0(64)> : (5.2)

Ovi izrazi se slazu sa poznatim rezultatima perturbativnog razvoja do ¢lanova drugog
reda [27], a €lanovi O(e®) su nezavisno dobijeni u [28]. U izrazima za singletni i kvin-
tupletni gap primecuje se zavisnost koeficijenata u razvoju od veli¢ine sistema N koja

ogranicava preciznost na linearni ¢lan

Ay 3 ) Ag 3 )
7—4(1—164-0(6)) , 7—4(1—164-0(6) : (5.3)
€ EO
0.1 -5.553000053406156337989329130300

0.01 -5.955028301890593127925803536189
0.001 | -5.995500281425891549560436780377
0.0001 | -5.999550002812675792273649490218
0 -6

Tabela 5.3: Energija osnovnog stanja N =12 lancazae =1—6 — 0.

Iz svega ovoga zakljucujemo da procedura koja izvrsava egzaktnu dijagonalizaciju is-

pravno radi, ¢ime je ostvarena verifikacija i GFMC rezultata.

5.2 Rezultati

Monte Carlo simulacija dimerizovanog lanca ostvarena je po ekstenzivno verifikovanom
algoritmu kao sto je detaljno opisano u prethodnim glavama. Detalji numericke procedure
ne razlikuju se znacajno, osim $to je radeno samo sa troparametarskom talasnom funkci-
jom (3.25), za koju je utvrdeno da daje rezultate najmanje varijanse u odnosu na vreme
ulozeno u njihovo dobijanje. Proces VMC minimizacije jeste sporiji za tri parametra i
racunarsko vreme je do 20% duze, ali greska ra¢una vodenog ovakvom talasnom funkcijom

je za red veli¢ine manja nego u slucaju dvoparametarskog GFMC.
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Racunali smo energije osnovnog FEj, najnizeg tripletnog Ep i najnizeg kvintupletnog
Eq stanja, za razlicite vrednosti modulacije 6. Ove energije odredene su egzaktno, kao §to
je utvrdeno na homogenom lancu i poredenjem sa rezultatima egzaktne dijagonalizacije.
Dobijeni gap-ovi, tripletni Ay = Ep — Ej i kvintupletni Ag = Eg — Ej, prikazani su u

Tabelama 5.4. i 5.5. i predstavljaju glavni rezultat ovog istrazivanja.

6 A10 AQO A5[) A1[)0 A200 A%)

0.00 || 0.42324 | 0.2179(8) | 0.091(1) | 0.045(2) | 0.025(4) | 0.0085(5)
0.01 || 0.42400 | 0.2204(7) | 0.100(1) | 0.066(2) | 0.074(4) | 0.066(1)
0.02 || 0.42627 | 0.2268(8) | 0.124(1) | 0.108(2) | 0.102(3) | 0.123(1)
0.03 || 0.43002 | 0.2384(8) | 0.154(1) | 0.148(2) | 0.151(3) | 0.1551(1)
0.04 || 0.43520 | 0.2524(8) | 0.188(1) | 0.181(2) | 0.179(2) | 0.1808(4)
0.05 || 0.44174 | 0.2709(9) | 0.216(2) | 0.215(2) | 0.216(2) | 0.2156(1)
0.06 || 0.44957 | 0.289(1) | 0.247(2) | 0.244(2) | 0.247(2) | 0.2450(1)
0.08 || 0.46873 | 0.329(1) | 0.302(2) | 0.305(3) | 0.293(4) | 0.301(1)
0.10 || 0.49196 | 0.375(1) | 0.356(2) | 0.360(3) | 0.361(4) | 0.3603(1)

Tabela 5.4: Rezultati za tripletni gap Ar; za N = 10 egzaktna dijagonalizacija, ostalo
GFMC.

0 || Aig Agg Ago Aqgo Asgo AY

0.00 | 1.53951 | 0.8317(7) | 0.351(1) | 0.174(2) | 0.082(4) | 0.00(1)
0.01 || 1.54041 | 0.8347(7) | 0.364(1) | 0.208(2) | 0.175(4) | 0.16(1)
0.02 || 1.54308 | 0.8432(7) | 0.392(1) | 0.264(2) | 0.226(3) | 0.25(1)
0.03 || 154751 | 0.8554(8) | 0.434(1) | 0.331(2) | 0.302(3) | 0.32(1)
0.04 || 1.55363 | 0.8730(7) | 0.475(1) | 0.389(1) | 0.369(2) | 0.373(1)
0.05 || 156138 | 0.8958(8) | 0.523(2) | 0.451(2) | 0.436(2) | 0.436(2)
0.06 || 1.57069 | 0.9197(8) | 0.573(2) | 0.507(2) | 0.497(2) | 0.495(3)
0.08 | 1.59361 | 0.9711(9) | 0.664(2) | 0.617(3) | 0.607(4) | 0.610(1)
0.10 || 1.32164 | 1.033(1) | 0.761(2) | 0.725(3) | 0.717(4) | 0.720(1)

Tabela 5.5: Rezultati za kvintupletni gap Ag; za N = 10 egzaktna dijagonalizacija, ostalo
GFMC.

Zavisnost od veli¢ine sistema za razne vrednosti modulacije § predstavljena je na Slici

5.2, u slucaju tripletnog gap-a. Kvintupletni gap pokazuje slicno ponasanje.
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Slika 5.2: Tripletni gap At za razlicite modulacije ¢ u funkciji veli¢ine sistema.

Ekstrapolacija rezultata za tripletni i kvintupletni gap na N — oo izvrsena je koriSéenjem

A1,(N,0) = ATo(6) + <% + % + %) exp <_Né\([5)> , (5.4)

gde AR, (0) = Arg(N = 00,d) oznacava ekstrapoliranu vrednost, a Ny(6) je korelaciona

duzina. Sliéne jednostavnije funkcije koriséene su ranije u [29] za ekstrapolaciju rezul-
tata dobijenih egzaktnom dijagonalizacijom po Lanzcos algoritmu za sisteme sa N < 28.
Ovde koristimo opstiju formulu, koja ukljucuje i faktore viseg reda u razvoju po 1/N,
da bi uspesno fitovali i gap-ove dobijene za male sisteme. Rezultati ekstrapolacije su
predstavljeni u poslednjim kolonama Tabela 5.4. i 5.5., kao i na Slici 5.6.

5 0.00 | 0.01] 002 003] 004 | 005 | 006 | 0.08 | 0.10
No(8) | 630(10) | 53(1) | 21(1) | 16(1) | 15.0(5) | 11.7(5) | 10.3(5) | 8.8(5) | 5.7(5)

Tabela 5.6: Korelacione duzine Ny(6) modulisanog lanca (jednacina (5.4)).

Korelacione duzine dobijene fitovanjem po zakonu (5.4) prikazane su u Tabeli 5.6. i
Slici 5.3. Evidentna je divergencija Ny(J) za male 0, Sto je osobina svih faznih prelaza
drugog reda. Osnovna prednost GEFMC proracuna u odnosu na druge algoritme je u opisi-
vanju za red veli¢ine vecih sistema. Za procenu grani¢nih moguénosti GFMC na resursima

kojim danas raspolazemo, izvrsili smo simulaciju za jednu vrednost 0 = 0.05 na sistemu
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100

N,(3)

Slika 5.3: Zavisnost korelacione duzine koriséene u fitu (5.4) Ny(J) od modulacije §. Puna
linija predstavlja fit §—0-87().

N = 500. Za ocenu jednog gap-a potrebno je 6 dana na jednom procesoru Origin2000
racunara. S druge strane, Lanzcos metodom [29] moguée obraditi sisteme maksimalne
velicine N = 28. S obzirom da korelaciona duzina za eksperimentalno relevantan slucaj
d = 0.05 iznosi Ny(0.05) ~ 12, jasno je da je ekstrapolacija nasih GFMC rezultata za
N — oo znatno pouzdanija, Sto je ilustrovano i na Slici 5.5 gde uspravna linija oznacava
najveée N u Lanzcos dijagonalizaciji.

Instruktivno je posmatrati izracunate gap-ove u funkciji d za fiksirano N, §to je

prikazano na Slici 5.4. Vidi se da, kako raste velicina sistema, Ay konvergira ka
Ap(5, N — o0) =265 . (5.5)

Zavisnost (5.5) smo ocekivali na osnovu rezultata perturbativnog razvoja (5.2). Reklo bi
se da je u ovom slucaju odgovarajuéi kriti¢ni eksponent jednak 3/4, ali nije, jer tacniji
rezultati [30, 31] pokazuju da za veoma malo & vazi razvoj Ay ~ 6%/3//]Ind|. Za neku
vrednost modulacije dakle mora se javiti prelaz izmedu ova dva rezima, ali mi ga nismo
videli jer region 6 — 0 nije relevantan u proucavanju NaV,0s5. Ipak, utvrdili smo da
zakonitost (5.5) vazi za sve ¢ > 0.01.

Sa slike 5.4 se jasno vidi kako ne-analiti¢cnost gap-a Ap, parametra poretka u spin-
Peierls-ovom prelazu, nastaje u termodinamickom limesu N — oco. Kao S§to je dobro

poznato, u konac¢nim sistemima Ar je analiticka, a zbog parnog broja spinova u sistemima
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Slika 5.4: Tripletni gap Ar za razlicite modulacije § u funkciji velicine sistema. Puna
linija, redom odozgo nadole, odgovara izrazima 2, /1 + 362, 26%/%.

koje posmatramo takode i parna funkcija, pa za male § vazi
Ar(6, N) = a(N) +b(N)§* +0(5Y) (5.6)

tj. prvi izvod gap-a po 6 za 6 = 0 je identicki jednak nuli za svako konacno N. Iz
ovoga bi se mogao izvuci pogreSan zakljucak da je ovaj izvod jednak nuli i za beskonacan
sistem. ReSenje ovog prividnog paradoksa lezi u dobro poznatoj ¢injenici da granic¢ni
procesi 6 — 01 N — 0 ne komutiraju u tacki faznog prelaza.

Na Slici 5.5 prikazani su tripletni, kvintupletni kao i singletni gap-ovi za § = 0.05, Sto
je relevantno u slucaju NaVy05. Mozemo se uveriti da najnize tripletno odgovara prvom
pobudenom stanju, saglasno teoremama [14]. Ispod ovog stanja ne mogu se nalaziti stanja
veceg ukupnog spina, a vidi se da ve¢ prvo pobudeno singletno stanje lezi iznad najnizeg
tripletnog. Takode se vidi da je singletni gap ispod kvintupletnog. S obzirom da smo
ove rezultate dobili metodom egzaktne dijagonalizacije, dakle za N = 14 i manje sisteme,
nismo u moguc¢nosti da ih pouzdano ekstrapoliramo na beskonacan sistem. Umesto toga,

energiju singletnog gap-a ¢emo u slede¢em poglavlju oceniti koriste¢i GFMC rezultate za
AriAg.

5.3 Poredenje sa eksperimentom
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Slika 5.5: Tripletni, singletni i kvintupletni gap-ovi Ap, A; i Ag za 6 = 0.05 u funkciji

veli¢ine sistema.

U ovom odeljku poredimo nase numericke rezultate sa eksperimentalnim rezultatima
(32, 33]. IzvrSena su merenja Ramanskog rasejanja svetlosti na monokristalu NaV,Os,
sintetizovanom kao §to je opisano u [3]. U dobijenim spektrima identifikovani su novi
modovi koji se javljaju ispod Tsp = 34 K, gde se ovaj materijal ocigledno nalazi u novoj,
uredenoj fazi. Mehanizam faznog prelaza, kao ni sve fizicke osobine ovog materijala, jos
uvek nisu jasni, a asignacija niskotemperaturskih modova u Raman spektrima je aktuelno
pitanje. Dileme u vezi pojedinih modova mogu biti razreSene koriSéenjem numerickih

rezultata prezentovanih u prethodnom odeljku, i prikazanih na Slici 5.6.

Ramanski spektri NaV,0j5 [32] prikazani su na Slici 5.7. Oznaceni su modovi ¢ije
poreklo ¢emo dalje diskutovati - energetski najniza struktura na 66 cm~! i pocetak kon-

tinuuma na 126 cm™"'.

!, merenja su izvrsena i sa veCom rezolucijom (Slika

Sto se tice strukture na 66 cm™
5.7 desno). Vidi se da se ona u stvari sastoji iz dva vrlo bliska moda, ¢ije su pozicije
odredene fitom sa dve Lorenz-ove raspodele. S obzirom da se sa povecanjem temperature
65 cm ™! mod pomera ka nizim energijama (levi inset), jasno je da je on magnetne prirode,
i da odgovara gap-u, prelazu iz osnovnog u najnize pobudeno stanje. Ovaj rezultat se
odli¢no slaze sa rezultatima ranijih merenja [3, 7, 9], koja daju vrednost A=(70+10

1

cm!). Pozicija 67 cm~! moda se ne menja u ovom temperatuskom intervalu, i opisan

je kao fonon sa ivice Brillouen-ove zone, koji postaje Raman-aktivan usled dupliranja
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Slika 5.6: Ekstrapolirani rezultati za tripletni i kvintupletni gap, Ap i Ag u funkeiji
modulacije. Greska je manja od veli¢ine simbola. Puna linija (26%*) odli¢no fituje ek-
strapolirane vrednosti Ar (6 > 0.01), a Ag odstupa od 46%/* ~ 2Ar (isprekidana linija)
za § < 0.1.

elementarne Celije u spin-Peierls-ovoj fazi.

Prirodu kontinuuma koji po¢inje na 126 cm ™! mozemo opisati koriséenjem numerickih
rezultata za tripletni i kvintupletni gap. Njegovom pocetku odgovara singletni gap,
tj drugo pobudeno stanje [34]. Energiju ovog stanja ne mozemo izracunati egzaktno
koriséenjem GFMC metoda, jer ga nismo izolovali kao osnovno stanje nekog svojstvenog
potprostora hamiltonijana (vidi stranu 19), a ne mozemo da izvrsimo ni pouzdanu ekstrap-
olaciju samo na osnovu rezultata egzaktne dijagonalizacije. Ipak, mozemo je proceniti

koris¢enjem relacija dobijenih u aproksimaciji slu¢ajnih faza (RPA)

AQ = QAT —|— € (57)
AT == QAT — 2¢
, (5.8)

gde je € energija veze. Naime, po toj teoriji kvintupletno stanje odgovara razvezujuc¢em
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Slika 5.7: Ramanski spektri monokristala NaV,Os5, mereni na razlicitim temperaturama

T < Tsp (levo). Merenja strukture na 66 cm™!' pove¢anom rezolucijom (desno).

dvo-magnonskom stanju (magnoni paralelnog spina), a prvo pobudeno singletno stanje
odgovara vezanom stanju dva antiparalelna magnona, sa odgovaraju¢om energijom veze
2¢ [34]. Ovo je u skladu sa nasim rezultatima, koji pokazuju da se kvintupletni gap nalazi
na energiji ve¢oj od prostog zbira dva magnona (Slika 5.6).

Iz rezultata merenja koji daju energije jednomagnonskog A i vezanog dvomagnonskog
stanja Ag, vidimo da je energija veze dva antiparalelna magnona 2¢ = 4 cm™!, pa se
odgovarajuée kvintupletno stanje nalazi na rastojanju 132 cm ™! od osnovnog stanja.

Poredenje sa rezultatima MC simulacije, Ar i Ag, daje za modulaciju ¢ i izmenski
integral J vrednosti 6 = 0.047, J = 455 K (veli¢ine gap-ova za 6 = 0.047 ocenjeni su
linearnom interpolacijom izmedu odgovarajué¢ih za § = 0.04 i § = 0.05). Dobijeni rezul-
tati se odlicno slazu sa vrednostima dobijenim fitovanjem rezultata niskotemperaturskih
merenja susceptibilnosti po teoriji Bulaevskog za modulisan antiferomagnetni lanac, koje
sud = 0.048 1 J = 441 K [35]. Ovo slaganje potvrduje ispravnost pretpostavke da
126 cm ! mod odgovara magnetnom singletnom gap-u, a takode i primenjivost rezultata

izvrsene Monte Carlo simulacije u asignaciji i opisivanju Ramanskih spektara.
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Na kraju, zakljucujemo da se NaV,0j5 ispod temperature faznog prelaza Tsp = 34 K
nalazi u spin-Peierls-ovoj fazi, u kojoj se opisuje kao modulisani Heisenberg-ov antifero-

magnetni lanac bez frustracije, sa parametrima interakcije 6 = 0.047, J = 455 K.



Glava 6

Zakljucak

U ovom radu razvijali smo Monte Carlo proceduru za proucavanje osobina jednodimen-
zionih S = 1/2 antiferomagnetika, proizvoljno modulisane interakcije medu spinovima.
Zeleli smo da izra¢unamo energije osnovnog, najnizeg tripletnog i najnizeg kvintupletnog
stanja ovakvog sistema.

Kao prvo, cilj je bio uspostaviti efikasan algoritam i izvrsiti njegovu verifikaciju. U
tu svrhu gore pomenute energije smo ra¢unali za homogen (6 = 0) sistem radi poredenja
sa analitickim rezultatima, poznatim u ovom slucaju. Kao drugo, hteli smo da ovim
metodom izra¢unamo iste odgovarajuce energije linearnog antiferomagnetika proizvoljne
modulacije, koji odgovara spin-Peierls-ovoj fazi sistema. Ove rezultate zeleli smo da
primenimo u diskusiji niskoleze¢ih magnetskih eksitacija, videnih u Ramanskim spektrima
NaV,0s.

Navedeno je ostvareno, i opisano u ovom radu. Energija osnovnog stanja homogenog
lanca izracunata za sisteme razlic¢itih veli¢ina prikazana je u Tabeli 4.3. i na Slici 4.4. Ek-
strapolirana vrednost za beskonacan sistem (4.6) odli¢no se slaze sa analitickim rezultatom
(4.4). Pobudena stanja, najnize tripletno i najnize kvintupletno, takode su izracunata
egzaktno Sto se vidi poredenjem sa poznatim vrednostima na Slici 4.5. Rezultati za mod-
ulisani lanac predstavljeni su u Tabelama 5.4 i 5.5, kao i na slikama u petoj glavi.

Dobijeni rezultati iskorisé¢eni su za asignaciju nekih modova u Raman spektrima NaV,0Os.
65 cm~! mod odgovara magnetnom gap-u, i ova vrednost se odli¢no slaze sa rezultatima
ranijih merenja [3, 7, 9]. Za 126 cm™' mod je ocenjeno da odgovara prelazu iz osnovnog
u prvo pobudeno singletno stanje. Ove ocene, dobijene na osnovu naseg numerickog
prorac¢una, daju rezultate za izmenski integral J i modulaciju interakcije o koji se odli¢no
slazu sa predvidanjima dobijenim merenjima susceptibilnosti [35] i fitovanjem po teoriji
Bulaevskog [6] koja opisuje dimerizovan lanac.

Na osnovu izvrSenih numerickih proracuna i poredenja sa Raman spektrima zakljuc¢ujemo

da se na niskim temperaturama NaV,05 nalazi u spin-Peierls-ovoj fazi, i moze opisati kao

49
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linearni Heisenberg-ov antiferomagnetik sa modulisanom izmenskom interakcijom i bez
frustracije.

Moguénosti daljeg numerickog rada su Siroke, i obuhvataju simulacije razlicitih fizickih
sistema. Kao prvo, nastavljamo proucavanje NaV,05 posmatranjem uticaja necistoc¢a u
kristalu na spektar magnetskih eksitacija. Naime, sa dopiranjem se snizava temperatura
faznog prelaza i gap se smanjuje. Ovakvo ponasanje bi moglo da se objasni efektivnim
razbijanjem beskonacnog lanca, od strane nemagnetnih primesa, na vise lanaca konacne
duzine. To znac¢i da Monte Carlo simulaciju tada treba izvrsiti uz koris¢enje otvorenih
grani¢nih uslova, jer dobijeni lanci ne interaguju, posto ih primese fizicki razdvoje. Umesto
ekstrapolacije, rezultat za beskonacan sistem treba traziti usrednjavanjem rezultata za
lance konacnih duzina u zavisnosti od njihove zastupljenosti u sistemu, a koja zavisi
od broja primesnih atoma po jedinici duzine. Ovaj rad je u toku, ali rezultati su jo§
preliminarni i zato nisu prikazani na ovom mestu.

Dalje, moguce je proucavanje istog sistema uz ukjucivanje frustracije ili ladder-sistema.
Ove dve situacije su ekvivalentne u smislu numerickog algoritma, jer treba uzeti u obzir
interakciju svakog spina sa jos tacno dva dodatna, a postoje¢i kod samo modifikovati.
Probnoj talasnoj funkciji treba dodati jo§ parametara, ¢ime bi se usporio algoritam i u
minimizaciji i u GFMC proceduri, ili osmisliti kvalitetniju probnu funkciju koja bi bolje
opisivala ovakav sistem.

Takode bi bilo veoma interesantno izracunati dinamicki form-faktor ovakvog sistema,
Sto bi omoguéilo poredenje xi tumacenje i spektara dobijenih neutronskim rasejanjem,
odnosno dalo informaciju i o k& # 0 prelazima. U ovakvim simulacijama se koristi metod
maksimalne entropije, koji je, za razliku od koris¢enog GFMC metoda, samo priblizan.
I pored toga, glavna osobina ovog metoda je da mu se greSka sistematski smanjuje za-
davanjem §to vise poznatih relacija (uslova veze) u prou¢avanom sistemu. To znaci da u
slucaju linearnog antiferomagnetika mozemo ocekivati njegovu uspesnu implementaciju,

s obzirom na sve relacije i osobine izracunate u okviru ovog rada.
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