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Apstrakt

Razmatramo moguénost p-talasnog sparivanja kompozitnih fermiona u spe-
cijalnom slucaju sistema bozona unutar najnizeg Landauovog nivoa na pu-
njenju v = 1. Uprkos mnogobrojnim dokazima iz numerickih eksperimenata,
radenih na sferi i torusu, da je Fafijan najverovatniji kandidat za opis osnov-
nog stanja, analiticki prilaz preko teorije polja nije dovoljno jasan. Zapravo
najrigorozniji, kontinualni opis koji su uveli Paskje i Holdejn, a dalje razvio
Rid, u aproksimaciji srednjeg polja, istice formiranje Fermi mora kompozit-
nih fermiona. U cilju razresenja ove zagonetne kolizije pomenute numerike i
analitike, najpre, pomoc¢u numericke metode egzaktne dijagonalizacije, ana-
liziramo spektre tri relevantna kandidata sa siftom -2,-1 i 0 na sferi, i upore-
dujemo njihove energije osnovnog stanja u termodinamickom limesu. Zatim
predlazemo formalizam koji analiticki u aproksimaciji srednjeg polja vodi ne-
kompresibilnom osnovnom stanju koje ima formu Fafijana.
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Uvod

Kvantni Holov efekat (KHE) je makroskopski kvantni fenomen koji se javlja u efektivnom
dvodimenzionalnom (2D) sistemu elektrona, ohladenih do temperature koja je blizu apsolutne
nule i u prisustvu jakog spoljasnjeg magnetnog polja.

Otkriven je pocetkom 1980. godine (skoro 100 godina nakon otkri¢a klasi¢nog Holovog efekta)
kada je Klaus fon Klicing ' primetio da u sistemu dvodimenzionalnog elektronskog gasa pod gore
navedenim uslovima, Holova provodnost poprima diskretne vrednosti

62

U:Vﬁ’

v je ceo broj,

i to je praceno jakim minimumom longitudinalne otpornosti [1]. Ono Sto je odmah bilo za¢udu-
juée i neverovatno jeste izuzetna preciznost kvantizacije (s obzirom da se radi o mnogocesti¢nom
elektronskom sistemu), koja je otporna na necistoce kao i geometrijske detalje dvodimenzional-
nog sistema. Efekat je stoga odmah privukao ogromnu paznju ¢ime je 1982. godine usledilo
otkriée tzv. frakcionog kvantnog Holovog efekta (FKHE) (Cui 2, Stormer 2, Gosard [2]) kada je
pokazano da v ne mora biti iskljuc¢ivo celobrojna vrednost, ve¢ moze biti i odredeni racionalni
broj v = g. Na pocetku su platoi Holove provodnosti primeceni na frakciji v = % i %, a kasnije
kako je uzorak postajao cCistiji i kako su sve nize temperature postizane, tako se sve vise platoa
otkrivalo. Najveéi broj njih je za v sa neparnim imeniocem, nekoliko je primeéeno i sa parnim
imeniocem u visim Landauovim nivoima (LL), ali nijedan takav u najnizem.

Prvo objasnjenje FKHE za v = % gde je m neparan broj, dao je 1983. godine Laflin 2 [3].
On je predlozio talasnu funkciju koja je imala visok stepen preklapanja (99%) sa numerickim
reSenjem osnovnog stanja kona¢nog sistema (do 15 elektrona) sa Kulonovom interakcijom. Laflin
takode konstruise talasne funkcije za naelektrisane ekscitacije? sistema.

Za objasnjenje ostalih (ne-Laflinovih) v = 2p:+]_ (n i p su pozitivni celi brojevi) najpre
su Halden [4] i Halperin [5] predlozili tzv. hijerarhijsku konstrukciju sa kojom su, polazeéi od
poznatog Laflinovog stanja na odredenoj frakciji, iterativno generisali niz stanja na drugim
frakcijama.

Konceptualno drugacije mikroskopsko objasnjenje ne-Laflinovih frakcija v = ﬁ ponudio
je Dz. Dzein 1989. godine posmatraju¢i FKH stanja aproksimativno kao celobrojna kvantna
Holova stanja odredenih kvaziGestica tzv. kompozitnih fermiona® [6].

Cern-Sajmonsov prilaz preko teorije polja u kome su elektroni ta¢no modelirani kao fermi-
oni vezani za paran broj (fiktivnih) kvanata fluksa (koji na neki nac¢in reprezentuju paran broj
vorteksa Dzeinovog kompozitnog fermiona) prvi koriste Lopez i Fredkin [7] da opisu DzZeinov
niz nekompresibilnih FKH stanja. Velika prednost Cern-Sajmonsovog pristupa jeste moguénost
jednostavnog i donekle sistemati¢nog racuna veli¢ina kao Sto je provodnost koja moze eksperi-
mentalno da se meri.

!Nobelova nagrada 1985. godine.

2Nobelova nagrada 1998. godine.

3Laflinove ekscitacije spadaju u tzv. Abelove anione (eng. anyons) — Cestice sa netrivijalnom statistikom i
frakcionim naelektrisanjem.

4Kompozitni fermion predstavlja vezano stanje estice i parnog broja tzv. vorteksa, ako su te &estice elektroni,
a ako su bozoni onda neparnog broja.



Ubrzo nakon toga, Halperin, LI i Rid (HLR) [8] (takode Kalpier i Zeng [9] ) koriste Cern-
Sajmonsovu teoriju polja i koncept kompozitnih fermiona da objasne odsustvo platoa u Holovoj
provodnosti sistema elektrona na frakciji popunjenosti v = % Ukratko, elektroni zbog prisustva
vorteksa efektivno “osecaju” slabije magnetno polje nego sto je spoljasnje, a na punjenju v = %
ispostavlja se da je ovo efektivno magnetno polje nula, tako da kompozitni fermioni obrazuju
kompresibilno stanje slicno Fermi moru.

Za razliku od polupopunjenog najnizeg Landauovog nivoa eksperiment [10] pokazuje da
stanje elektrona na v = % (polupopunjen drugi Landauov nivo) ima bitno drugacije ponasanje.
Pojava platoa u Holovoj provodnosti sugerise da ovo stanje ne moze biti objasnjeno na isti nacin

kao $to su elektroni na v = 1. Veruje se da je najbolji kandidat da opise FKHE sistema elektrona

nav = % Mur-Ridovo stanjz: tzv. Fafijan® [11], koji se interpretira kao p-talasno spareno stanje
kompozitnih fermiona.® Uverenje je pre svega zasnovano na numerickim studijama [12, 13, 14, 15]
koje su pokazale visok stepen preklapanja Mur-Rid stanja sa pravim osnovnim stanjem dobijenim
procesom egzaktne dijagonalizacije konacnog sistema elektrona sa Kulonovom interakcijom.

Motivisani radom Boma i Pajnsa [17] koji su razmatrali kolektivne ekscitacije 3D elektron-
skog gasa sa Kulonovom (dugodometnom) interakcijom, Sankar i Murti [18] analizirju HLR
teoriju i predlazu hamiltonijanski pristup na prosirenom Hilbertovom prostoru. Slicno kao sto
Bom i Pajns uvode plazmone kao dodatne (oscilatorne) stepene slobode, Sankar i Murti ana-
logno tretiraju vortekse, koje kombinujuéi sa elektronima, ugraduju u hamiltonijan uz dodatni
skup veza. Primena ovog prilaza na sistem polupopunjenog najnizeg Landauovog nivoa dovela
ih je do dipolne interpretacije: ponasanja kompozitnih fermiona na nacin gasa neutralnih dipola
[19].

U zelji da dodu do potpunog analitickog opisa i boljeg razumevanja stanja Fermi teénosti u
najnizem Landauovom nivou Paskje i Holdejn [20] , a neSto kasnije i Rid [21], razmatraju si-
stem popunjenog nivoa v = 1 bozona, konstruisuéi jasnu i preciznu reprezentaciju kompozitnih
fermiona na prosirenom Hilbertovom prostoru uz zanemarivanje doprinosa drugih nivoa (efek-
tivno projektujuéi na samo jedan izolovani Landauov nivo). Oc¢ekivanje koje proizilazi iz Ridove
teorije je da kompozitni fermioni formiraju Fermi tecnost. Ipak sa ovakvom slikom se ne slazu
brojni numericki eksperimenti radeni na sferi i torusu [22, 23, 24, 25, 26] i koji tvrde da je pravo
osnovno stanje bozona unutar najnizeg Landauovog nivoa na punjenju v=1 (sa repulzivnom
kontaktnom interakcijom) jedno nekompresibilno kvantno Holovo stanje — bozonski Fafijan —
dobijen kondenzacijom parova kompozitnih fermiona. Ovde treba imati na umu ogranicenja ko-
ja oba pristupa poseduju: Ridov preko usrednjene teorije polja koja mozda grubo odbacuje vazne
fizicke pojedinosti neophodne za sparivanje fermiona, i numericka egzaktna dijagonalizacija koja
se sprovodi na veoma malom sistemu (oko 16 Cestica) Sto je dosta daleko od termodinamickog
limesa.

Novija zapazanja koja iznose Dong i Sentil [27], koja za razliku od Ridovog pristupa di-
namici, konstruisu hamiltonijan adaptiran na dipolnu reprezentaciju sa svojstvenom energijom
polarizacije dipola, daju odredene smernice, ali neka pitanja ostaju neresena. Prvo pitanje se
odnosi da dodatnu simetriju koju poseduje njihov hamiltonijan, vezanu za izmenu L i R stepeni
slobode, odnosno p” i p gustina. Drugo, BCS pristup u aproksimaciji srednjeg polja generise
dva p-talasna stanja suprotnih ugaonih momenata [ = —1 i [ = 1 (zbog dodatne simetrije),
ali kako se ispostavlja, prema [28], za njih se ne moze tvrditi da predstavljaju Fafijan i njego-
vog konjugovanog partnera. Na kraju “bozonski problem”ostaje neresen i mi trenutno nemamo
mehanizam sparivanja koji bi vodio osnovnom stanju “Fafijanskog tipa”, kako se zapaza u nu-

SFafijan ima krajnje neobi¢ne osobine za fiziku. Naime njegove naelektrisane ekscitacije ispoljavaju ne-Abelovu
netrivijalnu statistiku. Danas se dosta istrazuju jer potencijalno imaju vaznu ulogu u (topoloskom) kvantnom
racunanju [16].

STaénije ofekuje se da varijanta Fafijanske (Mur-Ridove) konstrukcije opisuje osnovno stanje.
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merickim eksperimentima.

Stoga, u ovom radu se bavimo sistemom bozona na punjenju v=1, konkretno u Poglavlju 5
razmatramo nacin koji bi u formalizmu proSirenog prostora stanja, tj. u reprezentaciji kompo-
zitnih fermiona, vodio Fafijanu kao pravom opisu sistema i njegovog osnovnog stanja. Ali pre
toga, rad zapocinjemo uvoded¢i najvazniju teoriju vezanu za kvantni Holov efekat podeljenu u dva
poglavlja. U Poglavlju 1 se bavimo integralnim kvantnim Holovim efektom, dok u Poglavlju 2
obradujemo frakcioni kvantni Holov efekat. Poglavlje 3 uvodi Ridov formalizam za sistem bozo-
na na punjenju v = 1 kao okvir za dalja analiticka razmatranja. Poglavlje 4 posve¢ujemo, nakon
uvodenja sferne geometrije, numerickom delu naseg istrazivanja. Nakon toga prelazimo na po-
menuto Poglavlje 5 koje predstavlja centralni deo teze. Na kraju iznosimo zakljucke i navodimo
otvorena pitanja za dalja istrazivanja.
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1. Integralni kvantni Holov efekat

1.1. Klasican Holov efekat

Omov zakon I = % implicira da je jacina struje kroz otpornik proporcijalna padu napona
na njemu. U veéini situacija struja tece u istom pravcu kao sto je vektor jacine spoljasnjeg

elektri¢nog polja. U diferencijalnom obliku Omov zakon ima oblik

—

J=0oE (1.1)

gde je o provodnost, J = gnv gustina struje za Cestice naelektrisanja ¢, gustine n i koje se kreé¢u
brzinom .

1879. godine Edvin Hol [44] otkriva da u prisustvu magnetnog polja struja tec¢e u pravcu nor-
malnom na pravac spoljasnjeg polja. Drugim recima, prolazak struje indukuje napon normalno
na pravac protoka struje. Ovo je poznato kao Holov efekat.

Slika 1.1: Holov efekat oznacava pojavu razlike potencijala koja je ortogonalna kako na spoljasnje elektri¢no
polje, tako i na njemu popre¢no magnetno polje

Efekat nastaje kao posledica ¢injenice da magnetno polje uzrokuje da se naelektrisane Cestice
kreé¢u po krugu. Jednacina kretanja cestice mase m i naelektrisanja ¢ u magnetnom polju B je

—

d "
md—;} =—e?vX B (1.2)

Ako izaberemo B = Bé. = ¥ = (,9,0), dobijamo dve kuplovane skalarne (po komponentama)
diferencijabilne jednacine drugog reda

mx = qBy
my = —qBx

13



1. Integralni kvantni Holov efekat

Opste resenje je

z(t) = X — Rsin(wet + ¢) (1.3)
y(t) = Y + Rcos(w.t+ ¢)

gde je w, = % ciklotronska frekvenca. Vidimo da se Cestica kreé¢e po kruznici sa centrom u tacki
(X,Y) i frekvencom w.

Pojava napona normalno na pravac protoka inicijalne struje kao i magnetnog polja B je u vezi
sa Holovom otpornoséu ppr, koja linearno zavisi od magnetnog polja B. Ovo se moze pokazati
primenom Drudeove jednacine [41]

dv - = v
m— =qFE +qV X B—m—, 1.5
o =Bt - (1.5)
gde je 7 srednje vreme izmedu dva sudara. Interesuje nas stacionarno resenje pa je ‘é—g = 0,
odakle sledi - -
Thp—5-Lyx B
m m
Primenom izraza za gustinu struje J = qnv dobijamo
- 1 = - m -
E=-—JXB+—-J. (1.6)
ngq ng’t

Tenzor otpornosti p koji je definisan relacijom E= ﬁj ima i vandijagonalne elemente u xy ravni.
Prethodnu jednac¢inu mozemo da napisemo u matri¢cnom obliku

Ey Pzz pccy) (Jx> Pzy
= 1.7
<Ey> <Py:v Pyy Jy (L.7)

gde je ppz = pyy = nq";T = po! longitudinalna otpornost, dok
vandijagonalni ¢lanovi pg, = —pyy = —n% = pp predstavljaju
Holovu otpornost. Graficki prikaz zavisnosti otpornosti pzs i pay Paa

od magnetnog polja B dat je na Slici 2.2. Holov koeficijent je
definisan sa

Pzy 1
Ry=")=—— 1.8 B
a B nq (18)
. . | E Slika 1.2: Longitudinalna i
Za J, = 0 nalazimo da je Ry = 57 Holova otpornost
Kada je poznat tenzor otpornosti moze se lako odrediti pro-
vodnost
A a1 oo 1 —WeT
= = = 1.9
a=r 10)37’2 (WCT 1 ) ( )
gde je 00:”%2 DC provodnost u odsustvu magnetnog polja.

U eksperimentu se meri otpor R koji se od otpornosti p razlikuje za geometrijski faktor.
Medutim za p,, ove dve veli¢ine se poklapaju (do na znak). Da bismo se uverili u ovo razmotrimo
materijal duzine L sa padom napona V, u y pravcu i ja¢inom struje I, izmerenom u x pravcu.
Tada je
Vy LB, Ey

TR Al A (110

Ry =

Primetimo da samo Paa zavisi od T 1 pyr — 0 kad 7 — o0.

14



1. Integralni kvantni Holov efekat

Drugi nacin da sve ovo pokazemo jeste razmatranjem Galilejeve simetrije [29] (u odsustvu ne-
Cistoéa). Neka naelektrisana ¢estica miruje u laboratorijskom sistemu u spoljasnjem magnetnom
polju:

LAB: E =0, B=B¢,, =0
Primenom busta —¢ prelazimo u pokretni sitem tako da se u njemu cCestica kreée brzinom .

Posto ukupna Lorencova silaF = q(E + %17 X é) mora ostati nula?, sledi da je za

_ 1 . -
POKRETNI SISTEM: £ = -9 X B, B = Bé,, J =qnv
C
Odatle sledi da je
- 1 - =
E=—-—JXB. (1.11)
ngc

Tenzor otpornosti je dat sa E? = Pij JJ pa odgovarajuéom identifikacijom dobijamo

_nfzc (_01 é) (1.12)

Vidimo da sistem bez necistoc¢a, invarijantan na Galilejeve transformacije, ima samo vandijago-
nalne elemente tj. samo Holovu otpornost.

X
Il

1.2. Integralni kvantni Holov efekat

Skoro sto godina nakon otkri¢a Holovog efekta, 1980. godine van Klicing, koriste¢i uzorak
koji su pripremili Dorda i Peper [1], otkriva tzv. Integralni kvantni Holov efekat (IKHE)?
U dve dimenzije Holov otpor je definisan sa
Vi
Ry = -2 (1.13)
1
za koji ocekujemo da je proporcijalan magnetnom polju B. Ovo je zaista uoceno u slabim
magnetnim poljima. Za dovoljno veliko B (i dovoljno niske temperature) efekti kvantne mehanike
se pojavljuju i Holova otpornost nije vise linearna po B veé¢ grafik zavisnosti Holovog otpora (ili
napona) od magnetnog polja B ispoljava odredeni broj platoa (Slika 1.3), koji uzimaju vrednost

127h
Ry — = 1.14
H=- (114)
1 e?
_ — 1.1
“1 =y = Vanh (1.15)
ili u Holovom naponu
127h
Vig=—-—"-1 1.16
= (116

Ono sto je takode prisutno jeste da na mestima gde se javljaju platoi Holovog napona, longitu-
dinalni otpor i napon uzimaju vrednost nula

R =0, (1.17)

sto implicira da imamo stanje bez disipacije slicno superfluidu [42].

2Lorencova transformacija tacno daje elektri¢no polje koje mora da ponisti Lorencovu silu 27 x B
30tkri¢e IKHE je povezano sa tehnoloskim napretkom u proizvodnji visoko kvalitetnih tranzistora (silikonski
MOSFET) za realizaciju 2D elektronskog gasa [30].

15



1. Integralni kvantni Holov efekat

| W 3.0
12
H 2.5
10
- 2.0
g 8 D
S %
= —H 1.5 =
o 6 B
4 — 1.0
2 — 0.5
0 ) f H 0.0

6 8 10 12
B(T)

Slika 1.3: Integralni kvantni Holov efekat

Platoi se pojavljuju okolo onih vrednosti magnetnog polja tako da je tzv. frakcija popunjenosti

ili faktor punjenja

ngo

V= — 1.18

. (1.18)

celi broj. Ovde je n 2D elektronska gustina, a ¢g = @ kvant fluksa.
Kvantizacija Holovog otpora je univerzalan fenomen [38], tj. nezavisan od pojedinih osobina

uzorka kao $to je geometrija, materijal u kome je proizveden 2D elektronski gas, i Sto je naj-
vaznije, nezavisan od koncentracije i distribucije necistoéa uzorka. Ova univerzalnost* je razlog

ogromne preciznosti kvantizacije Holovog otpora (provodnosti).

1.3. Landauovi nivoi

Osnovni sastojak u razumevanju kvantnog Holovog efekta jeste Landauova kvantizacija tj.
kvantizacija kineticke energije (slobodnih) naelektrisanih Cestica u (ortogonalnom) magnetnom

polju.
Posmatramo nerelativisticku naelektrisanu cesticu mase m i naelektrisanja g = —€, koja se
kreée u zy ravni u prisustvu spoljasnjeg magnetnog polja B ortogonalnog na ravan, B = —Bé,,

B > 0. Zbog jednostavnosti pretpostavi¢emo da su naelektrisane Cestice bez spina (za dovolj-
no veliko magnetno polje spinovi Cestica postaju polarizovani, tako da Zemanov élan mozemo
odbaciti kao nebitnu konstantu®) [40]. Hamiltonijan za ovakav sistem je

(1.19)

gde je A = ff(?) vektorski potencijal i V X A = —Bé.. UnoSenjem (elektro)magnetnog polja u
sistem simetrija sistema postaje lokalna, tako fizicki relevantne veli¢ine moraju imati kalibraciono
(eng. gauge) invarijantan zapis odnosno fizika ne sme da zavisi od izbora kalibracionog uslova.
Ni kanonski impuls p ni vektorski potencijal A nisu kalibraciono invarijantne veli¢ine, ali tzv.

mehanicki (kovarijantni) impuls % ]5’ - fA jeste.
Cilj nam je da odredimo spektar cestlce u magnetnom polju

H ’En> =E, |En> : (1'20)

4Ona se vidi i u tome da kada je Ry, = 0, srednje vreme izmedu sudara 7 — co u IKHE.
50vo je opravdano u veéini eksperimenata.
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1. Integralni kvantni Holov efekat

2, 2
w2 it

Hamiltonijan je zapisan kovarijantno H = 7— = —5 2. Ako potrazimo komutator komponenti
mehanickog impulsa
. . R
[r1, 2] = ihgB = ihqB = ZE, (1.21)

. def .. . q- ..
gdejely = 4/ (% tzv. magnetna duZina, vidimo da one ne komutiraju, odnosno one su medusobno

kanonski konjugovane veliCine, tako da je hamiltonijan formalno identican onom za harmonij-
ski oscilator. Standardno se definiSu reprezentacije korenih vektora (poznatijih kao operatori
podizanja i spustanja)

= (m1 — ima), (1.22)

koje zadovoljavaju komutacionu relaciju [a,a'] = 1 (bozonska algebra). Hamiltonijan je tada

oblika .
H = %(aTa + aa'). (1.23)

Mozemo konstruisati prostor stanja, pocevsi od de-
finisanja osnovnog stanja [0) sa a|0) = 0, a zatim
izgradnjom ostatka delovanjem na njega sa af

ot ) = VA FTln+ 1),
alny =+vnln—1).

Nt

N

E
hwe
hwe

Stanje |n) = (il/%n |0) ima energiju Fico,.

1
2

1
E, = hwe(n + 5), n € N. (1.24) GUSTINA STANJA

Dakle, u prisustvu magnetnog polja energetski nivoi Slika 1.4: Landauovi nivoi
Cestice postaju ekvidistantni sa procepom izmedu sva-

kog nivoa Sirine hw.. Ovi energetski nivoi nazivaju se

Landauvovi nivoi [40].

1.3.1. Vektor centra orbite

Ako primetimo da smo krenuli sa dva stepena slobode, a zavrsili sa jednim, jasno je da Landa-
uov nivo nije odreden jedinstveno, veé¢ postoji degeneracija stanja. Ova degeneracija je posledica
lokalne (gauge) simetrije. Da bismo “videli” degeneraciju (tj. iscrpeli svojstveni potprostor odre-
den sa |n)) moramo nas skup operatora progiriti sa jos jednim medusobno konjugovanim parom,
koji komutiraju sa H.

Analogno klasi¢noj teoriji uvodimo wektor centra orbite po kojoj se Cestica krece

2
R=(XY)=7— %Béz X 7, (1.25)
l2
X=x+ %WQ,
l2
Y=9y—- ﬁBm.
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1. Integralni kvantni Holov efekat

R je konstanta kretanja, Sto se moze videti racunanjem komu-
tatora [X, H] = 01 [Y, H] = 0. Takode mozZe se proveriti da su
koordinate centra orbite medusobno kanonski konjugovane veli-
¢ine

[X,Y] = —il% (1.26)

To znaci da vazi Hajzenbergova relacija neodredenosti

2
AXAY > %B (1.27)

Slika 1.5: Vektor centra orbite

koja kaze da ne mozemo istovremeno lokalizovati stanje sa obe,
X 1Y koordinate, a mera te neodredenosti je upravo magnetna
duzina [;.

1.3.2. Degeneracija Landauovog nivoa

Degeneracija odredenog Landauovog nivoa jednaka je broju dopustenih stanja na datoj (ma-
kroskopskoj) povrsini A. Komutaciona relacija [X,Y] = il2 je analogna komutacionoj relaciji
izmedu polozaja i impulsa [z, p] = —ih Cestice u 1D prostotru (jer oba para zadovoljavaju tzv.

Hajzenbergovu algebru). Ako je duzina tog prostora L, onda je impuls kvantovan sa p = @n

(n € Z), pa je je Sirina izmedu dva susedna stanja impulsa Ap = @ Ako L, predstavlja interval

svih moguc¢ih vrednosti impulsa, onda je degeneracija stanja na povrsini faznog prostora L - L,

Ly _Lp-L
Ap  2rh

Kod 1D ¢estice veli¢ina 27h predstavlja elementarnu éeliju (kvant dejstva) faznog prostora. U
slu¢aju Landauovog nivoa, po analogiji sledi da je A povrsina i prostora stanja, a 27l2 je njegova

elementarna éelija (12 igra ulogu h). Odatle sledi da je degeneracija Landauovog nivoa

A AB )

T 21i2B ¢

= _ = 1.28
¢ 27l2 ( )

gde je ® ukupan fluks kroz povrsinu A, a ¢g = % je kvant fluksa. Dakle, degeneracija Landa-

uovog nivoa je jednaka broju kvanata fluksa kroz povrsinu sitema [40].

1.3.3. Jednodesti¢éni bazis

Koordinate centra orbite, X i Y ne komutiraju medusobno, ali komutiraju sa komponenta-
ma mehanickog impulsa w1 i mo, kao i sa H. S tim u vezi, ponovo na slican nac¢in definisSemo
reprezentacije korenih vektora

1
pf & X +iY 1.29
S (X ) (1.29)
det 1 .
b= X —iY 1.30
S (X =) (1.30)
koje zadovoljavaju [b, bf] = 1. Operatori b i bl komutiraju sa a, af i H tako da za neko stanje

svojstvene energije F, mozemo operatorima b i b iscrpeti ceo potprostor, odnosno dobiti sva
stanja koja odgovaraju istoj energiji. PoCevsi od osnovnog stanja

0,0y =01ib[0,0) =0 (1.31)
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1. Integralni kvantni Holov efekat

sa operatorima podizanja mozemo izgraditi bazis
(ah)"(eh)™
vnlm!

gde n =0,1,... karakteriSe Landauove nivoe energije E, = hw.(n + %), dok m =0,1,..., Ny
prebrojava stanja iste energije.

|n,m) = |0,0), (1.32)

1.3.4. Talasne funkcije u simetri¢noj kalibraciji

Da bi konkretno odredili talasne funkcije neophodno je da izaberemo kalibracioni uslov.
Odabir kalibracionog uslova zavisi od toga koju simetriju Zelimo da sac¢uvamo.
Biranjem tzv. Landauovog kalobracionog uslova [40]

A = B(y,0,0), (1.33)

hamiltonijan nema zavisnost od x koordinate i stoga komutira sa p,. To implicira da je p, = hk,
dobar kvantni broj i (posto je impuls generator translacija) da je sistem translaciono invarijantan
duz z ose. Dobijanje talasnih funkcija stanja u Landaovoj kalibraciji pogledati u [31]. Mi ¢emo
ovde nastaviti sa radom u tzv. simetricnoj kalibraciji

Bx7 B
= Sy, —=.0). (134)

A=

Ovakav izbor narusava translacionu simetriju u oba pravca, ali odrzava rotacionu oko koordi-
natnog pocetka. Ovo znaci da je ugaoni momenat dobar kvantni broj.
Dalje, prelazimo na nezavisne kompleksne promenljive

z=x+1y (1.35)
Z=x—1y.
Tada je
0 z
T V2 (lp=— — = 1.
a iv2 (lBaz 413) (1.36)
0= —iva (il 4 = (1.37)
0z Ay
0 z
A P 1.
f<38z+4l3> (1.38)
b Va2 - = (1.39)
B b0z Al '
Ugaoni momenat L = —iﬁ% se lako moze izraziti preko ovih operatora
0 0
L= — —z— ) =hrbb—a 1.4
h(zaz Z@z) R(b'6 —a'a) (1.40)
odakle se jasno vidi da ugaoni momenat komutira sa hamiltonijanom, [L, H] = 0. Posto je
bib|n,m) = mn,m) i afa|n,m) = n|n,m) sledi da je
Lin,m) = (m —n)h|n,m). (1.41)
u n-tom Landauovom nivou, odnosno
L|0,m) =mh|0,m) (1.42)
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1. Integralni kvantni Holov efekat

U najnizem.
Sada ¢emo odrediti talasne funkcije bazisa. Talasnu funkciju osnovnog stanja g o(z,2) =
(2, 2|0,0) mozemo dobiti iz uslova (z, z|a |0,0) = (z,2|b|0,0) =0
(2,2]al0,0) =0
_ 2
= (lB% - ﬁ) Yo0(2,2) =0 = too(z,2) = Ci(2) eXP(-%)
(2,2z|0]0,0) =0
2
= (& -4 ) too(z2) =0 = doo(z2) = Ca(z)exp(- )

Iz Ci(z) = Ca3(2) = %Cl(z) = %02(2) =0 = Ci(z) = Cy = const., pa je talasna funkcija
osnovnog stanja u simetriénoj kalibraciji

2|2

Yo0(z,2) = Coe & (1.43)

gde je Cp normalizaciona konstanta. Dejstvom operatora b’ mozemo lako da odredimo sva stanja
unutar najnizeg Landauovog nivoa

~ ~ (bT)m ~ Lm _|z\22
m(z,2) = (2,2|0,m) = —— 2,2) = —————=e 1.44
T,Z)(], ( ) < | > ¢0,0( ) l?m ( )

vm!
Primetimo da su talasne funkcije najnizeg Landauovog nivoa polinomi po z (do na Gausov
faktor), Sto znaci da su one analiticke funkcije po z [40].

1.3.5. Faktor punjenja

Do sada smo govorili samo o jednoj naelektrisanoj Cestici (elektronu) i njenim moguéim
stanjima. Ako zanemarimo meducesti¢nu interakciju, dodavajuéi Cestice u isti sistem one najpre
popunjavaju stanja najnizeg Landauovog nivoa (kada smo na 7' = 0) i to sve dok ne iscrpe
degeneraciju, posle cega prelaze na sledeé¢i nivo itd. U tu svrhu korisno je definisati faktor
punjenja kao odnos broja Cestica (elektrona) u sistemu i broja kvanata fluksa

_ Ne  2mnh  ngo
~ N¢ ¢B B’

1%

(1.45)

gde je n gustina cestica. Primetimo da je v inverzno proporcijalno ja¢ini magnetnog polja, tako
da sa porastom ove jacine Landauov nivo moze da primi sve vise i viSe Cestica.

1.4. Popunjeni Landauovi nivoi i nekompresibilnost

Za proizvoljno v, ako zanemarimo meducesti¢nu interakciju i u odsustvu necistoc¢a, osnovno
stanje je izuzetno degenerisano, posto elektroni u delimi¢no popunjenom Landauovom nivou
mogu biti rasporedeni na ogroman broj nac¢ina [31]. Za celobrojni faktor punjenja, v € N,
osnovno stanje je jedinstveno. Talasna funkcija osnovnog stanja jednog popunjenog Landauovog
nivoa u simetri¢noj kalibraciji ima jednostavan oblik dat sa (do na normalizacioni faktor)

1 1 1
zZ1 k2 23 ...
_Lz_|z.|2 —LZ-\Z'P
@ =71 22 B e BT = [z —am)e BT (1.46)
Z1 Zy 23 ... j<k

20



1. Integralni kvantni Holov efekat

gde smo iskoristili da je Vodermond determinata jednaka [, (2; — zx)-

Popunjeni Landauovi nivoi imaju vaznu osobinu, a to je da su nekompresibilni [32, 43].
Kada je celi broj v Landauovih nivoa popunjen postoji diskontinuitet hemijskog potencijala
w= (g—f]) p» Jer dodavanje dodatnog elektrona zahteva energiju hw. (koliki je razmak izmedu

Landauovih nivoa), i posledi¢no izotermalna kompresibilnost K~ = p? (g—’;) postaje nula.
T

Drugim rec¢ima, sistem sa popunjenim Landauovim nivoima je nekompresibilan, jer infinitezi-
malno kompresovanje sistema, zbog procepa izmedu osnovnog i prvog pobudenog stanja, zahteva
konac¢nu koli¢inu energije.

Nekompresibilnost stanja za celobrojno v i pad longitudinalnog otpora Ry, na nulu je direktna
posledica strukture Landauovih nivoa. Da bi platoi Holovog otpora bili formirani neophodno je
uvrstiti u sistem i necistoce [40] (koje se inace pojavljuju u realnom eksperimentu). Ukratko,
necisto¢e modifikuju spektar tako sto se degenerisana stanja Landauovih nivoa u njihovom
prisustvu Sire i obrazuju zone. Jednocesti¢na stanja koja su blizu neperturbovane energije F,
formiraju zone produzenih (eng. extended) stanja [45]. Ove zone su razdvojene sa lokalizovanim
stanjima koja ne doprinose transportu (tzv. pokretni procep), i sve fok je Fermi nivo na ovim
lokalizovanim stanjima, Holov otpor se ne menja. Vise o ulozi necistoéa u formiranju platoa
Holovog otpora (ili provodnosti) pogledati u [40].
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2. Frakcioni kvantni Holov efekat

Otkrice integralnog kvantnog Holovog efekta je dovela do znacajnog povecanja interesa za
2D elektronske sisteme, i do 1982. godine istrazivaci su poceli da osec¢aju sigurnost u razumevanju
zasto Holov otpor (provodnost) mora biti kvantovana veli¢ina. Otkrice iste godine Frakcionog
kvantnog Holovog efekta (FKHE) od strane Cui, Stormer i Gosarda [2] doslo je kao veliko izne-
nadenje, Sto svedo¢i naziv “anomalni kvantni Holov efekat”, kako je nazvan u ranim radovima.

Prvi plato koji je primeéen je za v = % Ubrzo nakon toga primeceni su platoi na v =

%, %, %, %, ... u okviru najnizeg Landauovog nivoa, takode i v = %, g, %, ... u okviru visih. Do
danas je zabelezeno preko 100 platoa. Veéina ima neparan imenilac, ali postoje i izuzeci kao $to

—_5;7
suv=g31isj.

1.6 =
14 | ?
12 | N
g [ l %
= 08| <,
o z
06 [ o
3z
0.4 P>
Il
0.2 _A
0
6
B[T]
1.6
=2 (xp] 05
- = ® =2 v=2|"
14 T8 3
12+ o + 4
!l ™ A -4 045
1L S I Il |
—_ < Y Y — &
g i ¥ | B + 2
= ™ > = i 104 =
x ™ c I X
+1 = R o
‘ﬂ‘ oo
8 1 4 0.35
. 0.3

Slika 2.1: Eksperimentalna merenja Holovog otpora Rp i longitudinalnog otpora R, kao funkcije magnetnog
polja B primenjenog normalno na 2D elektronski gas

U korenu kvantizacije IKHE lezi nekompresibilnost koja se javlja sa tacno popunjenim Lan-
dauovim nivoima. Ono Sto je potrebno za sli¢no razumevanje frakcionog KHE je nekakav me-
hanizam zbog kojeg odredene frakcije v imaju osnovno stanje sa istom osobinom. Odmah je bilo
jasno da moramo, za jedan takav mehanizam, da ukljuc¢imo interakciju izmedu elektrona. Samo
interakcije mogu da dovedu do postojanja procepa u ovakvom sistemu, i nacin na koji one to
¢ine predstavlja jedinstven primer jako korelisanih sistema, a ubrzo ¢emo videti i zasto.

Kako uslovi FKHE nalazu, zbog jakog magnetnog polja Kulonova interakcija izmedu elek-
trona je mnogo manja od ciklotronske (kineticke) energije (koja je ista za sve elektrone koji
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2. Frakcioni kvantni Holov efekat

pripadaju istom Landauovom nivou), ali sa druge strane, zbog zahteva visoke mobilnosti (¢isto-
¢e) uzorka je mnogo vecéa od potencijala koji dolazi od necisto¢a. Na ovaj nacin je data hijerarhija
energetskih skala u FKHE

hwe > Vo > Viisorder- (21)

S tim u vezi mozemo da zanemarimo:

1. prisustvo necistoca — one su svakako vazne kao i kod IKHE za formiranje platoa konacne
sirine, ali posto nas zanima samo mehanizam formiranja nekompresibilnih stanja, mozemo
ih ignorisati;

2. mesanje Landauovih nivoa i da odbacimo kineticku energiju kao irelevantnu konstantu;

3. Zemanov clan, jer zbog jakog magnetnog polja mozemo pretpostaviti da su svi spinovi
polarizovani.

Na kraju dolazimo do efektivnog hamiltonijana koji u sebi ima samo Kulonov ¢lan

H=Y V(7)) (2.2)

i<j

gde je Hilbertov prostor ogranicen na samo jedan delimi¢no popunjen Landauov nivo [42].

Ovde ve¢ vidimo da problem FKHE nosi u sebi jednu fudamentalnu tezinu. Obi¢no mno-
gocestic¢ni problem resavamo tako sto na pocetku isklju¢imo interakciju, koju kasnije dodajemo
perturbativno. Medutim u nasem problemu jedino interakcija figurise. Cak i ako bismo za trenu-
tak zanemarili interakciju to bi proizvelo ogroman broj osnovnih stanja, Sto je u vezi sa izuzetno
visokom degeneracijom Landauovih nivoa. U odsustvu interakcije ni jedno stanje nije izdvojeno
od ostalih za bilo koju frakciju popunjenosti. Kada uklju¢imo interakciju degeneracija se na-
rusava i jedna linearna kombinacija dozvoljenih stanja postaje nedegenerisano osnovno stanje.
Ostaje pitanje kako do njega doc¢i? Smatra se da je talasna funkcija koju je Laflin [3] predlozio
na osnovu malog broja pretpostavki prvi veliki korak u objasnjenju FKHE.

2.1. Laflinova talasna funkcija

Talasna funkcija koju je 1983. godine Laflin predlozio za stanje na frakciji popunjenosti
v = %, gde je m neparan broj, je oblika

e ST
Wo(z) = H(Zz' —z)"e B (2.3)

1<j

Ona je antisimetri¢na kada je m neparan broj, a simetri¢cna kada je m parno.

Da bismo motivisali Laflinov anzac podimo sa razmatranjem sistema od dve Cestice u najni-
zem Landauovom nivou, koje medusobno interaguju sa potencijalom V(|7 —7|) [41]. Da bismo
imali odrzanje ugaonog momenta izaberimo simetrican kalibracioni uslov A= g(—y,x, 0). U
njemu su kao sto smo ranije videli jednocesti¢ne talasne funkcije najnizeg LL oblika

i N |4Zl|22 4
_ 2 2.
vm [/ 2m2mm|! ‘ 24

Ova stanja su lokalizovana na prstenu radijusa r = 1/2(m + 1)l3, a eksponent m oznacava ugaoni
moment: L, = hmi,,. Sada mozemo da pretpostavimo oblik dvocesti¢ne talasne funkcije

2 2
IR AED)
2

Unim ~ (214 22)Y (21 — 22)"e & (2.5)
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2. Frakcioni kvantni Holov efekat

gde su M i m (do na h) ugaoni moment centra mase i relativni ugaoni moment, respektivno. Za
elektrone (fermione) m mora da bude neparan broj i moze se smatrati merom meducesti¢nog
rastojanja.

Dalje, operator interakcije izmedu dve cestice

= N dq i (7 — 7
V(=) = [ GsV@er e (26)

—

2
mozemo pomocu razlaganja vektora kordinate 7 = R; — %‘é’z X 7; da projektujemo u odredeni

LL
dq
W‘/@W

Projektovana interakcija komutira sa operatorom relativnog ugaonog momenta dve céestice
= o |
CATA

az .o . 2 .
(n| e%@(ezxm) In) V((j*)e%q(Ri—Rj)

R, — Rj| — = (2.7)
¢ija svojstvena stanja su (2.5) u najnizem LL. Jednom takvom stanju mozemo stoga pripisati
energiju
M,m|Vy; |M,m
um:< Vi | ), (2.8)
(M, m|M,m)

Ove svojstvene vrednosti potencijala V' obi¢no nazivamo Holdejnovim pseudopotencijalom [30)].
Za centralni potencijal one ne zavise od ugaonog momenta centra mase M. Vazno je primetiti
da su stanja diskretna, Sto znaci da svako stanje |M,m) moZemo posmatrati kao vezano stanje
dve cestice iako je potencijal odbojan. Ceo halmitonijan mozemo napisati u obliku

H;j = vapfﬁja (2.9)
m

gde je P4 projektor na stanje dve Cestice sa relativnim ugaonim momentom m.
Sada posmatramo sistem od N > 1 Cestica u najnizem LL. Laflin je funkciju osnovnog stanja
trazio u obliku N
_ﬁ zi:1 |Zz‘2
\110(21,...,2:]\[):f(zl,...,ZN)e B R
gde je f(z1,...,2n) neka analiticka funkcija koja mora biti antisimetri¢na na zamenu bilo koja
dva indeksa z; <+ z;. Uzimajuéi da dominiraju dvocesticne korelacije dolazimo do tzv. Jastrow
zapisa
_41% Zivzl ‘Zzlz
Uo(z1,...,2N) = Hg(zi—zj)e B . (2.10)
i<j
Ali ¢im pretpostavimo ovakav oblik namedce se da je

9(zi — zj) ~ (2 — z)

Ostaje nam da odredimo k tako da ukupna talasna funkcija ¥y opisuje elektrone u najnizem
Landauovom nivou na frakciji popunjenosti v = % U tu svrhu posmatramo jednu c¢esticu unutar
funkcije ¥y. Cinioci koji sadrze u sebi npr. 21 su Hfi 1 (21— 2)k. U ovom polinomu najvii stepen
Cestice 21 je k(N — 1), Sto predstavljan njen maksimalni ugaoni moment, a to je dalje ujedno i
njen broj kvanata fluksa kroz sistem Ng. U termodinamickom limesu N — 0o i, Ny = kN, i iz
fiksiranosti punjenja v = % sledi da je k = m. Tako dobijamo Laflinovo resenje (2.11):

.~ DN |2l
Uo(z) = [[(zi — 2)™e & (2.11)

i<j
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2. Frakcioni kvantni Holov efekat

Sa gledista interakcije ovaj izbor je potpuno opravdan. Svaki elektron ima ne samo jednu
(zbog Paulijevog principa) nego m nula funkcije na svakom elektronu (sem njega). Stoga, pri-
blizavajuéi se drugom elektronu funkcija opada kao stepena funkcija rastojanja sa stepenom m
i verovatnoca da se elektron nade u blizini drugog elektrona je prigusena i minimizacija inter-
akcione energije je veoma efikasna [39].

Takode, mozemo primetiti iz oblika Laflinove funkcije da u slucaju kada je m = 1 (odnosno
v = 1) dobijamo ta¢no Vodermond determinatu (do na eksponencijalni faktor) (1.46) za koju
smo ranije videli da opisuje potpuno popunjen najnizi LL.

Dalje, mozemo upotrebiti pseudopotencijale da konstruisemo N-cesti¢ni hamiltonijan

H = i > v P, (2.12)

m/=1 i<j

gde je Pfr{, projektor na stanje u kome i-ta i j-ta Cestica imaju relativan ugaoni moment m/’.
Lako je videti da je za tzv. “odsecen” potencijal [38]

1, m'<m
vy = { 0 o (2.13)

Laflinova talasna funkcija (2.11) svojstvena sa energijom nula. Posto ovakav model opisuje pot-
puno odbojnu interakciju, svako stanje mora imati energiju £ > 0, pa je Laflinova talasna
funkcija egzaktno osnovno stanje modela. StaviSe, ona je jedino stanje sa energijom nula, posto
ako uzmemo da se ukupan broj cestica i fluks odrzavaju, svako drugo stanje razli¢ito od Lafli-
novog Ce imati par Cestica u stanju sa kvantnim brojem ugaonog momenta razli¢itim od m: ako
je manji od m to ¢e zahtevati dodatnu energiju zbog v,y = 1 kad je m’ < m, ali ako je par u
stanju sa m’ > m, onda da bi se odrzao faktor punjenja postoji najmanje jedan par sa m’ < m i
taj par doprinosi poveéanju energije. Ovakav argument pokazuje da bilo kakvo pobudeno stanje
mora imati kona¢nu i pozitivnu energiju ste¢enu od pseudopotencijala v,,, za m’ < m., sto igra
ulogu energetskog procepa. U tom slucaju stanje koje opisuje Laflinova talasna funkcija je zaista
nekompresibilno stanje.

Ipak, elektroni ne interaguju sa potencijalom (2.13), ve¢ sa Kulonovim potencijalom. Uprkos
tome, pravo osnovno stanje za Kulonovu interakciju dobijeno numericki je pokazalo preklapanje
od ¢ak 98% sa Laflinovom funkcijom.

2.1.1. Kvazicesticne ekscitacije

Moze se pokazati (pomoc¢u anlogije sa plazmom [30]) da sistem koji se nalazi u stanju opi-
sanim Laflinovom talasnom funkcijom ima uniformnu gustinu. Svaka pertubacija ove gustine se
desava u diskretnim jedinicama naelektrisanja poznatim ako kvazicestice. Pozitivno naelektrisane
izbocine naelektrisanja su tzv. kvazisupljine, dok su negativne kvazicCestice.

Uzmimo za primer talasnu funkciju koja opisuje kvaziSupljinu na poziciji n € C [41]

N - Zé\il |2:[?
Yan(m) = [J(zi =m) [[(zr —2)™e #5777 (2.14)
=1 k<l

Vidimo da gustina elektrona nestaje u tacki n. Generalno, mozemo uvesti M kvaziSupljina na
poziciji nj,j =1,..., M

M

Uargn(n1, - ,num) = H

*% Z]\Ll AR
(zi — ) [ [ (ze — 2)me 5770 (2.15)
Jj=11

1 k<l

=
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2. Frakcioni kvantni Holov efekat

Dok su z-ovi koordinate fizickih elektrona (dinamicke promenjive), n su parametri talasne funk-
cije. Funkcija W(n1,...,n0m521,-..,2n) je talasna funkcija elektrona u prisustvu kvazisupljina
fiksiranih na 7 poziciji.

Zav = %, ako ubacimo m kvazisupljina u istu tacku 7, tada talasna funkcija postaje

~ R AL
Ugn(n) = [ [z =)™ [ (on = 2)™e 2 77 (2.16)

i=1 k<l

Kada bi n bila dinamicka promenjiva, onda bismo imali originalnu talasnu funkciju sa dodatnim
elektronom na poziciji 7. Ali, posto je n parametar, talasna funkcija (2.16) opisuje deficit elek-
trona na mestu 77, odnosno ona opisuje pravu Suljinu ¢, = e. Ovo znaci da se m kvazisupljina
ponasa kao jedna obi¢na supljina i stoga (heuristicki) vidimo da kvaziSupljine nose frakciono
naelektrisanje

e =—. (2.17)

Jedna interesantna posledica frakcionog naelektrisanja kvazisupljine je da imaju tzv. netrivijalnu
(Abelovu) statistiku [41].

2.2. Cern-Sajmons transformacija

Zanimljiv prilaz FKHE preko efektivne teorije polja razvili su Zeng, Henson i Kivelson [46].
Osnovna ideja njihovog rada sastoji se u primeni singularne gejdz (eng. gauge) transformacije na
koordinate elektrona, preslikavajuéi time problem interakcionog elektronskog gasa na problem
inerakcionih bozona uz dodatnu gejdz interakciju. U ovoj reprezentaciji elektrone vidimo kao

kompozit naelektrisanog bozona i fluks tube sa neparnim brojem kvanata fluksa ¢y = %

Prateéi Zenga [47] polazimo od mikroskopskog hamiltonijana za 2D (polarizovane) elektrone
u spoljasnjem potencijalu A,

1
o= 3 (- LA —i—Zquxz +3 V(i i=1.. N (218)

2m
7 1<J
Sredingerova jednaéina
H\I/<m1,...,.%'N)ZE\I/(;Ul,...,JJN), (219)

odreduje svojstvene vrednosti koje nas interesuju. U cilju da predemo na bozonski problem
uvodimo unitarnu transformaciju (koja je analogna fazi Laflinove funkcije)

U = e ¥ i<y M (2.20)

tako da je ®(z1,...,2n) = U¥(x1,...,2nN) talasna funkcija koja opisuje bozone, «a;; je ugao
koji zaklapa relativan vektor polozaja i-te i j-te Cestice sa xz-osom, a m je neparan ceo broj.
Moze se pokazati da dejstvom ove transformacije na hamiltonijan H dobijamo hamiltonijan

1

P 1<J

u kome vidimo da se dodatno pojavila gejdz interakcija u vidu vektorskog potencijala

- m<z>0 Y Viay. (2.22)
JF
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2. Frakcioni kvantni Holov efekat

Upravo za m neparno, Sredingerove jednacine

HY =EV
H'®=FEd

definisu isti svojstveni problem.
Dalje, uvodeéi gustinu p(Z) = sz\il d(# — Z;) dobijamo da je

@) =52 [ dyFale)o(a) (2.23)

odakle lako vidimo da @ zadovoljava jednacinu
V X @(&) = mop() (2.24)

Zakljucujemo da su Cestice izvor gejdz potencijala koji opet na njih povratno deluje. Uzimajuéi
vremenski izvod jednacine (2.24) uz jednac¢inu kontinuiteta

@)+ V- j(z) =0 (2.25)
dobijamo V X ad= domp = —d)omﬁ . f, odnosno
ePag(T) = —meoj® (2.26)

Jednacine (2.24) i (2.26) u potpunosti odreduju gejdz polje @(Z,t) i mozemo ih posmatrati kao
analogon Maksvelovih jednacina koje izvodimo iz dejstva

1
L= FF — A" (2.27)

Za gejdz polje @ ispostavlja se da je dejstvo tzv. Cern-Sajmonsov ¢lan (CS)

e y .
Log = S e"Po,0,a, — augt. (2.28)

Kad izaberemo kalibracioni uslov ag = 0, variranjem CS lagranzijana po komponentama gejdz
polja dobijamo jednacine (2.24) i (2.26).

CS c¢lan, iako je izrazen preko gejdz potencijala umesto preko tenzora jacine polja, on je
invarijantan na kalibracione transformacije (do na povrsinski ¢lan):

ay — ay + O AN(Z,t) = L —= L+ 0,(e"P(0,MN)ay) (2.29)

Ukupno dejstvo bozonskog polja ® sa gejdz poljem a,, je

S=8p+S, = /di”xaqp + /d%za, (2.30)
Lo = O (ihdy — e(Ag + ag)) ® — H, (2.31)

= € pvp
Lo P Duoya,. (2.32)

Trazimo resenje, u aprokmmacul srednJeg polja, dejstva (2.30) kad fiksiramo spoljasnji elek-

tromagnetni potencijal Ag = 0 i VxA= —B, gde je B spoljasnje uniformno magnetno polje.
Ako izaberemo najprostiji oblik resenja
®(z) = p, d(x) =—Ax), ag(z) =0 (2.33)
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gde je p srednja gustina Cestica, moze se pokazati da ono zadovoljava obe jednacine kretanja
koje se dobijaju iz dejstva (2.30), ali uz odredeni uslov. Kada resenje (2.33) ubacimo u jedna¢inu
rotd = maeop(z) dobijamo da je

(2.34)

1
B=m¢p = v= —.
m

g‘m‘b|

Dakle, resenje (2.33) je jedino moguée na frakciji popunjenosti v = %

Resenje u aproksimaciji srednjeg polja ®(z) = ./p opisuje bozonsko superfluidno stanje.
Posto bozoni vide kombinaciju gejdz polja d(x) i spoljasnjeg polja /T(x), formiranje uniformnog
superfluida je jedino moguée kada se ova dva polja anuliraju tj. @(z) + E(x) =0, a zbog veze
gejdz polja d(z) sa gustinom bozona (2.24), ovo ponistavanje se javlja iskljucivo kada je v = %

Poznato nam je da naelektrisani Boze kondenzat ispoljava Majsnerov efekat. Upravo ovaj
efekat vodi nekompresibilnosti pocetnog sitema elektrona. Zasto? Zbog jednacine (2.24) svaka
lokalna promena gustine indukuje promenu u gejdz polju a sto dalje rezultuje postojanju efek-
tivnog fluksa u istoj oblasti. Ipak zbog Majsnerovog efekta ovaj fluks ne moze uéi u naelektrisani
Boze superfluid sto dalje znaci da i uniformnost gustine cestica mora biti odrzana tj. fluid je ne-
kompresibilan. Nekompresibilnost moze biti eksplicitno pokazana ako potrazimo funkciju odziva
sistema. Za vise detalja o tome pogledati rad [47].

2.3. Kompozitni fermioni

Nedugo posle otkric¢a najistaknutijeg FKHE stanja na v = %, primecen je i ¢itav niz stanja na
punjenju v = %. U prvom teorijskom pristupu, ovaj niz stanja je interpretiran u okviru tzv.
hijerarhijskih Sema [4, 5]. Mi ¢emo ovde paznju posvetiti alternativnom videnju ovih hijerarhija
pomocu koncepta kompozitnih fermiona, koji je predlozio Dz. Dzein [6] 1989. godine. Do kraja
odeljka pratimo konvenciju iz [40] po kojoj je z = x —iy i B = Bé,, B > 0.

Pre nego Sto definiSemo $ta je kompozitni fermion treba objasniti $ta podrazumevamo za
vorteks u FKHE. Obi¢no u fizici kondenzovane materije vorteks definiSemo sa osobinom da
kompletan obilazak oko njega dovodi do skoka od 27 u fazi parametra uredenja. Medutim u
FKHE vorteks ima malo drugacije znacenje. Pre svega poSto magnetno polje narusava simetriju
vremenske inverzije, talasna funkcija koja opisuje stanje FKHE stoga nije realna. Ako je mag-
netno polje dovoljno jako, tako da se svi elektroni nalaze u najnizem LL, talasna funkcija ima
oblik polinoma (do na Gausov faktor) po z; = x; — iy;. Znamo iz osobina kompleksnih funkcija
da z — n ima vorteks u 1 posto potpuni obilazak oko njega menja fazu za —2mw. Dakle vorteksi
FKHE se javljaju u samoj talasnoj funkciji. Na primer ako talasna funkcija sadrzi faktor tipa
(21 — 29)?P redi éemo da cestica 1 vidi 2p vorteksa na Cestici 2 i obratno. Ako uzmemo Laflinovu
ekscitaciju, npr. kvazisupljinu

N

ban(n) = [z =) [[(ze — 2)™e

1=1 k<l

N
_4112 Yy lzl?
B .

(2.35)

ona cela predstavlja vorteks koji stoga mnosi frakciono naelektrisanje -=. Zbog suprotnosti u

naelektrisanju mogli bismo ocekivati da se elektroni prirodno vezuju za njih i tu dolazimo do
pojma kompozitnih fermiona.
Kompozitni fermion (KF) predstavlja vezano stanje elektrona i parnog broja vorteksa!.

Ponekad se kompozitni fermioni opisuju kao vezano stanje elektrona i parnog broja kvanata magnetnog
fluksa (sliéno kao $to smo videli kod Zenga prilikom formiranja kompozitnih bozona (Odeljak 2.2). Ovakav opis
za KF ima svoje opravdanje u tome da su vorteks i kvant fluksa topoloski sliéni u smislu da oboje proizvode isto
namotavanje (eng. winding) faze: vorteks po definiciji proizvodi faznu promenu od 27 za zatvorenu putanju oko
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2. Frakcioni kvantni Holov efekat

Da bismo uocili znacaj novih stepena slobode podimo od sistema neinteragujuéih elektro-
na na punjenju v* = n € N (Slika 2.2 (a)). Posto se radi o IKHE jasno nam je da je sistem
nekompresibilan tj. osnovno stanje je nedegenerisano, odvojeno od sledeteg pobudenog proce-
pom. Magnetno polje koje “oseéaju” ovi elektroni oznaci¢emo sa B* (moZe biti pozitivno ili

negativno) tako da je "}g’i" = n. Zatim u slede¢em koraku vezemo za svaki elektron bezmaseni,

beskonaé¢no tanak solenoid koji nosi 2p kvanata fluksa usmerenih u €, smeru?. Na ovaj nacin smo
elektrone konvertovali u kompozitne fermione (Slika 2.2 (b)). Novi problem definisan u odnosu
na kompozitne fermione je identi¢an originalnom problemu neinteragujuc¢ih elektrona u magnet-
nom polju B*. Mi smo stoga transformisali nekompresibilno stanje elektrona u nekompresibilno
stanje kompozitnih fermiona.

4o 1 5

(a) (b) (©
Slika 2.2: Put od IKHE do FKHE

Sada mozemo da primenimo aproksimaciju srednjeg polja. Adijabatski (sporo u odnosu na
%, gde je A procep) sirimo fluks tube, prvobitno vezane za elektrone, sve dok ne postanu
deo ravnomernog magnetnog polja® (Slika 2.2 (c)). Na kraju dobijamo Gestice koje se kreéu u
pojacanom magnetnom polju

B = B* 4+ 2ppoo (2.36)
1z relacija v = % ivh=n= ﬁ;{?' sledi da je odgovarajuéi faktor punjenjat
n

Sta nam govori cela ova konstrukcija? Ako sve ove korake posmatramo u obrnutom redo-
sledu, elektroni koji se kreé¢u u jakom magnetnom polju B i nalaze se u frakcionom kvantnom
Holovom (FKH) stanju na specificnom punjenju v = ﬁ, apsorbovanjem 2p kvanata fluksa od
spoljasnjeg magnetnog polja, transformisu se u kompozitne fermione koji se nalaze u integralnom
kvantnom Holovom (IKH) stanju na celobrojnom punjenju v* = n i ose¢aju efektivno magnetno
polje B* (Slika 2.3). Ukratko FKHE cestica se moze posmatrati kao IKHE kompozitnih fermiona
[40].

Fizika kompozitnih fermiona nam na ovaj nacin objasnjava zasto dolazi do FKHE. Elektroni
se medusobno najefikasnije izbegavaju upravo hvatajuéi paran broj vorteksa talasne funkcije
i tako formiraju KF. Rezidualna interakcija izmedu kompozitnih fermiona je slaba i u prvoj
aproksimaciji moze biti zanemarena. Posto se nalaze u efektivhom magnetnom polju, obrazuju
Landauove nivoe koje kada celobrojno popunjavaju dobijamo IKH (nekompresibilno) stanje KF,

njega, sto je takode ista Aranov-Bom faza koju elektron proizvodi kruzeéi oko fluksa. Medutim treba imati u vidu
da je vezivanje fluks tuba za elektron na kraju samo matematicki trik: fluks tube su nefizicke i neutralne [19]. Sa
druge strane vorteksi su fizicke ekscitacije Laflinovog osnovnog stanja i nose frakciono naelektrisanje.

2Moze se pokazati da je ovako dodat fluks sitemu neopservabilan poSto ne menja fazni faktor Fajmanovog
funkcionalnog integrala po bilo kojoj zatvorenoj putanji [31].

3Posto podetno stanje ima uniformnu gustinu elektrona, dodatni fluks vezan za gustinu proizvodi uniformno
magnetno polje.

4Znak 4 u imeniocu odgovara smeru B* = +|B*|e,
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(a) (b)

Slika 2.3: Svaki elektron vezuje dva kvanta fluksa da obrazuje kompozitni fermion. Kompozitni fermioni detektuju
rezidualno magnetno polje koje je dosta slabije od spoljasnjeg magnetnog polja

koje odgovara FKH (nekompresibilnom) stanju elektrona. Postavlja se pitanje da li nam cela
ova konstrukcija moze pomodéi da odredimo talasne funkcije FKH stanja?

Mozemo primetiti da za kompozitne fermione koji se nalaze u IKH stanju sa v* = n ve¢ znamo
talasnu funkciju osnovnog stanja - to je talasna funkcija potpuno popunjenih n Landauovih nivoa
®,,(z,z). Dakle, u cilju da odredimo talasnu funkciju elektrona na frakciji v = ﬁ, najpre
predemo u reprezentaciju KF, koji su na punjenju v* = n i ¢iju talasnu funkciju u principu
znamo, ®,,(z, z). Sledeéi korak je da povezemo ovu talasnu funkciju sa onom koju trazimo ¥, i
nacin da ovo uradimo je Cern-Sajmons transformacija, sli¢na onoj iz Odeljaka 2.2, osim $to ovde
elektroni vezu paran broj m = 2p kvanata fluksa. Prelazak vrsimo preko unitarne transformacije

T, = B, e 2P 2ic; i (2.38)
gde je
P
jj =iln ——L (2.39)
|21 — 24
relativan ugao izmedu cestica ¢ i j. Odatle dobijamo osnovno stanje na v = 2127%%’
zi— 2 \
U, =&, <9> , 2.40
" H |2i — ] (240)

gde se £+ ponovo odgovara smeru B* = +|B*|é,.

U izvodenju ove talasne funkcije posmatrali smo KF kao vezana stanja elektrona i kvanata
fluks tube. Da bismo sa fluks tube presli na vortekse dovoljno je da u talasnoj funkciji (2.40)
odbacimo imenilac |z; — 2;|?P [40]. Ovim kona¢no dobijamo DZeinovu talasnu funkciju® (odnosno
niz talasnih funkcija) za osnovno stanje elektrona na punjenju v = %:

U, =iy [ [ (2 — 7)™ (2.41)
1<j

MozZemo primetiti da za n = 1 dobijamo Laflinovu talasnu funkciju (2.11), gde je m = 2p £ 1.
Za n > 1 talasna funkcija ®,, sadrzi neanaliticke komponente (velike stepene po z). Zato se
Cesto umesto talasne funkcije (2.41) koristi talasna funkcija projektovana u najnizi LL:

U, = Pror@an [ [ (2 — )% (2.42)
i<j

5Dzejnove talasne funkcije imaju visok stepen preklapanja (95%) sa odgovarajuéim funkcijama osnovnog stanja
dobijenih numeri¢kim metodama.

31



2. Frakcioni kvantni Holov efekat

gde Pr 1 oznacava projekciju na najnizi Landauov nivo. Projektor Prrr se obi¢no definise na
slede¢i nacin: najpre normalno uredimo talasnu funkciju (bez Gausijanskog dela) pomerajuéi sve
Z ulevo u odnosu na z, a zatim izvrSimo smenu:

5 0

z

(2.43)

uzimajuéi da izvodi po z ne deluju na Gausijan.

2.4. Polupopunjen Landauov nivo

Do sada smo razmatrali samo sisteme kompozitnih fermiona koji odgovaraju frakciji® v =
Zpmr1 D@ kojima je FKHE primecen. 1993. godine Halperin, Li i Rid (HLR) [8] ukazuju na
zanimljivu ¢injenicu da i u oblastima gde nema pojave KHE, kompozitni fermioni i dalje mogu
biti realizovani.

Videli smo u Odeljku 2.3 da u KF slici dolazi do renormalizacije magnetnog polja, B =
B* 4 2ppog usled vezivanja vorteksa. Posebno interesantna situacija nastupa kada je faktor
punjenja v = % (8to odgovara limesu n — oo). Tada kompozitni fermioni, koji se sastoje od
elektrona vezanog za dva vorteksa (posto je p = 1), efektivno ne “ose¢aju” nikakvo magnetno
polje tj. B* = 0. To dalje znac¢i da oni ne formiraju Landauove nivoe, ve¢ tzv. Fermi more
kompozitnih fermiona. Odsustvo FKHE na v = % onda direktno sledi iz ¢injenice da pobudena
stanja Fermi mora nemaju procep tj. stanje elektrona na v = % je kompresibilno.

Da li mozemo da odredimo talasnu funkciju za ovo stanje? Prirodan anzac za IN-Cesticnu
talasnu funkciju ovakve Fermi tecnosti (FT) je Slejterova determinanta

Op = det (6’93) . IR < kp (2.44)

Dalje, da bismo nasli talasnu funkciju koja odgovara reprezentaciji elektrona, a ne kompozitnih
fermiona, moZemo ponovo iskoristiti Cern-Sajmons transformaciju, posle koje (uz odbacivanje
imenioca da bismo konvertovali fluks tube u vortekse) dobijamo

v, 1= CI)FH(ZZ zj)?, (2.45)

Ovo nije talasna funkcija najnizeg LL. Neanaliticnost potice od skalarnog proizvoda lgz Ty =
%(kiij + k;zj) unutar Slejterove determinante. Formalno, ovaj problem mozemo ponovo izbeéi
projekcijom na najnizi LL. Tako dobijamo talasnu funkciju

Y, 1 =Prrrdet (ei];i'Fj> H (zi — Zj)2 ) (2.46)
2 . .
1<)
koju su predlozili Rejazi i Rid [48] za opis kompresibilnog stanja na punjenju v = %.7

2.4.1. Dipolna interpretacija

Obic¢no kada imamo cestice koje formiraju Fermi more znamo odakle dolaze njihovi impulsi.
Ovde stvar nije ba$ ocigledna s obzirom da je kineticka energija elektrona koji se nalaze u
najnizem LL “ugaSena” (eng. quenched) i ceo hamiltonijan se svodi jedino na meducesti¢nu
interakciju

H=> V(- (2.47)

1<j

50vde ukljuéujemo i Laflinove frakcije za n = 1.
"Rejazi i Rid talasna funkcija ima izuzetno dobar procenat preklapanja sa pravim osnovnim stanjem dobijenim
numeric¢kim metodama [48].
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Da bismo odgonetnuli poreklo impulsa razmotrimo $ta dobijamo nakon projekcija u talasnoj
funkciji (2.42). Kao s$to smo videli u Odeljku 2.3 projektovanjem na najnizi LL pravimo smenu
Zi — 2%% tako da dobijamo

ikiz; —Hl k’l Py 2
U, 1 = det ( ’ 925 > I - =) (2.48)
1<j
Eksponencijalni ¢lan cilik 3 predstavlja translacioni operator: z — z + ikl2. Stoga, nakon pro-
jekcije u najnizi LL dobijamo talasnu funkciju u slede¢em (analitickom) obliku

(H emlz’> H Zi + ikilg) — (Zj + ikjlg)) s (2'49)

1<j

gde je A antisimetrizator® koji dolazi od Slejterove determinan-

k te. Rezultat je da su nule talasne funkcije — vorteksi — pomereni

T za rastojanje |kl2| od elektrona u pravcu normalnom na k. Po-

ﬂ Sto vorteksi vise nisu na elektronu, kompozitni fermion ima dva

O 7 kraja koja se nalaze na rastojanju kl2: na jedom kraju je elektron

nelektrisanja —e, a na drugom su dva vorteksa od kojih svaki no-
—€ te si razlomljeno naelektrisanje +§. Ceo objekat stoga predstavlja

Slika 2.4: Kompozitni fermion je neutralan dzpol elektron korela(nona suplljlina, momenta de Ciji je
neutralan dipol intenzitet |d\ = ekl? i d-k=0.

Energija neophodna za proizvodnju dipola je ekvivalentna

Kulonovoj privlacnoj interakciji V(\d!) = V(I2k) izmedu elektrona i korelacione $upljine. Ra-

zvoj potencijalne energije za malo d treba da pocne sa ¢lanom ~ |d!2 ito je upravo poreklo

kineticke energije. U magnetnom polju oba kraja dipola se kreé¢u u istom pravcu k brzinom %‘;

odrzavajué¢i medusobno rastojanje [19, 48].

2.5. Fafijan

Pocetna tacka u razmatrnju FKH stanja za v > 1 jeste da se fokusiramo na poslednji
Landauov nivo koji je delimiéno popunjen, tretirajuéi nize (popunjene) nivoe kao inertne. U
tom smislu stanje v = § =2 —|— odgovara stanju v = 5 u drugom Landauovom nivou®. Problem
elektrona na v = % u drugom LL mozemo simulirati sa elektronima na v = é u najnizem LL
uz prisustvo efektivne interakcije [40]. Sa ovim bismo ocekivali formiranje Fermi mora KF po
analogiji sa fizikom polupopunjenog najnizeg LL, tj. oCekivali bismo da stanje na v = % bude
kompresibilno. Iznenadenje je usledilo kada je u eksperimentu [10] primeéeno prisustvo platoa
Holove provodnosti.

U pocetku je postojala ideja da spin elektrona ima vaznu ulogu u FKHE v = % [49], ali
su naknadne studije i numericki eksperimenti ipak doveli da je najverovatnije da su elektroni
potpuno polarizovani. Ako stoga odbacimo spinski stepen slobode iz razmatranja, jedini nacin
da objasnimo nekompresibilnost stanja jeste da prihvatimo da kompozitni fermioni formiraju
p-talasno spareno stanje koje opisuje tzv. Fafijan, odnosno talasna funkcija Mur-Rida [11]

1 _% 2{1 |23
Upr = Pf( ) H(ZZ - Zj)26 g T s (250)

T A L

8Da bi talasna funkcija bila nenulta nakon antisimetrizacije, svi k-ovi moraju biti medusobno razli¢iti (i manji
9Popunjen Landauov nivo, kada ra¢unamo i spinske stepene slobode, se ra¢una kao 2 .
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2. Frakcioni kvantni Holov efekat

gde Pf oznac¢ava Fafijan'®. Fafijan proizvoljne antisimetri¢ne matrice M;; je definisan (do na
normalizacioni faktor) sa

PE(M;;) = A(MyoMsy ... My_1.n), (2.51)

gde je A antisimetrizator. Fafijanski faktor upravo doprinosi da sveukupna talasna funkcija
(2.50) bude antisimetri¢mna. Ekvivalentno mozemo ga zapisati kao

N/2

1 .
Pf(M;;) = SN2 ; sign(o) kl_[l M (2k-1),0(2k)-
oeSN =

Na primer ako imamo 4 éestice onda je

Pt 1 _ 1 1 1 1 1 1
Zl'—Z]' _21—2223—Z4 Z1 — k3 %4 — 22 21—2422—23'
Dok je Pf(M;;) izuzetno komplikovana funkcija, njen kvadrat je relativno prost [41]
(PfM)? = det M.

Ovo svojstvo je korisno za racunanje energije talasne funkcije Mur-Rida za koju nam je neo-
phodno samo |¥pe|? .

Mozemo primetiti da BCS (Bardeen-Cooper-Schrieffer) talasna funkcija, za potpuno polari-
zovane elektrone, i u slucaju jakok kuplovanja moze biti
napisana [28] kao

Upos = A(g(F1 — 7)g(F5 — 741) ... g(Fn—1 — TN)) ,
sto je upravo Fafijan koji opisuje p-talasno sparivanje elek-
trona, i Ups se interpretira kao p-talasno spareno stanje

kompozitnih fermiona koji nose po dva vorteksa.
Za sparivanje nam je obi¢no neophodna privla¢na in- Slika 2.5: Sparivanje kompozitnih

terakcija. U nasem sluc¢aju hamiltonijan sadrzi jedino od- fermiona

bojnu Kulonovu interakciju izmedu elektrona. Postavlja se pitanje kako moze doéi do sparivanja
uprkos jakoj odbojnoj interakciji. Stvar je u tome da objekti koji se sparuju nisu elektroni, veé
kompozitni fermioni, koji za razliku od elektrona interaguju slabo odbojno uz mogucénost da ova
interakcija postane ¢ak slabo privlacna. Kako je to moguce? Vezivanjem vorteksa za elektron
dolazi do ekraniranja Kulonove interakcije, tako da efektivno imamo korelacione Supljine oko
svakog elektrona. Posto se broj vezanih vorteksa ne moze menjati kontinualno, moze doé¢i do
“nadekraniranja” (eng. overscreening) Kulonove interakcije. Postoji i numericki dokaz [50] da

je interakcija izmedu dva kompozitna fermiona na Fermi granici odbojna u slucaju v = %, ali
. " _ 5
privlacna za v = 3.

Ono sto je jos vazno istaéi jeste da je Fafijan egzaktno osnovno stanje energije nula modelnog
hamiltonijana elektrona sa trodestiénom interakcijom oblika'! [13]

H="Y" V(625 — )07 — %)) (2.52)

i<j<k

10Bez fafijanskog faktora Pf ( L ) talasna funkcija i dalje opisuje stanje na v = %, ali ima pogresnu izmensku

Zi %)
simetriju.
17U numerickim eksperimentima se koristi i korigovana, verzija:

H = =3 S {VIVi} (0% (7 = 75)8% (s — 7))
gde je S;ji simetrizator [15].

34



2. Frakcioni kvantni Holov efekat

Ovaj hamiltonijan anihilira talasnu funkciju za koju svaka trojka elektrona i,j i k zadovoljava
uslov da ako 7 i j imaju relativan ugaoni moment 1, onda ¢ i £ moraju imati ugaoni moment >
2. Fafijan Up; zadovoljava ove uslove, posto ¢ i j imaju relativan ugaoni moment 1 samo kada
su upareni, ali ako je ¢ upareno sa j, onda ne moze biti upareno i sa k. Posto je rastojanje
izmedu Cestica proporcionalno njihovom relativnom ugaonom momentu, grubo mozemo rec¢i da
sparujuéi se sa Cesticom j (i blize joj stoga prilazeéi) éestica i je u moguénosti da bolje drzi
odstojanje od drugih Cestica i stoga maksimalno umanji interakcionu energiju [37].

Numericke studije realisti¢nih sistema [15] su pokazale da je Fafijan vrlo dobra probna ta-
lasna funkcija Sto se tiCe osnovnog stanja, pogotovo ako je Kulonovo interakcija modifikovana
dodatkom kratkodometnog potencijala oblika V' (r) = V'V?24§(r), i takode Cestica-Supljina simetri-
zacijom Mur-Ridove talasne funkcije. Primetimo da Fafijan, kao osnovno stanje trocCesti¢ne in-
terakcije (2.52), nije simetri¢an na izmenu ¢estica-Supljine. Stanje koje se dobija ¢estica-Supljina
konjugacijom Mur-Ridove talasne funkcije (2.50) je tzv. anti-Fafijan koji takode vazi za validnog
kandidata da opiSe 3 stanje [51, 52, 53].

2.5.1. Ekscitacije Fafijana

Nasge spareno stanje podrzava dve klase pobudenih stanja. Jedna je analogon kvazicestica koje
se javljaju u obi¢noj BCS teoriji. Dobijaju se dodavanjem kompozitnih fermiona ili slamanjem
parova. Stanje sa ovakvim neutralnim fermionskim ekscitacijama lokalizovanih u z se dobijaju
dejstvom na osnovno stanje sa ' (2) [T,(z — 2)™ [11].

Drugu klasu ¢ine naelektrisane ekscitacije i ovde ¢emo se fokusirati na kvazisupljine. Mozemo
analogno kao u slucaju Laflinove kvaziCestice (2.14) predloziti sledeé¢u talasnu funkciju

V(z) = H(Zk - b <ZZ‘ i Zj) H(ZZ - Zj)meié i |Zi‘2- (2.53)

k i<j

Rezultujudi objekat ima naelektrisanje = i moZemo ga razumeti kao dodatak jednog kvanta

fluksa, odnosno jednog vorteksa. Medutim, ispostavlja se da ovaj vid Laflinove konstrukcije
nije najelementarnija naelektrisana ekscitacija. Ako poziciju novog objekta unesemo u fafijanski
faktor dobijamo talasnu funkciju sledeé¢eg oblika

W(2) = Pf ((Zz' —m) (2 — ) + (5 —m)(z — 772)> TG - zj)mefﬁ Tyl (2.5

ZZ'—Z]'

1<j

Primetimo da je argument u Fafijanu antisimetri¢an kao $to je oc¢ekivano. Raspisivanjem Fafijana
mozemo videti da on sadrzi isti broj (z — n) faktora kao u (2.53), ali ovde figurisu pozicije m;
i n2 koje odgovaraju dvoma nezavisnih objekata koje ¢emo oznaciti kao kvazisupljine. Kada se
ove dve kvaziSupljine poklope, tako da je 11 = 12, dobijamo (2.53). Ovo znaci da individualna
kvaziSupljina u (2.54) moze biti shvaéena kao polu vorteks (odnosno polovina kvanta fluksa). One
imaju naelektrisanje e* = 5. Konkretno za m = 2 stanja, kvazisupljine imaju naelektrisanje §
(5to je eksperimentalno potvrdeno za v = 3 stanja [54, 55]).

Ako bismo hteli da napiSemo talasnu funkciju za 4 kvaziSupljine neophodno je da pozicije

Na, @ = 1,...,4 uvrstimo u fafijanski faktor. Jedno takvo stanje je oblika

N
— L TN
e B s

U(12),30) (2) = Pl1a) 30 (2) [ [ (i = 2)™
i<

gde smo definisali

Pf(12)7(34)(z) = Pf ((Zz - nl)(zi - 772)(Zj — 7]3)(Zj — 774) + (Z o j)> '

Zi—Zj
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2. Frakcioni kvantni Holov efekat

Ipak, zbog proizvoljnosti podele 4 kvazisupljine u dve grupe (12) i (34), ovo stanje nije jedinstve-
no, ve¢ postoji jos dva stanja W (13 24)(2) 1 W(14),(23)(2) koje opisuju 4 kvaziSupljine. Medutim,
ispostavlja se da ova tri stanja nisu linearno nezavisna i da bazis ¢ine dva stanja [56]

4qh (m3m0a) /4
N = (1++/1I—x)/2 (P (12),(30)(2) + mg’(m),(zzx) (2))

glah _ (m3n2a)'/4

2 (1—1-\/7)1/2( (12) (34() V19— aWqy), 24())

U generalnom slucaju za 2n kvaziupljina dimenzija prostora stanja je 2”1 [56]. Ovakav vid
degeneracije, odnosno “unutrasnjeg” stepena slobode nije u vezi sa bilo kojom pojedinacnom
kvazisupljinom, umesto toga ona je svojstvo ¢itave kolekcije cCestica.

2.5.2. Majorana mode

Ono sto je karakteristicno za svaki superprovodnik jeste prisustvo vorteksa gde faza konden-
zata trpi skok obilaskom oko njega. Posto se kompozitni elektroni kondenzuju u paru, najjed-
nostavniji vorteks nosi fluks hc = ¢° , pa se iz tog razloga Cesto nazivaju poluvorteksi (mi ¢emo
nastaviti da ih zovemo Vortek81) Om pretstavljaju nase kvazisupljine. Ono sto je specijalno za
Pz +1py superprovodnike jeste da vorteksi imaju nula mode (eng. zero modes) — resenja jednacine
za fermionsko polje u pozadini vorteksa. I sto je joS vaznije, za ove p-talasne superprovodnike,
ove nula mode su majorane.

U fizici visokih energija majorana cestica je fermion koji je istovremeno sam sebi anticestica.

Formalno se uvodi preko operatora
v = ¢ + C;F’ (2.55)

gde su ci cf klasi¢ni fermionski operatori sa algebrom {c;, c;} = ;5. Majorana operatori ocigledno

ispunjavaju uslov ~y; = ’y;r . Moze se lako pokazati da oni zadovoljavaju tzv. Klifordovu algebru
{vi, v} = 2645

Ako uzmemo da ¢! kreira fermion naelektrisanja —e, dok
c kreira supljinu naelektrisanja +e, to znaci da -~y kreira cCesti- X% &)
cu koja je u superpoziciji razlicitih naelektrisanja. Ovo obi¢-
no nije dozvoljeno, medutim, okruZenje u superprovodniku ) @ y
¢ini ovo moguéim. Naime, u superprovodniku broj cCestica o> CD
nije odrzan: dva elektrona (Kuperov par) mozemo dodati
ili oduzeti kondenzatu bez da promenimo svojstvo sistema. gjika 2.6: U superprovodniku éestica i
Zbog toga on ekranira elektri¢no i konfinira magnetno po- $upljina imaju efektivno isto
lje, naelektrisanje nije vise opservabilno, pa stoga elektron i naelektrisanje
supljina imaju efektivno isto naelektrisanje [57].

IR

[e]®) Q@D

Pretpostavimo da imamo 2n vorteksa, svaki sa svojom Majorana nula modom +;. Da bismo
izgradili prostor stanja definiSemo kompleksne fermionske mode

1
k=15 02k-1+72%), k=1,....n (2.56)

v 2(

koje zadovoljavaju fermionske antikomutacione relacije { Wy, \Il;r} = 0. Konstrukciju poc¢injemo
standardno definisanjem vakuuma |0) sa ¥y |0) = 0 za Vk, a zatim ostatak prostora dobijamo
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2. Frakcioni kvantni Holov efekat

sukcesivnim dejstvom operatora kreacije \IIITC:

10)
o} |0)
v [0)

wl. ol o)

n
P
prostor se moze podeliti na dva potprostora: jedan sadrzi paran broj ekscitacija W', dok drugi

sadrzi neparan broj. Svaki od ovih potprostora ima dimenziju 2", i linearno nezavisna stanja
ekscitacija upravo razapinju jedan od ova dva potprostora [41].

Pomoc¢u Majorana nula moda mozemo na jednostavan nacin ispitati i statistiku kvazisupljina.
Za razliku od d > 3 dimenzije gde je grupa izmene permutaciona grupa, u d = 2 izmena cestica
je u prostoru stanja opisana reprezentacijama grupe “uplitanja”(eng.braid group). Generatori
grupe za sistem sa 2n Majorana mode su R;, ¢ = 1,...,2n — 1 koji prave izmenu ¢-tog vorteksa
sa (i + 1) u smeru suprotnom od kazaljke ¢asovnika. Dejstvo ove izmene na Majorana mode je

Dimenzija ovako dobijenog Hilbertovog prostora je ZZ:O ( ) = 2", Kao $to ¢emo videti ovaj

Yi Vil
Ri: ¢ vit1 — —vi
Yo JF LI+
gde minus odgovara promeni faze Majorana mode za 27 kada obidu vorteks. U prostoru stanja
ovo dejstvo je reprezentovno unitarnim operatorom

R; = edV+1igime, (2.57)
Posto je sin(%) = cos(%) = % i (vivj+1)? = —1 sledi da je
1 T

R; = ﬁ(l + Yj+17i)e" (2.58)

1

Fazni faktor e odrazava Abelovu statistiku koja nije fiksna. Za Mur-Ridovo stanje na v = -
1

ispostavlja se da je a = .

Za bilo koje stanje Hilbertovog prostora, dejstvo grupe izmene je |¥) — R; |¥). Ispitajmo
ovo dejstvo na jednostavnom primeru, uzmimo ponovo 4 kvaziSupljine: bazis porostora stanja
je {|0) ,\IJJ{ |0) ,\Ilg |0) ,\IJJ{‘IJ; |0)} i postoje 3 generatora braid grupe: za izmenu 1 <> 21 3 <> 4
odgovarajuci operatori sadrze samo po jedan kompleksan fermion

T

1 . 1 ) . ;i
Ri = ﬁ(l +7271)e™ = ﬁ(l +i— 200] Wy el

1 ; 1 '
Ry = 514 900)e"™ = (1 +i = 20)e™

V2

To znadci da ovi operatori dovode do pojavljivanja samo Abelove faze, Sto se lako moze videti
ako ih predstavimo ka 4x4 matrice

e/t 0 0 e~ im/4 0 0 0
0 e ™4 0 , . 0 e ™4 0 ,
R1 et 0 O eiﬂ/4 0 Bm—a, 1 R3 et O 0 eiﬂ_/4 O emo‘.
0 0 0 e in/4 0 0 0 ein/4
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2. Frakcioni kvantni Holov efekat

Medutim, operator Ry menja 2 <+ 3, odnosno vrsi izmenu dva vorteksa koja pripadaju razli¢itim
parovima u nasoj konstrukeiji bazisa prostora (2.56). Ovo zna¢i da operator Re ukljuc¢uje i ¥y i
Uy

1 . 1 .
Ro= —(1+ e = (1 — (g 4+ UH)(Ty — Wh)eim™,
3 \/5( Y372) \/i( (g + U,) (V¥ 1)

i posledi¢no nije dijagonalan za izabran bazis

1 0 0 —
o1 =i 0 e
Fo=1fy i 1 o]°
7 0 0 1

Ovde vidimo ne-Abelovu prirodu izmene. Stoga se ,generalno, za kvaziCestice stanja Mur-Rida
kaze da spadaju u tzv. ne-Abelove anione (eng. non-Abelian anyons). Primetimo takode da
stanja \Ili |0) i ‘IIE |0), sa neparnim brojem ¥ ekscitacija, se transformisu jedno u drugo pod
dejstvom braid grupe. Drugim rec¢ima ova dva stanja razapinju potprostor koji je ireducibilan
za reprezentaciju iste grupe. Stanja [0) i \Ili\I/; |0) sa parnim brojem W ekscitacija obrazuju
drugi ireducibilni potprostor. Ova osobina se odrzava sa poizvoljnim brojem kvazisupljina tako
da reprezentacije Braid grupe dele ukupan Hilbetrov prostor dimenzije 2" na dva ireducibilna
potprostora (svaki dimenzije 2"~1) koji opisuju dve klase ne-Abelovih aniona [41].
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U ovom poglavlju razmatramo sistem bozona u najnizem Landauovom nivou na punjenju v =
1, kvalitativno identican fermionima na frakciji popunjenosti sa parnim imeniocima. Prednost
bozona je u tome $to mozemo matematicki precizno da uvedemo reprezentaciju kompozitnih
fermiona u prosirenom prostoru. Nas vodi¢ je formalizam kompozitnih fermiona koji su uveli
Paskje i Holdejn [20], a dalje razvio Rid [21]. Kompozitni fermioni u ovom slucaju predstavljaju
vezana stanja bozona i jednog vorteksa, i kao takvi kreé¢u se u efektivnom magnetnom polju
B* = 0. Vorteks (ili korelaciona Supljina) je fermion koji nosi suprotno naelektrisanje od bozona
i stoga kompozitni fermion mozemo interpretirati kao neutralan dipol momenta d= lgl_é X €.

Cilj nam je da najpre kompozitne fermione predstavimo u reprezentaciji druge kvantizacije.
U tu svrhu prvo kre¢emo sa konstrukcijom prosirenog Hilbertovog prostora koji pored fizickih
stepeni slobode (bozona) sadrzi i nefizicke stepene slobode koji dolaze od korelacionih Supljina
(uz prisustvo odgovarajucéih veza). Zatim u drugom odeljku primenom formalizma ispitujemo
moguénost formiranja Fermi te¢nost pomoéu Hartri-Fokove teorije, odnosno u tre¢em odeljku
mogucénost BCS sparivanja. Radi¢éemo u jedinicama u kome je skala duzine Ig = 1.

3.1. Formalizam

3.1.1. Konstrukcija prostora stanja

Neka je za dato magnetno polje B degeneracija izolovanog LL Ny = N inekam =1,..., N
prebrojava jednocesti¢na stanja |m) datog nivoa. U ovom prostoru uvodimo operatore kreacije
a,;rn i anihilacije a,, koji standardno zadovoljavaju komutacione relacije [am,a;rn,] = Opmm’- N-

cesti¢no stanje dalje mozemo zapisati preko operatora kreacije
lmims ... my) =al, al al, 10). (3.1)

Ova stanja dakle ¢ine fizicki prostor stanja.

Sada uvodimo prostor stanja na kome ¢emo opisati kompozitne fermione. U tu svrhu pro-
Sirujemo prostor stanja tako sto uvodimo fermionske operatore koji su matrice sa dva indeksa
Cmn 1 cilm, i koji zadovoljavaju antikomutacione relacije

{emn, cL,m,} = O Onnss, m,n=1,..., N. (3.2)

Jednodesti¢na stanja KF |m, n) = chm |0) su opisana stoga sa dva indeksa: levi indeks m, kao i

ranije, opisuje stanje bozona, dok desni n opisuje korelacione supljine. Totalni prostor kompo-

zitnih fermiona ¢ine stanja chym, - . . Chymy |0).

Moze se pokazati da su antikomutacione relacije (3.2) invarijantne na biunitarnu transfor-
maciju

c — ULCUR (3'3)
& — Uldul, (3.4)
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3. Bozoni na punjenju v =1

gde su Uy, i Ug unitarne N X N matrice koje deluju na leve, odnosno desne indekse respektivno.
Generatori ovih transformacija su operatori

pgn’ = Z CImemn/ (35)
m

J Z cILm,cmn (3.6)
n

Desni operator pf* generie unitarnu grupu U(N)g. Uzimanjem traga ovog operatora dobi-
jamo operator broja cestica

N = Z o Conn (3.7)

1z fizickih razloga zelimo da nam broj Cestica bude odrzan u sistemu, tako da N predstavlja ge-
nerator U(1) globalne simetrije sa svojstvenom vrednoséu N. Preostali deo p* generise SU(N)g
grupu koja predstavlja gejdz slobodu reprezentacije. Fiksiranjem ovog gejdZa nameéemo N? veza
na sistem (ukljucujuéi i onu koja fiksira broj ¢estica)

(p,,lfn/ — 5nn’) |m1m2 e mN> =0 (38)

sa kojima definisemo potprostor stanja koji identifikujemo sa fizickim prostorom. Naime, uslov
(3.8)

) R —
{n_n’ P M1 my) = 1[ma...my) (3.9)

n#n, pR imi...my)=0

izrazava zahtev da je svaka orbitala n jedinstveno popunjena, tako da nefizicka stanja formiraju
uniformnu pozadinu. Drugim rec¢ima, nefizicka stanja su fermioni koji ¢ine spin-singlet reprezen-
tacije SU(N)pg.

Levi operator p” se takode zbog U(1) globalne simerije, koju deli sa pfi: Trpt = Trpft =
N, svodi na generator SU(N)r, grupe koja deluje u fizickom prostoru stanja. U zavisnosti od
hamiltonijana ova grupa se razbija na podgrupe koje predstavljaju rotacije i translacije na nekoj
2D mnogostrukosti (ravan, sfera, torus, ..) U isto vreme ovaj operator ¢e predstavljati fizicku
gustinu na mnogostrukosti.

Fizicko stanje koje zadovoljava uslov (3.8) moZemo zapisati pomoéu Levi-Civita tenzora

|mime...my) = Z 6”1’"2""’"NclechQm2 . 'CILNmN |0) (3.10)
n1,M2,..,NN

Ova stanja su ocigledno singlet u odnosu na reprezentaciju grupe SU(N)pg.

3.1.2. Reprezentacija u impulsnom prostoru

Impuls kompozitnih fermiona k je dobar kvantni broj [18, 21] zbog B* = 0, tako da zelimo
da ovaj KF formalizam reprezentujemo u impulsnom prostoru. Medutim, kao $to smo ranije
videli komponente centra orbite R = (X,Y) ne komutiraju: [X, Y] = —i, prostor unutar LL je
nekomutativan Sto onemogudéava primenu obi¢nog Furijeovog transforma.

Fizicki, stanje kompozitnog fermiona |m,n) mozemo opisati kao superpoziciju stanja sa im-
pulsom k sa tezinom koja zavisi od efektivnog rastojanja izmedu orbitala

dk
Conm = / i (m| 7 [n) cg (3.11)
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3. Bozoni na punjenju v =1

gde je 73 def ik R operator magnetne translacije. Postavlja se pitanje kako da li postoji i kako

glasi inverzna transformacija. Mozemo poc¢i od necega $to “imitira” Furijeov transform
ZZ (nl ™" % |m) e = / m)3/2 ZZ e " m) (m| € F ) €
n m
_ —i(k—K')-R % 12
— [ o S i,
n

gde smo u drugom redu iskoristili da je

iRk i
v | :TE+7€ 2

N

TR = TReie

Za dalje nam je neophodno da izraéunamo Tr 7 = 3=, (m|e™*|m). Ovo moZemo postic¢i kori-

steéi algebru operatora R= (X,Y) koju smo uveli u Pododeljku 1.3.3. Prelaskom na kompleksne
promenljive

k=ky +iky, R=X+1iY,
k=ky —ik,, R=X-iY,

dobijamo da je
OFE _ o3 FRAKR) _ o= R 5k, (3.12)

gde je bf = % ib= % Sada racunamo trag izraza (3.12)

iR B2t
Tre® R = 3 (] et e 3™ e 3" )

m

- Ze“”i (2 @ (52) (ml (61764 |m)

_ Ze \k|2Z %|k§| m/!  peg<m

m —p)!

- 2 Z( "*) A()
- Ze—@Lm <’k2‘2>

m

gde je Ly, (z) = Z? 0 (m)( pl,) P Lagerov polinom. Koristeé¢i relaciju ortogonalnosti ovih poli-

noma dobijamo na kraju da je

TreF R =3 e S (‘k;) m(0) =3 (““;) . (3.13)

m

Iz poslednjeg izraza nalazimo da je

WP’
Z(m]e*' =k 1) = & (|k2k|> (3.14)



3. Bozoni na punjenju v =1

Kada izraz (3.14) uvrstimo u izraz (3.12) dobijamo da je
R K (W kP _ipxi
—ik-R — LK xk
En Em (n|e /M) emn / @n)i72 ( 5 ek xke
k

c
V2T

Iskoristili smo da je [ d"zd (%2 — a) F(n/2)a2 153, odnosno u nagem slucaju [ d?zd (%) = 2.

Na kraju dobijamo inverznu transformacuu

c=V2r ) 0 " (nf 7 g m) con. (3.15)

Operatori kreacije i anihilacije kompozitnih fermiona u stanju sa impulsom k zadovoljavaju
antikomutacione relacije

{ep b} = 2ms(k — k) (3.16)

Dalje mozemo da odredimo i operatore gustine u inverznom prostoru. Za levi imamo

p?%’bm’ = ZCILm’cmTL
_ d?k a2k , T
= [ o | oy (el e
ko ko/ ) » _}XE T
- /(27T)3/2/(27r)3/2 (m/| 7 _glm) em2¥ > F el e

d2k d2q / iEX_‘
- ” thxqt
B / (27)3/2 / (2m)3/2 <m ‘Tq Im) e2 Ch_ %

d%q
_ /27T<m/|7'§]m) Pk (3.17)
gde je
Pk iy
L _ Lkxq.t .
PF _/(27r)2€2 ko (3.18)

Sli¢no dobijamo i za desni operator
d2
pl ., = E o = / o (n| 7z |n' >pq, (3.19)

gde je

d’k g
R _ —5kxq .t
= [ e (3:20)

Veza koja izdvaja fizicki prostor u uveéanom Hilbertovom prostoru (3.8) i u impulsnoj re-
prezentaciji ima svoj analogon

Pg ‘\I’phy5> = (27'()2[_’5(@ (3.21)

$to namece ravnomernu gustinu vorteksa p.
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3. Bozoni na punjenju v =1

Levi operatori u impulsnoj reprezentaciji ne komutiraju za razlic¢ite impulse:

Bk [ PE i i
L L1 _ iExd iixd 4 ;
riorgl = /(27r)2/(27r)2€2 et e g cu_ g
d’k Bk i T
_ Lkxg+k'xq) [ .t A | T . .
- /(2#)2/(2@262 ! ! (cgq {ckac“/_q'}} C C];,_(;, {Clziqﬂ,ck,} ck>
— —
(2m)26(k—K'+q") (2m)28(k—q—K')
2 . . 210 .
_ /(;l ’;QE;MM)C% i _/(621 ’;265 AN, oo
7r - 7'(— —
2 . . . -
_ /(d ’;?2€;kx(q+q')ct ﬁcﬁ<e;¢xq'_e—;@x¢>
27 k—q—q
L L . .. JXQ_; L
[,o(j,p(;,] = 2@51n< 5 )p(ﬂ_‘;. (3.22)

Levi operatori zadovoljavaju tzv. GMP (Girvin, MacDonald, Platzman) algebru. Na analogan
nac¢in moze se pokazati da desni operatori gustine zadovoljavaju istu algebru, ali za Cestice
suprotnog naelektrisanja:

R R __ .. Cfxq_; R
[pq,p(;]——msm( 5 )’Oq_'—i-t]_;' (3.23)

Moze se lako proveriti da levi i desni operator komutiraju [pg:, pg] =0

3.1.3. Ridov hamiltonijan

Nakon konstrukcije prostora stanja za kompozitne fermione sledeéi korak je da formuliSemo
dinamiku sistema. U fizi¢kom prostoru stanja sa bozonskim operatorima a i a (koje smo uveli na,
pocetku odeljka) dinamika je odredena hamiltonijanom koji u reprezentaciji druge kvantizacije

ima oblik .

H= 5 Z Vm19m27m3’m4a;[n1 a;rnga’m4am3 (324)

mi,...,mM4
gde je Vi, mo,ms,ms matricni element interakcije izmedu bozona u izolovanom Landauovom ni-
vou.
U prosirenom prostoru kompozitnih fermiona hamiltonijan ima analogan oblik izrazen sada
preko KF operatora ¢ i cf [21]

1
H= 5 Z Z Vm1m2m3m4cinln1Cingngcmulzcmsm (3'25)

mi,...,M4 N1,N2

Prelaskom u impulsni prostor dobijamo Ridov hamiltonijan (kako éemo ga u nastavku zvati)

1 d?q &
= 520

2

gde je V(q) Furijeov transform obi¢ne dvocesti¢ne interakcije izmedu bozona u koordinatnom
prostoru, a eksponencijalni ¢lan dolazi od projekcije u najnizi LL. Ovaj ¢isto interakcioni hamil-
tonijan redukuje grupu simetrije SU(N)z, na SU(2) kada se radi o sferi, odnosno na magnetne
translacije i rotacije u ravni. Komutira sa desnim operatorom gustine p’*:

[H, p"(q)] =0, (3.27)
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3. Bozoni na punjenju v =1

3.2. Hartri-Fokova aproksimacija

U analizi bozona na v = 1, Rid [21] pretpostavlja da kompozitni fermioni obrazuju stanje
Fermi mora i saglasno tome primenjuje Hartri-Fokovu (HF) aproksimaciju.

HF aproksimacija za translaciono invarijantne sisteme uzima da je svojstveno stanje energije
jedinstvena Slejterova determinanta ravnih talasa. Kao sto znamo ovo je ekvivalentno zameni
hamiltonijana H sa efektivno jednocesti¢nim

1 [ d%k
Hyp = - _cle 2
HF 2 / (2ﬂ_>26k0kck7 (3 8)

gde je €;: efektivna energija za svako stanje ravnog talasa k. Polazedi od Ridovog hamiltonijana
(3.26) raspisanog preko KF operatora:

1 d2q - d2k1 d2k2 71.(’217];2”((? ; ;
= 2/ (2m)? Vi@ // (2m)2 (271)26 ’ 4G R —q B2 (3.29)

~ 1712
gde je V(q) = V(cj’)e_%, jedan brz naé¢in da dodemo do oblika (3.28) uz oCuvanje fermionske
statistike je Vikov razvoj:

C£1+JCIJ%2—Q‘CE2 P 6121+qCTEQ_qCE2651 +<C£1+§CE1>CIE2_§CE2 + <C;%2_LTCEZ>C£.1+(TCE1
— <c£1+qc~2>c£2_§cl—€'l — <C£.2_§CE1> %1+§ck + const
= CJ]%l.s.q’cJ]%Q_(jc%zCEl :+(27T)25E1+17E1n1310;% CEQ ( ) (5];2 quz lcg ;; k1
— (27r)25,; iR nEQCTg g, — (2 )2 o7, qklnklcj2 ¢y, +const.
gde je np = 0(kp — k) za fermione na T' = 0. Zadrzavajuci samo jednocesticne ¢lanove dobijamo

kol d2k2 - s
// <V(0) TQCEQ + V(O)nl—écg <z,
— f/(k‘g — kl)nE2CTICE2 — f/(kg — kl)nglc%zc%)

By Phy (o o
" / / (277)12 (27T)22 <V(0) = Vi - ’“1)>% ct ¢z, (3.30)

Odavde nalazimo da je disperzija
d’ky - d’ky - - -
gde je prvi ¢lan Hartrijev (direktan), a drugi Fokov (izmenski) u kome je sadrzana zavisnost od
k.
72

Za bilo kakvu odbojnu interakciju V(7) = V((j’)e“qT > 0, pa €; raste monotono sa k| za
svako k. Na |k| = kp:

kp  0& d*ky OV (k —k kp [df - =
e S —/ - V(k—k) _ ke ZV(k — k) cos(h), (3.32)
m* " 9|k| Fl<kr (27)% O|k| Com ) on
gde je & = € — 0 je ugao izmedu k i ki i |k] |/<:1| = kp. Za potencijal kontaktne interakcije
V(@) =W 1 konacno i pozitivno, pa je sistem stabilan u odnosu na jednocesti¢ne
ekscitacije.
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3. Bozoni na punjenju v =1

3.3. BCS teorija srednjeg polja

U proslom odeljku smo videli da HF prilaz vodi stabilnoj konfiguraciji koja je analogna opisu
obi¢nog elektronskog gasa. Druga mogucénost za kompozitne fermione bez spina u efektivhom
magnetnom polju B* = 0, koju zZelimo da ispitamo, jeste p-talasno BCS sparivanje.

Polazimo ponovo od Ridovog hamiltonijana (3.26)

d2q d2k‘1 d?ky -~ i (Ri—Fa)xq .t i
/ / / 2 gme (D ot oo (3.33)
koji najpre redukujemo na Kuperov kanal: ky = —ky = —IZ,
d2q d2 - ik
Hpeg = // V(q_)e kxqc£+ch_E_qc_EcE. (3.34)

Mozemo da preimenujemo indekse tako da dobijemo

L[ g Pk oo i
Hpcs = 2// an)? (271)2V(k —q)e CpC L CogCq. (3.35)

U aproksimaciji srednjeg polja

C,E'Cigcﬂicd’: << L*CT P (C,T;CT,,Q - <C£0T,,g>)) ({er—geq) — (c—qeq — {c—q¢q)))
~ —(c IECT E> (c_gegq) + (CTECT_E>C_ 7Cq+ (c— ﬂcq>cL~CT_E (3.36)

gde smo zanemarili kvadrat fluktuacije. Kada izraz u (3.36) zamenimo u (3.35) dobijamo BCS
hamiltonijan u aproksimaciji srednjeg polja:

d2qd2k~ .
1Es = 5 [ Gt VE= 0™ (~(clel De-geq + (el e-ger+ (e-geqefel ;) (337)

Kao i u obi¢noj BCS teoriji definiSemo parametar uredenja

def [ AP o= kg
AL / gV (E = Do) (3.38)

Uzimajudéi i jednocestic¢ni ¢lan, na kraju dobijamo efektivni hamiltonijan

Ko = / one (5120;;‘012 + i(AECEC—E + Afe_geg) (3.39)

adaptiran na fiziku Kuperovih parova kompozitnih fermiona u aproksimaciji srednjeg polja.

Za kompleksno p-talasno sparivanje, [ = &1, uzimamo da je Ay svojstvena funkcija ugaonog
momenta: Az = |Az|e™?, gde je ¢ polarni ugao vektora k [28].

Dalje, dijagonalizujemo hamiltonijan (3.39) uvodeéi kanonsku transformaciju

oy, = ugeg — vge! P (3.40)
ozT_E = ECT_E + vpeg (3.41)

tako da je {ay, ozTE} = 07 7 ivazi Jug|*+|vz|? = 1. Kanonska transformacija prevodi hamiltonijan
(3.39) u jednocesticni oblik

K, —/d%E + const., (3.42)
off = 22 PO n .
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3. Bozoni na punjenju v =1

a da bismo tacno specificirali oblik energije bogoljubona mozemo uzeti da je [ag, Keg] = Erag

Odatle, koriste¢i da je Ap = —A_p up =u_j = u% i vy = —v_p, dobijamo Bogoljubov de Zen
jednacine:

= §pup — Atvg (3.43)

EEUE = —gEUE — AE“E (3.44)

Resavajuéi ovaj sistem jednacina dobijamo da je

= /&2 + 1A (3.45)

Sledeée Sto mozemo jeste da ispitamo Sta se dobija za parametar uredenja. Kada (3.38)
izrazimo preko bogoljubonskih operatora dobijamo na temperaturi T'= 0 da je

*q &= L iExa
AE:/(QW)2V(k_®e XTugug (3.46)

odnosno kad iskoristimo relaciju (koja se takode nalazi iz Bogoljubov de Zen jednacina)

AN

imamo samousaglasenu jednacéinu za parametar uredenja

A —_/ T4y (7 - pexi e (3.47)
ST ) @n? Ve o, ‘
2
U slucaju kontaktne interakcije potencijal ima oblik V( —q) = Voe~ . = pa je
d2q [F—q12 |A |ezlg0
Az =V ikxg kY 3.48
0 / e’ T ¢ g (3.48)

Kada izracunamo ugaoni deo integrala

J<,0 — / %ekq(cosw—isin¢)+il¢

za dva p-talasna kanala dobijamo

0, I=1
T { RS0 - 1 (3.49)

Oba slucaja ne daju pozitivan i konacan procep pa zakljucujemo da Ridov hamiltonijan ne
dovodi do p-talasnog sparivanja kompozitnih fermiona.

46



4. Numericki eksperiment

Zbog makroskopske degeneracije Landauovih nivoa, kao $to smo i ranije videli, frakciona
Holova stanja ne mozemo tretirati perturbativno. Stoga se numericke metode egzaktne dijago-
nalizacije dosta cesto koriste u proucavanju ovakvih stanja.

Da bismo beskonacni 2D sistem modelovali kao konacni sistem podoban za numericki pristup,
vrlo je zgodno da N cCestica konfiniramo na povrsinu sfere. Ocigledna prednost sferne geometrije
je pre svega moguénost da razmatramo unutrasnjost (eng. bulk) sistema zbog odsustva granice.
Drugo, Landauovi nivoi imaju kona¢nu degeneraciju (za konaéno magnetno polje) sto je korisno
u idetifikaciji nekompresibilnih stanja. I treée, imamo potpuno oCuvanje simetrije 2D sistema.

Numericki eksperimenti na sfernoj geometriji su pokazali da relativno mali sistemi (koji se
mogu egzaktno resiti) se ponasaju na mnogo nacina kao beskonacni, tako da se neki parame-
tri sistema (na primer karaktreristicne energije ekscitacije) mogu dobiti iz ovakvih numerickih
proracuna.

Cilj ovog poglavlja jeste da numerickim pristupom ispitamo sistem bozona na punjenju v = 1,
ali pre toga nephodno je da razmotrimo osnove formalizma postavke kvantnog Holovog sistema
na sferi.

4.1. Kvantni Holov sistem na sferi

U sfernoj geometriji dvodimenzionalni list koji sadrzi Cestice je obmotan oko sfere, dok je orto-
gonalno (radijalno) magnetno polje generisano Dirakovim magnetnim monopolom postavljenim
u centar sfere [40]. Jednocestican problem u prisustvu ovog
magnetnog monopola su detaljno razmatrali Vu i Jang [58],

dok je u KHE ovu geometriju prvi uveo Holdejn [4].
\ Magnetni fluks (racunat u jedinicama ¢g) kroz povrs sfere

v\\ / je kvantovan
4 ® = 47TR’B = 2Q¢y, (4.1)
/ \ gde je 2@Q) celi broj, a R poluprecnik sfere. Jednocesti¢ni ha-

52 miltonijan mozemo zapisati na sledeéi nacin
A2
H = : 4.2
2mR2 (42)

Slika 4.1: Dirakov magnetni
monopol postavljen u centar sfere gde je

A=FRx (—z‘hv n %/T(é)) (4.3)

kovarijantan ugaoni moment. Ako fiksiramo gejdz

7 heQ q

moze se pokazati [40] da je
A? =17 — Q% (4.5)
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4. Numericki eksperiment

gde je
L =A+hQQ (4.6)

operator ugaonog momenta koji zadovoljava Lijevu algebru [L;, L;] = the;ji Ly, i Q= %;. Posto
je [L?,L.] = 0, biramo svojstvene funkcije koje istovremeno dijagonalizuju H, L% i L,. Te
svojstvene funkcije nazivamo sfernim magnetnim harmonicima Ygu,, i za njih vazi da je
L*Yqum = 11 + 1)A*Ygum
LZYle = thle

gde je I =0, %, 1,... im = —I,...,l. Posto operator ugaonog momenta nije kalibraciono invari-
jantna veli¢ina, stoga ni celobrojnost m ne garantuje jedinstvenost Y(,,. Ispostavlja se [58] da
zahtev jedinstvenosti stanja namecée uslov

m — (Q = ceo broj,

a posto je @ ceo ili poluceo broj, takav je i m. Takode, iz (4.5) sledi da je [(I+1) > |Q|?, odakle
dobijamo da su dozvoljene vrednosti

I=1QLQl+1,...

m=—l,...,L
Svojstvene vrednosti A% su (I 4+ 1)k — h2Q?, pa su svojstvene energije

92
o+ - @) = =

Ljuske ugaonog momenta , koje prebrojava [, predstavljaju Landauove nivoe u sfernoj geometriji.
Degeneracija svakog nivoa je jednaka ukupnom broju m vrednosti tj. 21 + 1.

2

EFo,=——— hw, 4.
QLT omR2 w (4.7)

4.1.1. Najnizi Landauov nivo

Najnizi Landauov nivo (LLL) ima | = |@Q|, a talasna funkcija je oblika [40]

1
20+1/ 20Q 2 O
Yoom = —1)@7myQ@=my QFm 4.8
QQm <47T (2Q_m)>( )= (4.8)
gde su
0 i 0 _i
U = Ccos 567% i v=sin 567790 (4.9)

tzv. Holdejnove spinorne promenljive [4]. Ove promenljive nisu nezavisne, jer je |ul? + |v|* = 1.
Ovo nam omogucava da dve promenljive stereografski preslikamo na jednu kompleksnu z = 2R
Bazisna stanja su tada data sa

Zm
N,
o\ 1+
(e be)"
a ugaoni moment u ravnoj (disk) geometiji je L = % — m. Primetimo da ako Ny, R — oo
tako da je % fiksno, sfera postaje efektivno ravan i jednocesti¢na stanja se svode na ona koja

E
odgovaraju geometriji diska z™e™ 4 .

Talasna funkcija popunjenog Landauovog nivoa je jedinstvena i moze biti napisana kao Slej-
terova determinanta sfernih magnetnih harmonika koja, nakon sredivanja, ima jednostavan oblik

(I)l = H(uivj - UZ"U,]'). (410)

i<j
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4. Numericki eksperiment

4.1.2. Spinska reprezentacija

S obzirom da @ moze biti i poluceli broj, stanja najnize Landauove orbite | = |@Q| mozemo
predstaviti u spinskoj reprezentaciji (tj. kao stanja koja se transformisu po SU(2) reprezentaci-
ji). Drugim recima, Cesticu na sferi sa ugaonim koordinatama @ mozemo predstaviti kao spin
usmeren u pravcu vektora Q. Medutim, u najnizoj Landauovoj orbiti kinetic¢ka energija (odnosno
kovarijantni ugaoni moment) je fiksna i stoga ugasena, pa efektivno imamo da je I; ~ Q%. Ko
rezultat ovoga imac¢emo da koordinate cestice x; ne komutiraju veé¢ zadovoljavaju algebru tzv.
razmazane (eng. fuzzy) sfere

[z, z5] = ieijk%xk (4.11)
Spinska stanja su stoga razmazana oko pravca spina [59].
4.1.3. Sift
Za N-Cesticni sistem faktor popunjenosti je definisan sa
v= lim 2]\6; (4.12)

medutim kada se radi o kona¢nim sistemima, ovaj faktor moze biti blago pomeren od njegovog
termodinamickog limesa. Naime, za zatvorenu 2D mnogostrukost (kao sto je sfera) veza izmedu
broja cCestica IV i broja kvanata fluksa 2(Q) je data sa

1
2Q = —N — ¢, (4.13)
v
gde je 0 broj, reda jedinice, koji zovemo topoloski pomeraj (eng. shift) [60]. On je u vezi sa
nac¢inom odgovora sistema na zakrivljenost povrsi i predstavlja karakteristiku osnovnog stanja i
topoloske faze u kojoj se sitem cestica nalazi.

4.1.4. Holdejnovi pseudopotencijali

Egzaktna dijagonalizacija zahteva da najpre prebrojimo sva mnogocesticna stanja, da izra-
cunamo matricne elemente hamiltonijana, a zatim da dijagonalizujemo matricu hamiltonijana.
Ako jednocesti¢na stanja unutar Landauovog nivoa prebrojavamo sa kvantnim brojem m koji
predstavlja projekciju ugaonog momenta na z osu, onda bazis N-Cesti¢nog prostora stanja ¢ine
Slejterove determinante (sfernih magnetnih harmonika)

lmimsy ... my) =al al al. 10 (4.14)

Ty Gy« Qi
Interakcioni hamiltonijan je dat sa

Q
1
= § Z <m1’ m2| V |m37 m4> a’j-”rlla;l-ngam4am:), (415)

mi,..,me=—Q

Ako je interakcija izotropna (zavisi samo od relativnih koordinata , a ne i od centra mase)
i dvocesti¢na, zgodno je preéi sa nekorelisanog na simetrijski adaptiran bazis parova |L, M)

relativnog ugaonog momenta'! L i M = —L,..., L, pri ¢emu je
20 L
(my,ma| V [mg,ma) = > > (Qma, Qma| LM) VL, (LM|Qms, Qma) (4.16)
L=0M=—L

'Relativan ugaoni momenat L i njegova z komponenta komutiraju sa ve¢inom hamiltonijana od interesa pa su
stoga dobri kvantni brojevi. Sva svojstvena stanja koja pripadaju istom multipletu L imaju istu energiju. Stoga je
dovoljno raditi u potprostoru sa najmanjom L, imajuéi u vidu da svako stanje tog potprostora oznacava multiplet
od 2L + 1 degenerisanih stanja celog Hilbertovog prostora. Takode, moze se pokazati da stanja sa L = 0 imaju
uniformnu gustinu.
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4. Numericki eksperiment

gde su koeficijenti u razvoju (LM |Qm;, @m;) tzv. Klebs-Gordanovi koeficijenti, a {V7, : L =
0,...,2Q} su Holdejnovi pseudopotencijali koji predstavljaju energiju dve Cestice u stanju sa re-
lativnim ugaonim momentom L. Oni jedistveno odreduju interakcioni hamiltonijan u bilo kom
izolovanom Landauovom nivou i mogu se direktno izra¢unati. Naime, kao sto smo ranije spome-
nuli, problem interakcije Cestica viseg Landauovog nivoa je matematicki ekvivalentan problemu
Cestica unutar najnizeg Landauovog nivoa koje interaguju sa efektivnim potencijalom V. Moze
se pokazati koriste¢i korene operatore (podizanja i spustanja) da je Furijeov transform efektivne
interakcije n-tog Landauovog nivoa projektovan na najnizi Landauov nivo

vt = (1. (%)) Ve (@17

gde je L,(x) = ZZ:(] (;) (_p#a:p Lagerov polinom, a V' (g) Furijeov transform interakcije unutar
najnizeg Landauovog nivoa. Stoga sve dok smo ogranic¢eni na samo jedan Landauov nivo problem

je jedinstveno odreden nizom brojeva Vi, [40].

4.2. Egzaktna dijagonalizacija

U Poglavlju 3 smo videli da Ridov analiticki pristup uz aproksimaciju srednjeg polja ne
daje nikakvu moguénost za sparivanje kompozitnih fermiona. U ovom odeljku, pomocéu metode
egzaktne dijagonalizacije, ispita¢emo kako se ponasa sistem malog broja (8-16) bozona na sferi sa
faktorom punjenja v = 1 . Konkretno, odredi¢emo energije osnovnog stanja i ispitati prisustvo
procepa za tri relevantna Sifta u zavisnosti od broja Cestica, a zatim éemo uporediti energije
osnovnog stanja po Cestici sva tri Sifta u termodinamic¢kom limesu.

Ko s$to smo ranije spomenuli, u slu¢aju bozona faktor popunjenosti v = 1 odgovara odsustvu
magnetnog polja koje deluje na kompozitne fermione. Prethodne numericke studije [22, 23, 24,
25, 26] radene na torusu i sferi su pokazale da umesto Fermi tecnosti, kompozitni fermioni ipak
podlezu sparivanju. Talasna funkcija koja opisuje ovaj fenomen je tzv. bozonski Fafijan. On

odgovara [ = —1 (p-talasnom) Kuperovom kanalu i u ravni ima sledeéi oblik
1 ~ L SN al?
\I’BosePf = Pf( ) H(zz - Zj)e 413 = 5 (418)
T A L

Griter, Ven i Viléek [13] su pokazali da ovo stanje (sli¢no kao i u fermionskom sluc¢aju) predstavlja
egzaktno osnovno stanje (energije nula) modelne trocesti¢ne interakcije oblika

H=VY > > &(F—7)0"F — i) (4.19)
i i kg
koja daje nulu kad se tri bozona susretnu (u to se mozemo uveriti razmatrajuéi priblizavanje

dve Cestice u prisustvu treée). Ova interakcija ima prirodnu generalizaciju na sfernu geometriju
[61]. Za sistem v=1 bozona na sferi Fafijan ima sledeéi oblik (do na eksponencijalni faktor)

1
\I/Bosepf = Pf () H(uivj — viuj). (4.20)

uivj — Uiu]‘ i<

i korespondira stanju 2QQ = N — 2 za svako N parno. Najblize primicanje tri bozona odgovara
maksimalnom totalnom ugaonom momentu tripleta, $to je Lyax = 3Q (gde je Q ugaoni momenat
pojedina¢nog bozona). Eliminacija takve konfiguracije je ekvivalentna izbegavanju da se triplet
poklopi. Trocesti¢na interakcija u sfernoj geometriji stoga ima oblik

H=VY YY" Pije(Lmax), (4.21)

i jF# k#FLg
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4. Numericki eksperiment

gde je Pjjk(max) projektor na triplet ugaonog momenta Lyax.
Koriséenjem programskog paket DiagHam [62] za N=8-16 bozona na sferi, u sluc¢aju kon-

taktne dvocesti¢ne interakcije V() = Vj exp (— 152512)7 racunat je spektar stanja 2Q = N — 2 (sift

d = —2). Treba istaéi da je jedina skala duzine Iz (radimo u jedinicama u kojima je Iz = 1), i
jedina skala energije je ‘l’—g. Rezultati su prikazani na Slici 4.2. Ovde mozemo da vidimo prisustvo
procepa izmedu osnovngg i prvog pobudenog stanja za svako racunato N. Tacke procepa ima-
ju finu konvergenciju ka termodinamickom limesu i procenjeno je ekstrapolacijom ovih tacaka
(linearnim fitom, Slika 4.3) da Fafijan ima procep 0.05(1) (Sto je potvrda rezultata u [24]).

N=82Q=6

N =10,2Q =8
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Slika 4.2: Spektar stanja 2Q = N — 2
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Slika 4.3: Procena procepa stanja 2QQ = N — 2 u termodinamic¢kom limesu
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4. Numericki eksperiment

Takode, racunat je spektar za jos dva relevantna stanja. Prvo sa sSiftom 6 = —1 koje odgovara
stanju Fermi te¢nosti kompozitnih fermiona. Njegov spektar, prikazan na Slici 4.4, pokazuje
odsustvo procepa za svako merenje (numericko racunanje) - sto je bilo i oc¢ekivano.

N=82Q="7 N =10,2Q =9
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Slika 4.4: Spektar stanja 2QQ = N — 1

Drugo, 6 = 0 korespondira | = 1 kanalu p-talasnog sparivanja (zvaéemo ga konjugovani
Fafijan). Njegov spektar takode pokazuje odsustvo procepa, osim u sluc¢aju sa N=12 bozona gde
mozemo uociti (Slika 4.5) nedegenerisano osnovno stanje sa blagim razmakom izmedu osnovnog
i prvog pobudenog stanja. Ovo stanje ne pokazuje jasne znake konvergencije procepa, stoga nije
moguée oceniti da li je u termodinamickom limesu ovo stanje kompresibilno ili nije.

Na kraju smo ispitali koje stanje od ova tri ima veéu verovatnocu realizacije u termodina-
mickom limesu. Ovo smo procenili na slede¢i nacin. Najpre smo energije osnovnog stanja po
Cestici za sva tri Sifta i razlic¢ite veli¢ine sistema ucrtali na grafik (Slika 4.6). Zatim je za svaki
set tacaka (koje odgovaraju odredenom $iftu) odreden linearni fit, ¢iji presek na y-osi grafika
upravo predstavlja energiju osnovnog stanja u termodinamicko limesu (N — o). Sa grafika
mozemo da vidimo da u termodinamickom limesu najnizu energiju ima stanje sa Siftom 6 = —2
(bozonski Fafijan). Ako je Fafijan zaista dobro uspostavljena faza u termodinamickom limesu
ocekivali bismo da stanje sa Siftom § = —1 i § = 0 reprezentuju naelektrisane ekscitacije jedne,
odnosno dve kvazisupljine, respektivno, i to je ono sto trenutno vidimo.
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Slika 4.5: Spektar stanja 2Q)
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Slika 4.6: Grafik zavisnosti energije osnovnog stanja po Cestici Fo/N od inverza broja Cestica 1/ N, za tri razlicite

vrednosti Sifta: § = —2, —1,0.
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5. Mehanizam sparivanja kompozitnih fermiona

U poglavlju 4 smo videli da direktan analiticki pristum uz aproksimaciju srednjeg polja
vodi jednom kompresibilnom stanju bozona na punjenju v = 1. Sa druge strane, kako smo se
i sami uverili u poglavlju 5. ovome protivrece numericki proracuni koji tvrde da je osnovno
stanje nekompresibilno. Cilj ovog poglavlja jeste da ponudi resenje za trenutnu koliziju rezultata
analitike i numerike.

Do sada smo ve¢ mogli da primetimo da topologija predstavlja vazan aspekt kvantnog Ho-
lovog sistema. Jako magnetno polje uzrokuje specificnu organizuju cestica, odnosno njihovo
kolektivno ponasanje koje je rigidno na kontinualne deformacije sistema. U reprezentaciji kom-
pozitnih fermiona ona je izrazena kroz prisustvo vorteksa, odnosno, u formalizmu bozona na
v = 1, kroz prisustvo SU(N)g gejdz simetrije. Kao sto znamo Rid je dinamiku kompozitnih
fermiona sistema bozona na punjenju v = 1 formulisao sa hamiltonijanom

H=3 [ o T4y 1) - oot (5.1)
2) (2m)?

Medutim, upravo gore pomenuta gejdz simetrija nam omogucava da modifikujemo ovaj hamil-

tonijan dodavajuéi mu ¢lan koji iskljuc¢ivo komutira sa vezom p(§) = 0 ,(¢ # 0) , odnosno

dodavajuéi operator koji je nula na fizickom prostoru stanja. Modifikovani hamiltonijan koji

predlazemo je oblika

H™d = [ 4 C/ (;Fq V(F)pl_%q(pq —pk) (5.2)

gde je C pozitivan broj. Razlog dodavanja ovog ¢lana (skraéeno zapisanog pf(pf — pl)) je
motivisan sa dva razloga: (1) kada se za njega samog ispita moguénost sparivanja dobija se da ona
odgovara kanalu [ = —1 i (2) u dugotalasnom limesu kada ga prevedemo pomoé¢u inverza Cern-
Sajmons transformacije u reprezentaciju elementarnih bozona (Dodatak A) dobijamo slededi
izraz za trocestiénu interakciju

H= Y 0% — )0 (7 — %) (5.3)

i<j<k

za koji smo ranije rekli da predstavlja modelnu interakciju za (idealan) Fafijan (4.18).

Posto u modifikovanom hamiltonijanu imamo dva ¢lana: Ridov (5.1) koji favorizuje stanje
Fermi tec¢nost i Cp]jq(pg — p{; ) koji favorizuje idealni fafijan, prva stvar koju zelimo da ispitamo
jeste za koje vrednosti broja C mozemo da dobijemo stanje u kojem su kompozitni fermioni
p-talasno upareni? Procedura je ista kao ona koju smo sproveli u Odeljku 3.3. Mi ¢emo ovde
izneti samo najvaznije instance racuna.

Polazimo sa raspisivanjem modifikovanog hamiltonijana preko ¢f, ¢ operatora:

Fpmod _ /// d2q d2k1 d?ky (|Cﬂ) MCT o -

2(2m)2 2 Fitd Fa—dF2C
d2q d2]€1 d2k2 (|(_ﬂ) Zk1><q N Zkg X q
—i—C/// 22mE 2 e (—2i) sin k1+q . C k2 £ (5.4)
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5. Mehanizam sparivanja kompozitnih fermiona

Kada iskoristimo antikomutacione relacije da normalno uredimo ¢, ¢ operatore dobijamo

Hrnod /// d2q ko’l d2k‘2 (|(ﬂ)6_i(’_€'1*§2>xict ﬂct e en —
2(2m)2 2 F14G ko—q k2 k1
d2q d2 ‘f . lE X i 1
_zC// (e ( XT) eley -

d2q d2k1 d2k‘2 ~ 1k1><q . iEQX(j T +

Primetimo da prisustvo jednocesti¢nog ¢lana u drugom redu izraza (5.5). narusava bust inva-
rijantnost odnosno ovakva dinamika sama po sebi ukljucuje mesanje Landauovih nivoa koje je
inace neophodno za stabilizaciju fafijana. Dalje, oblik hamiltonijana adaptiran na p-talasni kanal
u aproksimaciji srednjeg polja je

d’k 1 .
Keff = / ( )2 (516 E(AECI%C-I;E + AEC_ECE)> (56)

gde je parametar uredenja

A~:/d2qf/(\l§—q1) (ei’?Xqﬁr ce—i’?X@'—C) -y (5.7)
k (2m)2 1
Uzimanjem, na T=0 da je (c_gcq) = ugvg = ——q iAg \A§|e“¢ dobija se samousaglasena
jednacina
d2q - P P Az
A = — ke — ikXg —ikXq 7 '
i=- ez VIF =) (57 + e ) 52 (5.8)

Pretpostavljajuéi da je interakcija ponovo kontaktna, nakon integracije po ugaonom delu i za-

menom Ep = | /f% + |Ag|? dobijamo

2 Aﬂ
Ap =004 / 9005 (kg — O (ke) ——20 (5.9)
0

’ o V& +1AP

gde I (z) predstvlja modifikovanu Beselevu funkciju (prve vrste) koja kada se razvije u red ima
oblik

r a3 b
1 -+ =+ — 1
() = 2+ T4 o), (5.10)
Odavde mozemo da zaklju¢imo da (1) stanje sa kanalom [ = —1 dobijamo samo za C > 2 i (2)

tada u dugotalasnom limesu imamo ponasanje Ay ~ k, $to prema [28] doprinosi uverenju da se
zaista radi o fafijanu. Ipak neophodno je ispitati disperzionu relaciju i energiju Bogoljubona za
razne vrednosti C, kako bismo imali jasniju sliku o sparivanju.

Disperziona relacija ima dva doprinosa. Jedan dolazi od jednocesti¢nog dela modifikovanog
hamiltonijana (5.5):

- C d? 2 s
El(k’) = 2/(27‘32‘/08 42 (1 —e qu) (511)
odakle se nakon integracije dobija
- CV 2
(k) = 4—0 (1—e—qz>. (5.12)
T
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C=30

Slika 5.1: Grafik zavisnosti parametra uredenja od impulasa kvaziCestica k, dobijen numerickim resavanjem
samousaglaSene jednacine (5.9).

Drugi doprinos dolazi od Hartri-Fokovog usrednjavanja dvocesti¢nog dela modifikovanog hamil-
tonijana (5.5):

- A2k - k) - - - TXE
enr (k) :/(2@12‘/(0)% —/(ZW)gV(k—kl) (1—cekxkl)n,;1, (5.13)

gde nakon integracije dobijamo sledeéi izraz

- ke C _2 K2 ke dk K
GHF(]C) =W (4; + %67% <1 —e 2 — (1 + C)/O Q;klegfo(kkl)>> , (5.14)

u kome je preostali integral sa modifikovanom Beselevom funkcijom Iy(kq) dalje ra¢unat nume-
ricki koriséenjem programa Wolfram Mathematica. U istom programu je dobijen i grafik ukupne
jednocesticne energije € = €1 + ey dat na Slici 5.1. Ovde mozemo da vidimo da je disperzija
dobro definisana (monotono rastuéa funkcija sa porastom k) za svako C>2.

Sledece sto zelimo jeste da ispitamo zavisnost najnize energije bogoljubona od impulsa za
C > 2. Ona u p-talsnom sparivanju ima oblik

B & —Ep A
EO—Z< S+ e (5.15)

k

Numerickim resavanjem samousaglasene jednacine (5.9) i ubacivanjem resenja u (5.15) dobija se
grafik za najnizu energiju bogoljubona dat na Slici 5.2. Ovde mozemo da primetimo da najniza
energija bogoljubona za C' &~ 2 ima minimum u k = kg, Sto odgovara slabom kuplovanju (koje
imamo u obi¢nim superprovodnicima) . Povecavajuéi C vidimo postepeno pomeranje minimuma
iz k = kp do k = 0, odnosno kontinualni prelazak iz faze sa slabim u fazu sa jakim kuplovanjem
(sparivanjem na nivou svih kvazicestica) . Ovim zaklju¢ujemo da nas modifikovani hamiltonijan
(5.2), za vece vrednosti C, zaista generiSe stabilno osnovno stanje fafijanskog tipa.
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C=30
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Slika 5.2: Grafik totalne jednocesti¢ne energije u zavisnosti od impulsa kvaziCestice k za razli¢ite vrednosti C'.

Slika 5.3: Grafik najnize energije bogoljubona u zavisnosti od impulsa kvazicestice k za razli¢ite vrednosti C' .
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6. Zakljudak

U ovom radu, problemu prirode osnovnog stanja sistema bozona na punjenju jedan, pristu-
pili smo na dva naéina. U Poglavlju 4 je numerickom metodom egzaktne dijagonalizacije na
sferi dobijen spektar za tri relevantna sifta, gde smo se, uz ekstrapolaciju tacaka do termodi-
namickog limesa, uverili da je nekompresibilno stanje sa siftom -2 najnize energije. Ostala dva
stanja predstavljaju naelektrisane ekscitacije u poretku koji je u saglasnosti sa oc¢ekivanjem da je
osnovno stanje sistema p-talasno spareno stanje kompozitnih fermiona. U Poglavlju 5 smo uspeli
da analiticki u aproksimaciji srednjeg polja dodemo do mehanizma za sparivanje, modifikujuéi
Ridov hamiltonijan sa (5.2). Neka pitanja ostaju otvorena i u ovom poglavlju ¢emo ih kratko
prodiskutovati.

Mi smo za nasu konstrukciju pokazali da ona daje osnovno stanje fafijanskog tipa, ali ne zna-
mo koje C' bi odgovaralo problemu u izolovanom najnizem LL. Ono $to mozemo, sa jedne strane,
imajuéi u vidu nas opis i numericke rezultate u [63, 64], jeste da zaklju¢imo da za dvocesti¢nu in-
terakciju nemamo idealan Fafijan i da je C' verovatno reda (u blizini) 2 tj. u izolovanom najnizem
LL sa dosta velikom verovatno¢om imamo slabo kuplovani sistem sa p-talasnim sparivanjem.
Sa druge strane, prema referenci [65] postoji moguénost da modifikacijom interakcije — doda-
vanjem, pored Vj, i Holdejnovog pseudopotencijala V5 (duzeg dometa) — “pojacamo” p-talasno
sparivanje, odnosno da uti¢emo na vrednosti C'. Ovim bismo mogli da stignemo do idealnog
Fafijana koji se kao takav verovatno nalazi u blizini kriti¢ne tacke, izmedu nekompresibilnog,
sparenog i kompresibilnog stanja prema referenci [65]. Nas slede¢i zadatak, u budué¢em radu,
bice da taj prelaz opiSemo u okviru formalizma koji smo ovde primenili. Na kraju, cilj nam je da
formulisemo analogan formalizam za sistem elektrona u polupopunjenom Landauovom nivou.
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A. Inverzni Cern-Sajmons prelaz za p%(p" — p*)

U ovom dodatku zelimo da odredimo oblik interakcije

2
q

Hee = / P e ol ol (A1)
2 (27.‘-)2 —q\rq q

na jeziku elementarnih bozona. U dugotalasnom limesu, |¢] < 1, uzimamo u razvoju samo

linearne ¢lanove po ¢
dk kX q
R L ; ; T
Pg — P7 = —21/ )2 s1n< 5 )C;;gck

dk =
z/kx c% cp = —iK X ¢, (A.2)

’Ql
E‘l

Pk i -
p,?z/ e Qkxqc;%

e Cip & g (A.3)

gde je pgz neprojektovana gustina bozona. Tada (A.1) postaje

1 [ d% -
HPf%2/(2 2 5 Vop—g(—iI X q). (A.4)

Ako se bozoni, naelektrisanja ¢ = —e, nalaze u prisustvu spoljasnjeg polja V X A=-B (B > 0),
Cern- Sajmons (CS) transformacija (koju smo uveli u Odeljku 2.2) preslikava kovarijantni impuls
bozona Hb o+ eA u kovarijantni impuls kompozitnih fermiona lkr = D+ eA + £d, gde je

. <Z> ,
a@) = 52 | dyVa(z,y)p(i)
ili V xa#) = ¢op(i). (A.5)
U reprezentaciji druge kvantizacije je

., L e . e,
\I/T(pcp)\If = CI)T(pb — Ea)q) = <I>pr<IJ — Eap (A.6)

Stoga, inverznom CS transformacijom prelazimo sa (A.4) na hamiltonijan bozona (dat u funk-
cionalnom zapisu)

1 d?q e
Hpem = | — Ly ~<—'K—: " *). AT
Pt 2/(%)2 opg [ —i( Cap)q X q (A7)
Dalje nas zanima samo ¢lan
ie d2
Hpp~ — X q. A.
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Dodatak A. Inverzni Cern-Sajmons prelaz za pft(pf — p)

Moze se lako pokazati da je Furijeov transform veli¢ine dp
. P’k
(@p)s = / P (A.9)

Kad ovo uvrstimo u (A.8) i napravimo smenu k — k + ¢ dobijemo

d2q d2 .
2 Op qp "CL q

_zeVg d2q d2 q—|—k
(2) 50—l ;g %

d2 d2
= GVO // q /// d2ryd?rod?rsei™ e i (TH) p(M)p(72)V X d

Na kraju integralimo po impulsima, iskoristimo da je V X a(r) = ¢op(7) i konacno dobijamo

epo Vi N o o S S
Hp; ~ <;5200 0 /// d*ridProd®rsp(71) p(72) p(7'3)6° (Fy — 7%3)6° (Fy — 7). (A.10)
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