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1 Óâîä

Ó êðèñòàëíèì ìàòåðèjàëèìà ñå åëåêòðîíè ïîíàøàjó êàî èíòåðàãójó£å êâàíòíå
÷åñòèöå. Ó íàjâå£åì áðîjó ñëó÷àjåâà Êóëîíîâà èíòåðàêöèjà jå åêðàíèðàíà è íå äîâîäè
äî äðàñòè÷íèõ åôåêàòà. Ìå¢óòèì, ó íåêèì ñëó÷àjåâèìà èíòåðàêöèjå ìîãó äîâåñòè äî
ðàçíèõ îáëèêà óðå¢å»à è êîëåêòèâíèõ ôàçà ìàòåðèjå, êîjå èñïî§àâàjó åãçîòè÷íå,
ìàêðîñêîïñêå êâàíòíå ôåíîìåíå. Òàêâè ìàòåðèjàëè ñïàäàjó ó jàêî êîðåëèñàíå
åëåêòðîíñêå ñèñòåìå. Jåäàí îä jàêî êîðåëèñàíèõ ôåíîìåíà jå íåêîíâåíöèîíàëíà
(âèñîêîòåìïåðàòóðíà) ñóïåðïðîâîäíîñò êîjà jå èçàçâàëà âåëèêî èíòåðåñîâà»å çà jàêî
êîðåëèñàíå ìàòåðèjàëå (è ôåíîìåíå óîïøòå) ó ïîñëåä»èõ òðèäåñåòàê ãîäèíà.
Ôåíåîìåí âèñîêîòåìïåðàòóðíå ñóïåðïðîâîäíîñòè jå ïðâè ïóò îòêðèâåí 1986. Ïðåëàç ó
ñóïåðïðîâîäíó ôàçó òàäà ïîñìàòðàíîã ìàòåðèjàëà La2−xBaxCuO4 ñå äåøàâà ïðè
òåìïåðàòóðàìà îä îêî 30 Ê. Êàñíèjèì åêñïåðèìåíòèìà jå ïîòâð¢åíî äà øèðîêà êëàñà
ìàòåðèjàëà çàñíîâàíèõ íà îêñèäó áàêðà, òçâ. êóïðàòè ïîñåäójó ñëè÷íå êâàëèòàòèâíå
îñîáèíå. Êðèòè÷íà òåìïåðàòóðà ôàçíîã ïðåëàçà ó ñóïåðïðîâîäíó ôàçó íåêèõ ìàòåðèjàëà
èç îâå êëàñå ïðåìàøójó 130 Ê. Îñèì êóïðàòà, îòêðèâåíè ñó è íåêîíâåíöèîíàëíè
ñóïåðïðîâîäíèöè íà áàçè ãâîæ¢à, êàî è êàïà îðãàíèöè. (ñëèêà 1)

Ñëèêà 1: Ðåêîðäíà êðèòè÷íà òåìïåðàòóðà çà ðàçëè÷èòå êëàñå ìàòåðèjàëà òîêîì
ïîñëåä»èõ 50 ãîäèíà [1]

Ãåîìåòðèjñêà ñòðóêòóðà êóïðàòà jå ñëîjåâèòà, ñàñòàâ§åíà îä íåêîëèêî òèïîâà ñëîjåâà
êîjè ñå íàèçìåíè÷íî ñìå»ójó. (ñëèêà 2) Ïðâè ñëîj ôîðìèðàjó îêñèäè áàêðà. Ó òîì
ñëîjó æèâå ñòà»à íàjíèæèõ åíåðãèjà, òî jåñò ñòà»à áëèñêà Ôåðìèjåâîì íèâîó. Òî ñó
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Ñëèêà 2: à) Jåäèíè÷íà £åëèjà êóïðàòà; á) Êâàäðàòíà ðåøåòêà ñëîjà áàêðà è êèñåîíèêà
[2]

ñòà»à êîjà èìàjó ïðèìàðíó óëîãó ó òðàíñïîðòíèì îñîáèíàìà, ïà ñå çàòî òåîðèjñêè îïèñ
÷åñòî ôîêóñèðà ñàìî íà îâàj ñëîj, è ñèñòåì ñå ìîæå ñìàòðàòè êâàçè-äâîäèìåíçèîíàëíèì.
Àòîìè áàêðà ñó ðàñïîðå¢åíè ó òåìåíèìà êâàäðàòíå ðåøåòêå îêðóæåíè àòîìèìà
êèñåîíèêà äóæ äâà ãëàâíà ïðàâöà ðåøåòêå. Èçìå¢ó ñëîjåâà áàêàð îêñèäà íàëàçå ñå äðóãè
ñëîjåâè, óãëàâíîì ñà÷è»åíè îä àòîìà áàðèjóìà, êàëöèjóìà è äð. Óíèâåðçàëíè ôàçíè
äèjàãðàì êîjè îäãîâàðà âåëèêîì áðîjó ìàòåðjàëà èç îâå êëàñå jå ñà÷è»åí îä ïåò âåëèêèõ
îáëàñòè: àíòèôåðîìàãíåòíî óðå¢åíà ôàçà, ½pseudogap� ôàçà, ½strange metal� ôàçà, ôàçà
Ôåðìèjåâå òå÷íîñòè è ñóïåðïðîâîäíà ôàçà. (ñëèêà 3)

Ñëèêà 3: Ôàçíè äèjàãðàì êóïðàòà [3]
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Àíòèôåðîìàãíåòíî óðå¢å»å jå ïðèñóòíî íà òåìïåðàòóðàìà äî 300 Ê ó ñëó÷àjó ñëàáîã
äîïèðà»à. Òî jå äóãîäîìåòíî óðå¢å»å ãäå jå ãóñòèíà ñïèíà ìîäóëèñàíà ó ïðîñòîðó,
òàêî äà èìàìî ëîêàëíó ìàãíåòèçàöèjó ÷èjè ñå ñìåð ìå»à íàèçìåíè÷íî èçìå¢ó ÷âîðîâà
ðåøåòêå, òàêî äà ôîðìèðà øàáëîí øàõîâñêå òàáëå. Ïîñòåïåíèì äîïèðà»åì ñå èç îâå
ôàçå ïðåëàçè ó ½pseudogap� ôàçó.
½Ðseudogap� ôàçà jîø óâåê íèjå ïîòïóíî èñòðàæåíà. Êàðàêòåðèøå ñå íåäîñòàòêîì ñòà»à
íà äåëîâèìà Ôåðìèjåâå ïîâðøè ó ïðàâöó âåêòîðà êðèñòàëíå ðåøåòêå. Ôåðìèjåâà ïîâðø
ñå òàäà ñàñòîjè îä íåïîâåçàíèõ ëóêîâà.
Íà íèæèì òåìïåðàòóðàìà ñèñòåì ïðåëàçè ó ñóïåðïðîâîäíó ôàçó. Îâà ñóïåðïðîâîäíîñò
ñå íàçèâà âèñîêîòåìïåðàòóðíîì çáîã âèñîêå òåìïåðàòóðå ôàçíîã ïðåëàçà, àëè òàêî¢å è
íåêîíâåíöèîíàëíîì çáîã ñàìîã ìåõàíèçìà íàñòàjà»à. Ñìàòðà ñå äà jå óçðîêójå îäáîjíà
Êóëîíîâà èíòåðàêöèjà, à íå ôîíîíè, øòî jå ñëó÷àj êîä êîíâåíöèîíàëíèõ
ñóïåðïðîâîäíèêà. Çáîã âåëèêå åôåêòèâíå jà÷èíå Êóëîíîâå èíòåðàêöèjå ó îâèì
ìàòåðèjàëèìà, ñìàòðà ñå äà ñå ñóïåðïðîâîäíîñò êîä êóïðàòà íå ìîæå îïèñàòè òåîðèjîì
ñðåä»åã ïî§à êàî øòî jå BCS òåîðèjà (Bardeen-Cooper-Schrie�er theory), âå£ ñó
íåîïõïäíå è äèíàìè÷êå êîðåêöèjå (óîïøòå»à òåîðèjå äèíàìè÷êîã ñðåä»åã ïî§à, clu-
ster dynamical mean �eld theory [4][5][6], èëè òåîðèjà òðèïóò èðåäóöèáèëíîã äèíàìè÷êîã
âåðòåêñà TRILEX [7]).
Äà§èì ïîðàñòîì äîïèðà»à ñå íà íèæèì òåìïåðàòóðàìà jîø íåêî âðåìå çàäðæàâà
ñóïåðïðîâîäíà ôàçà, äîê íà âèøèì òåìïåðàòóðàìà ñèñòåì ïðåëàçè ó ÷óäíè ìåòàë (½stran-
ge metal�) ôàçó. Îâó ôàçó êàðàêòåðèøå ëèíåàðíà çàâèñíîñò îòïîðíîñòè îä òåìïåðàòóðå.
Îâà ôàçà ñå íàçèâà jîø è ëîø ìåòàë (½bad metal�), çáîã jàêî âèñîêå îòïðîíîñòè. Îâàêâî
ïîíàøà»å ñå íå ìîæå îïèñàòè Áîëöìàíîâîì ñåìè-êëàñè÷íîì òåîðèjîì ïðîâîäíîñòè,
jåð áè ñðåä»è ñëîáîäíè ïóò åëåêòðîíà ìîðàî äà ïðåêðøè Mott-Io�e-Regel ëèìèò, òj.
ìîðàî áè áèòè ìà»è îä êîíñòàíòå ðåøåòêå. [8][9] Ïîñòîjå ìèø§å»à äà ñå äóáîêî ó
ñóïåðïðîâîäíîj ôàçè íàëàçè êðèòè÷íà òà÷êà íà íóëòîj òåìïåðàòóðè èç êîjå èçâèðå
îâà ôàçà êàî êâàíòíî êðèòè÷íè ðåæèì [1], øòî jå äàíàñ àêòèâíà îáëàñò èñòðàæèâà»à.
[8][10][11][12]
Íà êðàjó, êàäà jå ñèñòåì äîâî§íî äîïèðàí, ñóïåðïðîâîäíîñò íåñòàjå, êàî è ÷óäíè ìåòàë
ôàçà è ñèñòåì ïðåëàçè ó ôàçó Ôåðìèjåâå òå÷íîñòè. Ó îâîj ôàçè îòïîðíîñò ðàñòå
ïðîïîðöèîíàëíî êâàäðàòó òåìïåðàòóðå êàî êîä êîíâåíöèîíàëíèõ ìåòàëà.
Îä íàðî÷èòîã èíòåðåñà íàì jå ðàçóìåâà»å ïîíàøà»à êóïðàòà ó ïðèñóñòâó ñïî§àø»åã
ìàãíåòíîã ïî§à. Ïðèìåíîì ìàãíåòíîã ïî§à ñå ìîæå ïîòèñíóòè ñóïåðïðîâîäíà ôàçà,
øòî ìîæå äàòè óâèä ó íèñêîòåìïåðàòóðíå îñîáèíå ÷óäíîã ìåòàëà êîjå ñó èíà÷å
çàêëî»åíå ñóïåðïðîâîäíîì ôàçîì. Óïðàâî ñà òèì öè§åì, èçâðøåí jå ñêîðàø»è
åêñïåðèìåíò A. Legros et al. [13]. Ïðîâîäíîñò jå ìåðåíà ó çàâèñíîñòè îä òåìïåðàòóðå çà
ðàçëè÷èòå âðåäíîñòè ìàãíåòíîã ïî§à, ñâå äî ïðåëàñêà ó ñóïåðïðîâîäíó ôàçó, à ïîòîì
ñó òè ðåçóëòàòè åêñòðàïîëèðàíè çà íóëòî ìàãíåòíî ïî§å. (ñëèêà 4) Åêñïåðèìåíò [13] ñå
ìîæå ðàäèòè è íà íèñêîj òåìïåðàòóðè ãäå äîëàçè äî åôåêòà êâàíòíèõ îñöèëàöèjà êàî
ïîñëåäèöå ñïàðèâà»à îðáèòàëíîã ìîìåíòà èìïóëñà ñà ìàãíåòíèì ïî§åì. (ñëèêà 5)

Öè§ îâîã èñòðàæèâà»à jå ðàçóìåâà»å óòèöàjà ìàãíåòíîã ïî§à íà ïðîâîäíîñò ó
Õàáàðäîâîì ìîäåëó, çà êîjè ñå ñìàòðà äà äîáðî îïèñójå íèñêîåíåðãåòñêó ôèçèêó êóïðàòà.
Èñòðàæèâà»å âðøèìî ó ñàðàä»è ñà ÐîêîìÆèòêîì (Èíñòèòóò Jîçåô Ñòåôàí,�óá§àíà)
è ïîñìàòðàìî Õàáàðäîâ ìîäåë ó øèðîêîì îïñåãó ïàðàìåòàðà. Ó îêâèðó îâå òåçå,
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Ñëèêà 4: Îòïîðíîñò äîáèjåíà ó åêñïåðèìåíòó [13]

Ñëèêà 5: Îñöèëàöèjå îòïîðíîñòè êîjå ñó ïîñëåäèöà ñïàðèâà»à îðáèòàëíîã ìîìåíòà
èìïóëñà åëåêòðîíà ñà ìàãíåòíèì ïî§åì [14]
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îãðàíè÷è£åìî ñå íà ðåæèì ñëàáèõ èíòåðàêöèjà è óðà÷óíà£åìî ñàìî ñïàðèâà»å ñïèíà
åëåêòðîíà ñà ìàãíåòíèì ïî§åì, òj. Çåìàíîâ åôåêàò (äðóãèì ðå÷èìà, çàíåìàðè£åìî
ñïàðèâà»å èìïóëñà åëåêòðîíà ñà ñïî§àø»èì ìàãíåòíèì ïî§åì). Îâàj ðåæèì íèjå
íàðî÷èòî ðåëåâàíòàí çà êóïðàòå, êîä êîjèõ ñå ñìàòðà äà jå åôåêòèâíà èíòåðàêöèjà
jàêà, àëè ìîæå áèòè ðåëåâàíòíàí çà êâàíòíå ñèìóëàöèjå Õàáàðäîâîã ìîäåëà, íïð. ó
åêñïåðèìåíòèìà ñà õëàäíèì àòîìèìà íà îïòè÷êîj ðåøåòêè. [15][16][17][18] Ïðèìåíè£åìî
ìåòîä ïåðòóðáàöèjå äðóãîã ðåäà, øòî jå îïðàâäàíî ó ðåæèìó ñëàáèõ èíòåðàêöèjà.
Ó òîêó èñòðàæèâà»à óñïåøíî jå îïèñàíà çàâèñíîñò îòïîðíîñòè îä ìàãíåòíîã ïî§à, ïðè
÷åìó jå ïîêðèâåí âåëèêè áðîj òà÷àêà ôàçíîã äèjàãðàìà çà ðàçëè÷èòå
âðåäíîñòè ïàðàìåòðà åëåêòðîí-åëåêòðîí èíòåðàêöèjå è ïîïó»åíîñòè ñèñòåìà. Îñèì
îâîã ðåçóëòàòà, èçðà÷óíàòà jå àíàëèòè÷êà ôîðìóëà èíâåðçíå Ôóðèjåîâå òðàíñôîðìàöèjå
Ëîðàíîâîã ðåäà íåãàòèâíîã ñòåïåíà íà èìàãèíàðíîj ôðåêâåíòíîj îñè. (Äîäàòàê 7.4) Îâà
ôîðìóëà jå ïðèìå»åíà çà èçðà÷óíàâà»å Ôóðèjåîâå òðàíñôîðìàöèjå Ãðèíîâèõ ôóíêöèjà,
à ó ïóíîj îïøòîñòè £å ñå êîðèñòèòè ó ëèíèjè ðàäà âåçàíîj çà äèjàãðàìàòñêè Ìîíòå Êàðëî
[19], øòî jå âàí îêâèðà îâå òåçå. (Äîäàòàê 7.5)
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2 Ìîäåë è ôîðìàëèçàì

Õàáàðäîâ ìîäåë ñå ÷åñòî ñìàòðà ìèíèìàëíèì íèñêîåíåðãåòñêèì ìîäåëîì êóïðàòíèõ
jåäè»å»à. [20] Ïðóáëèæíè ïðîðà÷óíè ó îêâèðó îâîã ìîäåëà êâàëèòàòèâíî ðåïðîäóêójó
ôàçíè äèjàãðàì êóïðàòà. [4][5][6][21] Ó îâîì èñòðàæèâà»ó £åìî êîðèñòèòè Õàáàðäîâ
ìîäåë íà êâàäðàòíîj äâîäèìåíçèîíàëíîj ðåøåòêè ãäå jå äîçâî§åí ïðåëàç ñà jåäíîã ÷âîðà
ðåøåòêå ñàìî íà ñóñåäíå ÷âîðîâå ïðè ÷åìó jå àìïëèòóäà ïðåëàçà t, äîê jå åëåêòðîí-
åëåêòðîí èíòåðàêöèjà, êîíñòàíòå èíòåðàêöèjå U , ëîêàëíà, òî jåñò îñòâàðójå ñå êàäà
ñó äâà åëåêòðîíà íà èñòîì ÷âîðó ðåøåòêå. Ó ñâàêîì ÷âîðó jå ïîñòàâ§åíà ñàìî jåäíà
îðáèòàëà, ïà ñå ó »îj ìîãó íà£è ñàìî äâà åëåêòðîíà ñóïðîòíèõ ñïèíîâà. Îâî èìïëèöèðà
äà ñàìî åëåêòðîíè ðàçëè÷èòèõ ñïèíîâà ìîãó ìå¢óñîáíî íà èíòåðàãójó. ×âîðîâè ðåøåòêå
ïðèìàðíî îäãîâàðàjó ïîëóïîïó»åíèì d-îðáèòàëàìà áàêðà. Îâàêâî ñâî¢å»å çîíñêå
ñòðóêòóðå êóïðàòà ñå îïðàâäàâà òèìå øòî ñó îðáèòàëå êèñåîíèêà ó îêîëèíè Ôåðìèjåâîã
íèâîà ñêîðî ïîïó»åíå è íå äîïðèíîñå äèíàìè÷êèì êîðåëàöèjàìà P. Hansmann et al. [22]
Ó ðàäó £åìî êîðèñòèòè îïåðàòîðñêè ôîðìàëèçàì. Õàìèëòîíèjàí Õàáàðäîâîã ìîäåëà ó

ïðèñóñòâó ñïî§àø»åã ìàãíåòíîã ïî§à
−→
B ñå ìîæå íàïèñàòè ïîìî£ó êðåàöèîíèõ c† è

àíõèëàöèîíèõ c îïåðàòîðà.

Ĥ = −t
∑
σ,−→n ,i

(
ei
ea
~ Ai(a

−→n )c†
σ,−→n cσ,−→n+−→e i + e−i

ea
~ Ai(a

−→n )c†
σ,−→n+−→e i

cσ,−→n

)
−µ
∑
σ,−→n

c†
σ,−→n cσ,−→n +

U

2

∑
σ,−→n

c†
σ,−→n cσ,−→n c

†
σ̄,−→n cσ̄,−→n +

∑
−→n

gµB
−→
B ·
−→
Ŝ −→n (2.0.1)

Îïåðàòîð ñïèíà íà ÷âîðó ðåøåòêå ìîæåìî äåôèíèñàòè:

−→
Ŝ −→n =

∑
σ,σ′,i

1

2
σσσ′ic

†
σ,−→n cσ′,−→n

−→e i =
∑
σ,σ′

−→s σσ′c†σ,−→n cσ′,−→n (2.0.2)

Îçíàêå âåëè÷èíà êîðèø£åíèõ ó ïðåòõîäíèì äåôèíèöèjàìà ñó µ çà õåìèjñêè ïîòåíöèjàë,
i îçíà÷àâà ðåäíè áðîj âåêòîðà ðåøåòêå à −→n jå âåêòîð ïîëîæàjà ÷âîðà ðåøåòêå, −→e jå
jåäèíè÷íè âåêòîð ïðàâöà, à σ ïðåáðîjàâà ñïèí åëåêòðîíà (σ(↑) = 0, σ(↓) = 1). σσσ′i
ñó åëåìåíòè i-òå Ïàóëèjåâå ìàòðèöå. g jå æèðîìàãíåòíè îäíîñ çà åëåêòðîí, à µB jå
Áîðîâ ìàãíåòîí. Áèðàìî êîîðäèíàòíè ñèñòåì ó êîì ñå îñà êâàíòîâà»à ñïèíà ïîêëàïà
ñà ïðàâöåì äåëîâà»à ìàãíåòíîã ïî§à. Ai jå i-òà êîìïîíåíòà âåêòîðñêîã ïîòåíöèjàëà
åëåêòðîìàãíåòíîã ïî§à, à a jå êîðàê ðåøåòêå. Ðàçìàòðà£åìî ñàìî ñëó÷àj ó êîjåì jå
ìàãíåòíî ïî§å íîðìàëíî íà ðàâàí ðåøåòêå, ïà jå è îñà êâàíòîâà»à îðòîãîíàëíà íà
ðàâàí ðåøåòêå.
Ïîøòî ñå ó ðàäó îãðàíè÷àâàìî ñàìî íà Çåìàíîâ åôåêàò, îäáàöè£åìî ôàçíè ïîìàê êîjè
ïîòè÷å îä ñïàðèâà»à ìàãíåòíîã ïî§à ñà îðáèòàëíèì ìîìåíòîì èìïóëñà:

Ĥ = −t
∑
σ,−→n ,i

(
c†
σ,−→n cσ,−→n+−→e i + c†

σ,−→n+−→e i
cσ,−→n

)
− µ

∑
σ,−→n

c†
σ,−→n cσ,−→n

+
U

2

∑
σ,−→n

c†
σ,−→n cσ,−→n c

†
σ̄,−→n cσ̄,−→n −

∑
σ,−→n

hσc
†
σ,−→n cσ,−→n (2.0.3)
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Íà íèâîó îâîã ìîäåëà ãäå èçîñòàjó êàëèáðàöèîíî ïî§å êàî è ñïèí-îðáèò èíòåðàêöèjå,
êîíêðåòàí ïðàâàö ïî§à íå èãðà óëîãó. Óâîäèìî îçíàêó hσ êîjà ó ñåáè ñàäðæè íà÷èí íà

êîjè ìàãíåòíî ïî§å äåëójå íà åëåêòðîíå ñïèíà σ, ïà jå hσ = gµB
−→
B · −→s σσ = gµBBzszσσ =

(−1)σh. Ìàãíåòíî ïî§å ó îâîì ñëó÷àjó ìå»à õåìèjñêè ïîòåíöèjàë çà h ñà ðàçëè÷èòèì
çíàêîì çà ðàçëè÷èòå ïðîjåêöèjå ñïèíà. Íàøè êðåàöèîíè è àíõèëàöèîíè îïåðàòîðè ñó
ôåðìèîíñêîã òèïà, jåð ñó åëåêòðîíè ôåðìèîíè, ïà ñàìèì òèì çàäîâî§àâàjó Êëèôîðäîâó
àëãåáðó: {

c†
σ,−→n , cσ′,

−→
n′

}
= c†

σ,−→n cσ′,
−→
n′

+ c
σ′,
−→
n′
c†
σ,−→n = δσ,σ′δ−→n ,

−→
n′

(2.0.4){
c†
σ,−→n , c

†
σ′,
−→
n′

}
=
{
cσ,−→n , cσ′,

−→
n′

}
= 0 (2.0.5)

Îïåðàòîðå £åìî ïèñàòè ó Õàjçåíáåðãîâîj ñëèöè è êîðèñòè£åìî âåçó èçìå¢ó èìàãèíàðíîã
âðåìåíà τ = it è ðåöèïðî÷íå òåìïåðàòóðå, êîjà ñå ìîæå óñïîñòàâèòè ó ñëó÷àjó
òåðìîäèíàìè÷êå ðàâíîòåæå, êàêî áèñìî äåôèíèñàëè îâå îïåðàòîðå íà êîíà÷íîj
òåìïåðàòóðè ó âåëèêîì êàíîíñêîì àíñàìáëó. Ïàðòèöèîíà ôóíêöèjà ó îâîì ôîðìàëèçìó
jå:

Z = Tr
(
e−βĤ

)
(2.0.6)

Îïåðàòîð ó Õàjçåíáåðãîâîj ñëèöè ñå äîáèjà äåëîâà»åì åâîëóöèîíîã îïåðàòîðà äóæ
èìàãèíàðíîã âðåìåíà:

Ô(τ) = Û(τ)Ô(0)Û(−τ) = eτĤÔe−τĤ (2.0.7)

Äâîòà÷êàñòà Ãðèíîâà ôóíêöèjà ó îâîì ôîðìàëèçìó jå:

G(τ1, τ2) = −
〈
T
(
c(τ1)c†(τ2)

)〉
=
〈
T
(
c†(τ2)c(τ1)

)〉
=

1

Z
Tr
(
T
(
c†(τ2)c(τ1)

)
e−βĤ

)
(2.0.8)

Îâà äåôèíèöèjà âàæè óîïøòåíî çà ñâå âðåäíîñòè ïðîñòîðíèõ è ñïèíñêèõ èíäåêñà.
Öèêëè÷íèì ïåðìóòàöèjàìà ïîä òðàãîì, óç ïðèìåíó àíòèêîìóòàöèîíèõ ðåëàöèjà äîáèjà
ñå:

G (τ1, τ2) = − 1

Z
θ (τ1 − τ2) Tr

(
e−βĤe(τ1−τ2)Ĥce−(τ1−τ2)Ĥc†

)
+

1

Z
θ (τ2 − τ1) Tr

(
e−βĤe(τ2−τ1)Ĥc†e−(τ2−τ1)Ĥc

)
(2.0.9)

Âèäèìî äà âàæè ðåëàöèjà G(τ1, τ2) = −G(τ1 − β, τ2). Îâà ôóíêöèjà çàâèñè ñàìî îä
ðàçëèêå äâà âðåìåíà, òàêî äà ñå ìîæå óâåñòè τ = τ1− τ2. Îâàêâà çàâèñíîñò jå ïîñëåäèöà
òîãà øòî jå Õàìèëòîíèjàí âðåìåíñêè íåçàâèñàí, ïà jå âðåìå õîìîãåíî. Ãðèíîâà ôóíêöèjà
jå ïðåòõîäíîì äåôèíèöèjîì äåôèíèñàíà íà èíòåðâàëó (−β, β), àëè ñå ìîæå ïåðèîäè÷íî
ïðîøèðèòè. Ó ñëó÷àjó ôåðìèîíà jå íà îñíîâíîì ïåðèîäó 2β îâà ôóíêöèjà
àíòèïåðèîäè÷íà ñà ïåðèîäîì β, äîê áè ó ñëó÷àjó áîçîíà, êðåàöèîíè è àíõèëàöèîíè
îïåðàòîðè çàäîâî§àâàëè èäåíòè÷íå êîìóòàöèîíå ðåëàöèjå êàî (2.0.4) è (2.0.5), ñàìî ñà
êîìóòàòîðèìà óìåñòî àíòèêîìóòàòîðà, ïà áè ôóíêöèjà áèëà ïåðèîäè÷íà ñà ïåðèîäîì
β. Ïåðèîäè÷íèì ïðîøèðå»åì îáëàñòè äåôèíèñàíîñòè, ñïåêòàð Ãðèíîâå ôóíêöèjå íà
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èìàãèíàðíîj îñè ïîñòàjå äèñêðåòàí:

G(iω) =

∫ +∞

−∞
eiωτG(τ)dτ =

+∞∑
n=−∞

e2iωβn

∫ β

−β
eiωτG(τ)dτ =

+∞∑
n=−∞

e2iωβn
(
1 + ηe−iωβ

) ∫ β

0

eiωτG(τ)dτ (2.0.10)

Êàñíèjå £å áèòè äîêàçàí èäåíòèòåò (Äîäàòàê 7.4):

+∞∑
n=−∞

e2iωβn =
+∞∑

n=−∞

δ

(
ω − nπ

β

)
(2.0.11)

Âðåäíîñò ïàðàìåòðà η ó jåäíà÷èíè (2.0.10) çàâèñè îä òèïà ÷åñòèöå. Ó ñëó÷àjó áîçîíà
èìà âðåäíîñò +1 à ó ñëó÷àjó ôåðìèîíà -1. Ïðîèçâîä Äèðàêîâîã ÷åø§à è îâå çàãðàäå jå
jåäíàê íóëè çà ïàðíå âðåäíîñòè áðîjà÷à ó ñóìè. Àíàëîãíî áè ó ñëó÷àjó áîçîíñêå Ãðèíîâå
ôóíêöèjå îâàj ïðîèçâîä áèî jåäíàê íóëè çà íåïàðíå âðåäíîñòè áðîjà÷à. Ó äà§åì ðàäó
£åìî ïîä èìàãèíàðíèì ôðåêâåíöàìà iω ïîäðàçóìåâàòè ñàìî ôåðìèîíñêå ôðåêâåíöå, à
ïîä iν ïîäðàçóìåâàòè ñàìî áîçîíñêå ôðåêâåíöå äàòå ñà:

ωn =
(2n+ 1)2π

2β
=

(2n+ 1)π

β
(2.0.12)

νn =
2nπ

β
(2.0.13)

Ñëåäå£à âåëè÷èíà îä èíòåðåñà jå ñîïñòâåíà åíåðãèjà åëåêòðîíà. Íà èìàãèíàðíîj îñè
ñîïñòâåíà åíåðãèjà ñå ìîæå äåôèíèñàòè êàî ðàçëèêà èíâåðçà íåïåðòóðáîâàíå è öåëå
Ãðèíîâå ôóíêöèjå:

Σ(iω) =
(
G(0)

)−1
(iω)−G−1(iω) (2.0.14)

Îïåðàòîð ñòðójå äîáèjàìî èç ÷è»åíèöå äà jå èíòåðàêöèîíè ÷ëàí åëåêòðîìàãíåòíîã ïî§à
ó Õàìèëòîíèjàíó êîjè çàâèñè îä ãóñòèíå ñòðójå:

Ĥint = −a3
∑
−→n

−→
ĵ0 (−→n ) ·

−→
A (−→n ) =⇒

−→
ĵ0 (−→n ) = − 1

a3

∂Ĥint

∂
−→
A (−→n )

(2.0.15)

Íà îñíîâó jåäíà÷èíå (2.0.1) äèôåðåíöèðà»åì è íàêíàäíèì îäáàöèâà»åì ôàçå, äîáèjàìî
îïåðàòîð ñòðójå:

−→
ĵ0 (−→n ) = − 1

a3

∂Ĥ

∂
−→
A (−→n )

= ie
t

a2~
∑
σ

(
ei
ea
~ A−→e (a−→n )c†

σ,−→n cσ,−→n−−→e − e
−i ea~ A−→e (a−→n )c†

σ,−→n−−→e cσ,−→n

)−→e
(2.0.16)

−→
ĵ0 (−→n ) = ie

t

a2~
∑
σ

(
c†
σ,−→n cσ,−→n−−→e − c

†
σ,−→n−−→e cσ,−→n

)−→e (2.0.17)
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Îâî jå ïàðàìàãíåòíè äåî ñòðójå. Êàñíèjå £å áèòè ïîêàçàíî äà jå ñðåä»à âðåäíîñò äèjàìàãíåòíîã
÷ëàíà jåäíàêà (Äîäàòàê 7.2): 〈−→

jd (x)
〉

= −ne
2

m

−→
A (x) (2.0.18)

Êîíà÷íî, öè§ èñòðàæèâà»à jå îäðå¢èâà»å òåíçîðà ïðîâîäíîñòè ó ðåæèìó ëèíåàðíîã
îäçèâà, êîjè £åìî äåôèíèñàòè êàî:

σi,j =
∂ji
∂Ej

∣∣∣∣−→
E=0

(2.0.19)

ãäå ñó ji è Ej êîìïîíåíòå äâîâåêòîðà ãóñòèíå ñòðójå è jà÷èíå åëåêòðè÷íîã ïî§à. Ó îâîì
ðåæèìó ñå ïðîâîäíîñò ìîæå äîáðî îïèñàòè Êóáîîâîì ôîðìóëîì êîjà £å êàñíèjå áèòè
èçâåäåíà è ïðîäóæåíà íà ðåàëíó îñó:

σij(iν,
−→q ) =

Λij(0)− Λij(iν,
−→q )

~ν
(2.0.20)

Ôóíêöèjå Λij(iν,
−→q ) ñó êîðåëàöèîíå ôóíêöèjå èçìå¢ó i-òå è j-òå êîìïîíåíòå ñòðójà

èìàãèíàðíå ôðåêâåíöèjå ν è èìïóëñà −→q :

Λij(iν,
−→q ) = 〈j0i(iν,

−→q )j0j(−iν,−−→q )〉 (2.0.21)

Äèjàãîíàëíè åëåìåíò íåïîâåçàíîã äåëà ïðîâîäíîñòè ïî êâàäðàòó çà jåäíîñìåðíó ñòðójó
òàíêîã ôèëìà îäðå¢ójåìî íà îñíîâó èçðàçà êîjè jå èçâåäåí ó äîäàòêó 7.2:

σDC
ii = − 4e2t2

π~3N−→
k

∑
σ,
−→
k

sin2(ki)

∫ +∞

−∞

(
ImG

σ,
−→
k

(ξ)
)2 ∂nF (ξ)

∂ξ
dξ (2.0.22)
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3 Ìåòîäè

Ðåøàâà£åìî Õàáàðäîâ ìîäåë òåîðèjîì äðóãîã ðåäà ïåðòóðáàöèjå è ðà÷óíà£åìî
ïðîâîäíîñò Êóáîîâîì ôîðìóëîì.

3.1 Íåèíòåðàãójó£è ñëó÷àj

Íåèíòåðàãójó£è ñëó÷àj jå àíàëèòè÷êè ðåøèâ. Ïðåáàöè£åìî Õàìèëòîíèjàí èç
ïðîñòîðíèõ êîîðäèíàòà ó èìïóëñíå, à îïåðàòîð èçâîäà ïî èìàãèíàðíîì âðåìåíó,
çàìåíè£åìî ìíîæå»åì èìàãèíàðíîì ôðåêâåíöèjîì è òàêî ïðå£è ó ôðåêâåíòíè äîìåí.
Øðåäèíãåðîâà jåäíà÷èíà åëåêòðîíà ó íåèíòåðàãójó£åì ñëó÷àjó ñå ó îâîì ïðîñòîðó ìîæå
çàïèñàòè íà åêâèâàëåíòàí íà÷èí:

iωc†
σ,
−→
k
c
σ,
−→
k

= (−hσ − 2t (cos (kx) + cos (ky))− µ) c†
σ,
−→
k
c
σ,
−→
k

(3.1.1)

Ó äà§åì ðàäó £åìî êîðèñòèòè îçíàêó ε−→
k
óìåñòî êèíåòè÷êå åíåðãèjå åëåêòðîíà êîjà jå:

ε−→
k

= −2t (cos (kx) + cos (ky)) (3.1.2)

Ãðèíîâà ôóíêöèjà îâå jåäíà÷èíå jå î÷èãëåäíî:

G
(0)

σ,
−→
k

(iω) =
1

iω + µ+ hσ − ε−→k
(3.1.3)

3.2 Ïðâè ðåä ïåðòóðáàöèjå

Ïðîáëåì íàñòàjå êàäà ïîêóøàìî äà ïðåïèøåìî èíòåðàêöèîíè ÷ëàí ó èìïóëñíè
ïðîñòîð, jåð èíòåðàêöèîíè ÷ëàí ó èìïóëñíîì ïðîñòîðó ïðåñòàjå äà áóäå äèjàãîíàëàí:

U

2

∑
σ,−→n

c†
σ,−→n cσ,−→n c

†
σ̄,−→n cσ̄,−→n =

U

2N−→
k

∑
σ,
−→
k ,
−→
k′ ,
−→
k′′

c†
σ,
−→
k
c
σ,
−→
k′
c†
σ̄,
−→
k′′
c
σ̄,
−→
k −
−→
k′+
−→
k′′

(3.2.1)

Ó ïðâîì ðåäó ïåðòóðáàöèjå òðàæèìî äîïðèíîñ ñîïñòâåíîj åíåðãèjè êîjè ïîòè÷å îä jåäíå
èíòåðàêöèjå. Òî çíà÷è äà jå ñîïñòâåíà åíåðãèjà ó ïðâîì ðåäó ïåðòóðáàöèjå:

Σ
(1)

σ,
−→
k

(iω) = U 〈nσ̄〉(0) (3.2.2)

Íåïåðòóðáîâàíó êîíöåíòðàöèjó åëåêòðîíà ïîjåäèíà÷íîã ñïèíà äîáèjàìî èç èçðàçà:

〈nσ〉(0) =
1

N−→
k

∑
−→
k

〈n
σ,
−→
k
〉(0) =

1

N−→
k

∑
−→
k

G
(0)

σ,
−→
k

(τ → 0−) =
1

N−→
k

∑
−→
k

1

β

∑
iω

1

iω + µ+ hσ − ε−→k

=
1

N−→
k

∑
−→
k

1

e(ε−→k −µ−hσ)β + 1
=

1

N−→
k

∑
−→
k

nF
(
ε−→
k
− µ− hσ

)
(3.2.3)

Óâî¢å»åì ôóíêöèjå ãóñòèíå ñòà»à ïî åíåðãèjè, îâó êîíöåíòðàöèjó ìîæåìî çàïèñàòè è
ïðåêî èíòåãðàëà:

1

N−→
k

∑
−→
k

nF
(
ε−→
k
− µ− hσ

)
=

∫
ρ (ε)nF (ε− µ− hσ) dε (3.2.4)
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Ðà÷óíà£åìî ñàìîóñàãëàøåíè ïðâè ðåä ïåðòóðáàöèjå, òàêî äà jå ñîïñòâåíà åíåðãèjà
jåäíàêà Õàðòðèjåâîì èçìåíñêîì ÷ëàíó. (äèjàãðàì 1)

Σ
(1)

σ,
−→
k

(iω) = U 〈nσ̄〉(1) =
1

N−→
k′

∑
−→
k′

G
(1)

σ,
−→
k′

(τ → 0−) (3.2.5)

Îâàj ñàáèðàê jå ôðåêâåíòíî è èìïóëñíî íåçàâèñàí.

Äèjàãðàì 1: Ñîïñòâåíà åíåðãèjà ó ñàìîóñàãëàøåíîì ïðâîì ðåäó ïåðòóðáàöèjå

Ãðèíîâà ôóíêöèjà ó ïðâîì ðåäó ïåðòóðáàöèjå ñå íà îñíîâó jåäíà÷èíå (2.0.14) ìîæå
äîáèòè ïîçíàâà»åì ñîïñòâåíå åíåðãèjå ó ïðâîì ðåäó. Çàðàä ïîjåäíîñòàâ§å»à çàïèñà,
óâåø£åìî âåëè÷èíó µ̃σ = µ + hσ − U〈nσ̄〉(1), ïà ñå Ãðèíîâå ôóíêöèjå ó ôðåêâåíòíîì
äîìåíó è âðåìåíñêîì äîìåíó íà èíòåðâàëó (0, β) ìîãó çàïèñàòè êàî:

G
(1)

σ,
−→
k

(iω) =
1

iω + µ̃σ − ε−→k
(3.2.6)

G
(1)

σ,
−→
k

(τ) = −e(ε−→
k
−µ̃σ)(β−τ)nF

(
ε−→
k
− µ̃σ

)
(3.2.7)

Êîíöåíòðàöèjà åëåêòðîíà ïîjåäèíà÷íîã ñïèíà jå ó ïðâîì ðåäó ïåðòóðáàöèjå:

〈n
σ,
−→
k
〉(1) = nF

(
ε−→
k
− µ̃σ

)
(3.2.8)

Àíàëîãíî ïðåòõîäíîì ïðèìåðó, óêóïíà êîíöåíòðàöèjà åëåêòðîíà jå:

〈n〉(1) =

∫
ρ(ε) (nF (ε− µ̃σ) + nF (ε− µ̃σ̄)) dε (3.2.9)

Ïðèìå£ójåìî äà jå óêóïíà êîíöåíòðàöjà ôóíêöèjà µ̃σ è µ̃σ̄. Ó êîëèêî æåëèìî äà
ôèêñèðàìî êîíöåíòðàöèjó êàî ïàðàìåòàð, îíäà jå ïîòðåáíî îäðåäèòè çàâèñíîñò µ̃σ̄(µ̃σ),
îäíîñíî êðèâó ó µ̃σ, µ̃σ̄ ðàâíè äóæ êîjå jå êîíöåíòðàöèjà êîíñòàíòíà. Èç äåôèíèöèjå
îâèõ âåëè÷èíà ñå ìîãó èçðàçèòè õåìèjñêè ïîòåíöèjàë è ìàãíåòèçàöèjà:

µ =
1

2

(
µ̃σ + µ̃σ̄ + U〈nσ + nσ̄〉(1)

)
=

1

2

(
µ̃σ + µ̃σ̄ + U〈n〉(1)

)
(3.2.10)

M = 〈n↑ − n↓〉(1) =
1

U
(µ̃↑ − µ̃↓ − 2h) (3.2.11)
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Ïîñìàòðà»åì èíòåðàêöèîíîã ÷ëàíà õàìèëòîíèjàíà çàê§ó÷ójåìî äà jå ñðåä»à âðåäíîñò
åíåðãèjå èíòåðàêöèjå èçìå¢ó åëåêòðîíà ïðîïîðöèîíàëíà êîðåëàöèjè êîíöåíòðàöèjà
åëåêòðîíà ñóïðîòíèõ ñïèíîâà íà èñòîì ÷âîðó ðåøåòêå:

U〈n↑n↓〉 =
1

βN−→
k

∑
iω,
−→
k

G
σ,
−→
k

(iω)Σ
σ,
−→
k

(iω) (3.2.12)

Ó ïðâîì ðåäó ïåðòóðáàöèjå ñå äîáèjà:

〈n↑n↓〉(1) = 〈nσ̄〉(1) 1

βN−→
k

∑
iω,
−→
k

G
(1)

σ,
−→
k

(iω) = 〈n↑〉(1) 〈n↓〉(1) (3.2.13)

3.3 Äðóãè ðåä ïåðòóðáàöèjå

Ó äðóãîì ðåäó ïåðòóðáàöèjå ñå ñîïñòâåíà åíåðãèjà åëåêòðîíà ñàñòîjè îä äâà ñàáèðêà.
(äèjàãðàì 2) Ïðâè jå ïîïðàâ§åíà êîíöåíòðàöèjà åëåêòðîíà ñóïðîòíîã ñïèíà ïîìíîæåíà
ñà U , äîê jå äðóãè ñàáèðàê (îçíàêà d) äàò ñà:

Σd

σ,
−→
k

(iω) = − U2

β2N2−→
k

∑
−→
k′ ,−→q ,iω′,iν

G
(1′)

σ,
−→
k −−→q

(iω − iν)G
(1′)

σ̄,
−→
k′

(iω′)G
(1′)

σ̄,
−→
k′+−→q

(iω′ + iν) (3.3.1)

Äèjàãðàì 2: Ïðâè è äðóãè ñàáèðàê Ñîïñòâåíå åíåðãèjå ó äðóãîì ðåäó ïåðòóðáàöèjå

Ãðèíîâå ôóíêöèjå êîjå êîðèñòèìî £å óìåñòî íåïåðòóðáîâàíèõ áèòè ôóíêöèjå äîáèjåíå ó
ïðâîì ðåäó ïåðòóðáàöèjå. Òàêî¢å £åìî è îâäå çàõòåâàòè ñàìîóñàãëàøåíîñò
êîíöåíòðàöèjå.

G
(1′)

σ,
−→
k

(iω) =
1

iω + µ+ hσ − ε−→k − U 〈nσ̄〉
(2)

(3.3.2)

Ãðèíîâà ôóíêöèjà ó äðóãîì ðåäó ïåðòóðáàöèjå jå:

G
(2)

σ,
−→
k

(iω) =
1

iω + µ+ hσ − ε−→k − U 〈nσ̄〉
(2) − Σd

σ,
−→
k

(iω)
(3.3.3)

Öè§ íàì jå äà îäðåäèìî Ãðèíîâó ôóíêöèjó íà ðåàëíîj îñè. Äà áèñìî òî èçâåëè, ïîòðåáíî
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jå äà çíàìî ñîïñòâåíó åíåðãèjó åëåêòðîíà íà ðåàëíîj îñè. Ñîïñòâåíà åíåðãèjà ó
âðåìåíñêîì äîìåíó íà èìàãèíàðíîj îñè jå:

Σd

σ,
−→
k

(τ) =
U2

N2−→
k

∑
−→
k′ ,−→q

G
(1′)

σ,
−→
k −−→q

(τ)G
(1′)

σ̄,
−→
k′

(−τ)G
(1′)

σ̄,
−→
k′+−→q

(τ) (3.3.4)

Äà áè ñìî ïîjåäíîñòàâèëè çàïèñå èçðàçà, óâîäèìî îçíàêó ε̃
σ,
−→
k
óìåñòî ðàçëèêå ε−→

k
è µ̃σ.

Ïðåëàñêîì ó ôðåêâåíòíè äîìåí, äîáèjàìî èçðàç:

Σd

σ,
−→
k

(iω) = − U2

N2−→
k

∫ β

0

∑
−→
k′ ,−→q

e
(β−τ)ε̃

σ,
−→
k+−→q e

(β−τ)ε̃
σ̄,
−→
k′−−→q e

τ ε̃
σ̄,
−→
k′ eiωτdτ

nF

(
ε̃
σ,
−→
k +−→q

)
nF

(
ε̃
σ̄,
−→
k′−−→q

)
nF

(
ε̃
σ̄,
−→
k′

)
=

U2

N2−→
k

∑
−→
k′ ,−→q

e
β

(
ε̃
σ,
−→
k+−→q +ε

σ̄,
−→
k′−−→q

)
+ e

βε̃
σ̄,
−→
k′

iω −
(
ε̃
σ,
−→
k +−→q + ε̃

σ̄,
−→
k′−−→q − ε̃σ̄,−→k′

)nF (ε̃σ,−→k +−→q

)
nF

(
ε̃
σ̄,
−→
k′−−→q

)
nF

(
ε̃
σ̄,
−→
k′

)
(3.3.5)

Òàêî¢å ìîæåìî ïðèìåòèòè äà âàæè:

exnF (x) = nF (−x) (3.3.6)

Ñàäà jå äðóãè ñàáèðàê ñîïñòâåíå åíåðãèjå:

Σd

σ,
−→
k

(iω) =

U2

N2−→
k

∑
−→
k′ ,−→q

nF

(
−ε̃

σ,
−→
k +−→q

)
nF

(
−ε̃

σ̄,
−→
k′−−→q

)
nF

(
ε̃
σ̄,
−→
k′

)
+ nF

(
ε̃
σ,
−→
k +−→q

)
nF

(
ε̃
σ̄,
−→
k′−−→q

)
nF

(
−ε̃

σ̄,
−→
k′

)
iω −

(
ε̃
σ,
−→
k +−→q + ε̃

σ̄,
−→
k′−−→q − ε̃σ̄,−→k′

)
(3.3.7)

Àíàëèòè÷êî ïðîäóæå»å îâîã èçðàçà ñå äîáèjà áðèñà»åì èìàãèíàðíå jåäèíèöå êîjà ñòîjè
óç ω. Íà ðåàëíîj îñè jå ñîïñòâåíà åíåðãèjà ñèíãóëàðíà, ïà ñå ðåòàðäîâàíà è àäâàíñèðàíà
Ãðèíîâà ôóíêöèjà äîáèjàjó êîðèø£å»åì ðåòàðäîâàíå èëè àäâàíñèðàíå ñîïñòâåíå
åíåðãèjå. Ðåòàðäîâàíà ñîïñòâåíà åíåðãèjà jå òàäà:

Σd

σ,
−→
k

(ω) = lim
ε→0+

U2

N2−→
k

∑
−→
k′ ,−→q

nF

(
−ε̃

σ,
−→
k +−→q

)
nF

(
−ε̃

σ̄,
−→
k′−−→q

)
nF

(
ε̃
σ̄,
−→
k′

)
+ nF

(
ε̃
σ,
−→
k +−→q

)
nF

(
ε̃
σ̄,
−→
k′−−→q

)
nF

(
−ε̃

σ̄,
−→
k′

)
ω + iε−

(
ε̃
σ,
−→
k +−→q + ε̃

σ̄,
−→
k′−−→q − ε̃σ̄,−→k′

)
(3.3.8)
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3.4 Àëãîðèòìè è íóìåðè÷êå àïðîêñèìàöèjå

Ïðèëîêîì íóìåðè÷êîã èçðà÷óíàâà»à âåëè÷èíà êàî øòî ñó ãóñòèíà ñòà»à, Ôóðèjåîâå
òðàíñôîðìàöèjå èëè ñîïñòâåíå åíåðãèjå, ïîòðåáíî jå íàïðàâèòè íåêå íóìåðè÷êå
àïðîêñèìàöèjå. Ó ñëó÷àjó ðà÷óíà»à êîíöåíòðàöèjå, íàïðàâ§åíà jå ôóíêöèjà ãóñòèíå
ñòà»à íà êâàäðàòíîj ðåøåòêè, (ñëèêà 6) ïðåáðîjàâàíà ñó ñòà»à óíóòàð ìàëèõ
åíåðãåòñêèõ îïñåãà è èíòåãðàë ó jåäíà÷èíè (3.2.4) jå àïðîêñèìèðàí ñóìîì. Äà áè ñå
ñòà»à óíóòàð ìàëèõ åíåðãåòñêèõ îïñåãà ïðåáðîjàëà, ðåöèïðî÷íè ïðîñòîð jå
äèñêðåòèçîâàí, ÷èìå jå áåñêîíà÷íà ðåøåòêà çàìå»åíà êîíà÷íîì è áðîj ÷âîðîâà ðåøåòêå
jå ïîñòàî óêóïàí áðîj ñòà»à. Ïðèëèêîì èçðà÷óíàâà»à jå êîðèø£åíà êîíà÷íà êâàäðàòíà
ðåøåòêà äèìåíçèjà 32 ïóòà 32 ÷âîðà. Áðîj ÷âîðîâà jå jåäàí îä êîíòðîëíèõ íóìåðè÷êèõ
ïàðàìåòàðà. Ó áóäó£íîñòè jå ó øèðåì ñâåîáóõâàòíîì èñòðàæèâà»ó ïîòðåáíî èñïèòàòè
óòèöàj âåëè÷èíå îâîã ïàðàìåòðà íà äîáèjåíå ðåçóëòàòå.

Ñëèêà 6: Ãóñòèíà ñòà»à íà êâàäðàòíîj ðåøåòêè

Àëãîðèòàì çà îäðå¢èâà»å ñàìîóñàãëàøåíèõ Ãðèíîâèõ ôóíêöèjà ñå çàñíèâà íà
ôîðìèðà»ó êîíòóðà ó µ̃σ, µ̃σ̄ ðàâíè çà êîíñòàíòíó êîíöåíòðàöèjó. (ñëèêà 7) Îâå êðèâå
ñå ïîòîì èíòåðïîëèðàjó îäãîâàðàjó£èì áðîjåì òà÷àêà êàêî áè ñå ïîâå£àëà ðåçîëóöèjà
îñòàëèõ âåëè÷èíà êîjå ñó ðà÷óíàòå äóæ »èõ. Îâàj ïîñòóïàê ïðèìå»ójåìî êàêî áèñìî
èçáåãëè ñàìîóñàãëàøåíî ðåøàâà»å jåäíà÷èíà è òèìå óøòåäåëè âðåìå. Êîíöåíòðàöèjà
íà îâàj íà÷èí ïîñòàjå ïàðàìåòàð êîjè ôèêñèðàìî.

Ïðèëèêîì ïðåáàöèâà»à Ãðèíîâèõ ôóíêöèjà èç ôðåêâåíòíîã ó âðåìåíñêè äîìåí,
ïîíàøà»å ôóíêöèjå íà âèñîêèì ôðåêâåíöèjàìà jå àïðîêñèìèðàíî ñàáèðöèìà Ëîðàíîâîã
ðåäà íåãàòèâíîã åêñïîíåíòà. Àïðîêñèìèðàíè äåëîâè ôóíêöèjå ñó àíàëèòè÷êè ðà÷óíàòè,
äîê jå îñòàòàê äîáèjåí äèñêðåòíîì Ôóðèjåîâîì òðàíñôîðìàöèjîì íàä êîíà÷íèì îïñåãîì
ôðåêâåíöèjà. Îâàj ïîñòóïàê jå îïèñàí ó äîäàòêó 7.3. Îâî ïðåáàöèâà»å èç âðåìåíñêîã ó
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Ñëèêà 7: Êîíòóðå êîíñòàíòíå êîíöåíòðàöèjå

ôðåêâåíòíè äîìåí è íàòðàã âðøèìî ïðèëèêîì èçðà÷óíàâà»à ñàìîóñàãëàøåíå
êîíöåíòðàöèjå ó äðóãîì ðåäó ïåðòóðáàöèjå, Îäíîñíî ïðâîã ñàáèðêà ñîïñòâåíå åíåðãèjå.
Òàäà ðà÷óíàìî Ãðèíîâó ôóíêöèjó íà èìàãèíàðíîj îñè ó âðåìåíñêîì äîìåíó è
êîíöåíòðàöèjó äîáèjàìî ó ëèìåñó τ → 0−.
Íà îñíîâó jåäíà÷èíå (3.3.8), äðóãè ñàáèðàê ðåòàðäîâàíå ñîïñòâåíå åíåðãèjå åëåêòðîíà jå
ïðåäñòàâ§åí ñóìîì ïîëîâà ïðâîã ðåäà èíôèíèòåçèìàëíî ïîìåðåíèõ èñïîä ðåàëíå îñå ó
êîìïëåêñíîj ðàâíè. Àìïëèòóäà ïîëîâà jå äàòà ôóíêöèjîì A:

A
σ,
−→
k

(ε) =
U2

N2−→
k

∑
−→
k′ ,−→q

(
nF

(
−ε̃

σ,
−→
k +−→q

)
nF

(
−ε̃

σ̄,
−→
k′−−→q

)
nF

(
ε̃
σ̄,
−→
k′

)
+ nF

(
ε̃
σ,
−→
k +−→q

)
nF

(
ε̃
σ̄,
−→
k′−−→q

)
nF

(
−ε̃

σ̄,
−→
k′

))
δ
(
ε−

(
ε̃
σ,
−→
k +−→q + ε̃

σ̄,
−→
k′−−→q − ε̃σ̄,−→k′

))
(3.4.1)

Äèðàêîâó äåëòó £åìî ó íóìåðè÷êîì ïðîðà÷óíó àïðîêñèìèðàòè ïðèáëèæíîì
Êðîíåêåðîâîì äåëòîì. Îâà äåëòà jå jåäíàêà ðåöèïðî÷íîj âðåäíîñòè êîðàêà íóìåðè÷êå

èíòåãðàöèjå ïî ε ó ñëó÷àjó äà jå àïñîëóòíà âðåäíîñò ðàçëèêå ε−
(
ε̃
σ,
−→
k +−→q + ε̃

σ̄,
−→
k′−−→q − ε̃σ̄,−→k′

)
ìà»à îä ïîëîâèíå êîðàêà èíòåãðàöèjå. Êîðàê íóìåðè÷êå èíòåãðàöèjå ïðåäñòàâ§à jîø
jåäàí êîíòðîëíè íóìåðè÷êè ïàðàìåòàð ÷èjè jå óòèöàj íà òà÷íîñò ðåçóëòàòà ó áóäó£íîñòè
ïîòðåáíî èñïèòàòè. Ñîïñòâåíà åíåðãèjà ïîñòàjå:

Σd

σ,
−→
k

(ω) =

∫ +∞

−∞

A
σ,
−→
k

(ε)

ω + iε− ε
dε (3.4.2)

Ôóíêöèjà À jå íà ðåàëíîj îñè ñòðîãî ðåàëíà ôóíêöèjà êîjà íå ñàäðæè ïîëîâå, ñòîãà jå è
»åí èíòåãðàë ïî ðåàëíîj îñè ðåàëíà ôóíêöèjà. Ïðåòõîäíè èíòåãðàë ìå¢óòèì íèjå ñòðîãî
ðåàëàí jåð ïîë ïðâå âðñòå êîjè ïîòè÷å îä èìåíèîöà ïîäèíòåãðàëíå ôóíêöèjå ãåíåðèøå
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èìàãèíàðíè äåî ïðè èíòåãðàöèjè îêî ñèíãóëàðèòåòà. Çáîã òîãà £åìî èíòåãðàë ïîäåëèòè
íà äâà äåëà:

Σd

σ,
−→
k

(ω) =

∫ +∞

−∞

A
σ,
−→
k

(ε)− A
σ,
−→
k

(ω)

ω + iε− ε
dε+ A

σ,
−→
k

(ω)

∫ +∞

−∞

1

ω + iε− ε
dε (3.4.3)

Ñèíãóëàðèòåò ó ïîäèíòåãðàëíîj ôóíêöèjè ïðâîã ñàáèðêà jå îòêëî»èâ, ïà ïðâè ñàáèðàê
îñòàjå ñòðîãî ðåàëàí, äîê jå äðóãè ñàáèðàê ñòðîãî èìàãèíàðàí, ïà jå îâî ójåäíî è
ðàçëàãà»å íà ðåàëíè è èìàãèíàðíè äåî äðóãîã äåëà ñîïñòâåíå åíåðãèjå.∫ +∞

−∞

1

ω + iε− ε
dε = −iπ (3.4.4)

Σd

σ,
−→
k

(ω) =

∫ +∞

−∞

A
σ,
−→
k

(ε)− A
σ,
−→
k

(ω)

ω + iε− ε
dε− iπA

σ,
−→
k

(ω) (3.4.5)

Re Σd

σ,
−→
k

(ω) =

∫ +∞

−∞

A
σ,
−→
k

(ε)− A
σ,
−→
k

(ω)

ω + iε− ε
dε (3.4.6)

Im Σd

σ,
−→
k

(ω) = −πA
σ,
−→
k

(ω) (3.4.7)

Ó ïîñìàòðàíîì ñëó÷àjó ôóíêöèjà À jå íåíóëòà ñàìî íà èíòåðâàëó (εmin, εmax), çáîã ÷åãà
ñå ðåàëíè äåî ìîæå èçðàçèòè êàî:

Re Σd

σ,
−→
k

(ω) =

∫ +∞

−∞

A
σ,
−→
k

(ε)− A
σ,
−→
k

(ω)

ω + iε− ε
dε =

∫ εmax

εmin

A
σ,
−→
k

(ε)− A
σ,
−→
k

(ω)

ω + iε− ε
dε

−A
σ,
−→
k

(ω) lim
α→+∞

(∫ εmin

−α

1

ω + iε− ε
dε+

∫ α

εmax

1

ω + iε− ε
dε

)
=

∫ εmax

εmin

A
σ,
−→
k

(ε)− A
σ,
−→
k

(ω)

ω + iε− ε
dε− A

σ,
−→
k

(ω) lim
α→+∞

(
− ln

(
εmin − ω
−α− ω

)
− ln

(
α− ω
εmax − ω

))
=

∫ εmax

εmin

A
σ,
−→
k

(ε)− A
σ,
−→
k

(ω)

ω + iε− ε
dε+ A

σ,
−→
k

(ω) ln

(
ω − εmin
εmax − ω

)
(3.4.8)

Íàjçàä ìîæåìî äîáèòè Ãðèíîâó ôóíêöèjó íà ðåàëíîj îñè jåð ñó ïîçíàòè ñâè »åíè
÷èíèîöè:

G
(2)

σ,
−→
k

(ω) =
1

ω + iε+ µ+ hσ − ε−→k − U 〈nσ̄〉
(2) − Σd

σ,
−→
k

(ω)
(3.4.9)

Ïîøòî jå èìàãèíàðíè äåî ñîïñòâåíå åíåðãèjå íåíóëòè ó òà÷êàìà êàäà ðåàëíè äåî
èìåíèîöà Ãðèíîâå ôóíêöèjå ïðîëàçè êðîç íóëó, ðåòàðäîâàíà Ãðèíîâà ôóíêöèjà ñå
äîáèjà êîðèø£å»åì ðåòàðäîâàíå ñîïñòâåíå åíåðãèjå åëåêòðîíà, à ÷ëàí iε ñå ìîæå
óêëîíèòè èç èìåíèîöà. Ïðèëèêîì íóìåðè÷êîã èçðà÷óíàâà»à Ãðèíîâå ôóíêöèjå, âèäåëè
ñìî äà ñó èìàãèíàðíè äåëîâè ôóíêöèjå âåîìà îøòðè è âåëèêîã èíòåíçèòåòà ó òà÷êàìà
ãäå ðåàëíè äåî èìåíèîöà ïðîëàçè êðîç íóëó. Òàäà ñìî èìåíèëàö èíòåðïîëèðàëè ó
îêîëèíè òå òà÷êå è îïèñèâàëè Ãðèíîâó ôóíêöèjó âåëèêèì áðîjåì òà÷àêà ó òîj ìàëîj
îêîëèíè. Íóìåðè÷êó ãðåøêó îâîã ïîñòóïêà ñìî ïðîöåíèëè íà ïðèìåðó Ëîðåíöèjàíà íà
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êîjè ñå ñâîäè Ãðèíîâà ôóíêöèjà ó ñëó÷àjó ôðåêâåíòíî íåçàâèñíå ñîïñòâåíå åíåðãèjå.
Îâà àïðîêñèìàöèjà jå îïðàâäàíà çáîã ÷è»åíèöå äà ñîïñòâåíà åíåðãèjà óãëàâíîì jåñòå
ñïîðîïðîìåí§èâà ó ìàëîj îêîëèíè îâèõ ïîñìàòðàíèõ òà÷àêà. Ôîðìóëå çà ïðîöåíó
ãðåøêå ñó èçâåäåíå ó äîäàòêó 7.11.
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4 Ïðîâåðà ìåòîäà

Äà áè ñìî ñå óâåðèëè äà êîä ðàäè èñïðàâíî, ïðîâåðèëè ñìî ðåçóëòàòå äîáèjåíå ó
ïðâîì ðåäó ïåðòóðáàöèjå ñà ðåçóëòàòèìà èç ðàäà W. Zhu et al. [23] è óñòàíîâèëè ñìî äà ñå
ðåçóëòàòè äîáðî ïîêëàïàjó. Ó íàâåäåíîì ðàäó jå ðà÷óíàòà ìàãíåòèçàöèjà ó Õàáàðäîâîì
ìîäåëó Bethe ðåøåòêå ñà áåñêîíà÷íèì êîîðäèíàöèîíèì áðîjåì íà àïñîëóòíîj íóëè.
Ãóñòèíà ñòà»à åëåêòðîíà íà îâîj ðåøåòêè jå:

ρ(ε) =
1

t∗π

√
1−

( ε

2t∗

)2

(4.0.1)

Ïàðàìåòàð t∗ jå jåäíàê t/
√
z ãäå jå z êîîðäèíàöèîíè áðîj.

Ñëèêà 8: Óïîðå¢èâà»å äîáèjåíèõ ðåçóëòàòà ó ïðâîì ðåäó ïåðòóðáàöèjå ñà
ðåçóëòàòèìà èç èòåðàòóðå

Ïîäàöè îçíà÷åíè òà÷êàìà íà ãðàôèêó íà ñëèöè 8 ñó ïîäàöè ïðåóçåòè èç ðàäà [23], äîê
jå ïóíà ëèíèjà äîáèjåíà èçðà÷óíàâà»åì.

19



Íà êîíà÷íîj ðåøåòêè Ãðèíîâå ôóíêöèjå è ñîïñòâåíà åíåðãèjà åëåêòðîíà èìàjó
äèñêðåòàí ñïåêòàð íà ðåàëíîj îñè. Ïîøòî ó òåðìîäèíàìè÷êîì ëèìåñó æåëèìî äà
ïîñìàòðàìî áåñêîíà÷íó ðåøåòêó, êîä êîjå jå ñîïñòâåíà åíåðãèjà åëåêòðîíà êîíòèíóàëíà
âåëè÷èíà, óêðóïíè£åìî ïîäåëó ôðåêâåíòíå îñå è óñðåä»èòè ñîïñòâåíó åíåðãèjó ó
îêîëèíè íîâèõ òà÷àêà. Íà îâàj íà÷èí ïîñòèæåìî äà ñîïñòâåíà åíåðãèjà ïîñòàíå ãëàòêà
ôóíêöèjà ôðåêâåíöèjå. Ïîøòî ñå óêðóï»àâà»åì óíîñè äîäàòíà íóìåðè÷êà ãðåøêà,
êðàj»è ðåçóëòàòè êîjè áè òðåáàëî äà ïîøòójó îäðå¢åíå ñèìåòðèjå, èìà£å ìàëà îäñòóïà»à.
Îâå ñèìåòðèjå ñå ìîãó óî÷èòè ó çàâèñíîñòè èìàãèíàðíîã äåëà ñîïñòâåíå åíåðãèjå
åëåêòðîíà îä ôðåêâåíöèjå è ñïî§àø»åã ìàãíåòíîã ïî§à ó òà÷êàìà âèñîêå ñèìåòðèjå
Áðèëóåíîâå çîíå. Ïîñìàòðàíå òà÷êå ñó òåìåíà èðåäóöèáèëíå êîìïîíåíòå, êàî è òà÷êà
(π/2, π/2) ïðèêàçàíå íà ñëèöè 15 ó ïîãëàâ§ó î ðåçóëòàòèìà. Ïðâà ñèìåòðèjà î êîjîj ñìî
âå£ ðàíèjå ãîâîðèëè jå ñèìåòðèjà ïðîìåíå çíàêà ïðîjåêöèjå ñïèíà è ñìåðà ìàãíåòíîã
ïî§à. Îíà ñå óî÷àâà ó ñâèì ñèòóàöèjàìà íåçàâèñíî îä äîïèðà»à è ïîëîæàjà ó
ðåöèïðî÷íîì ïðîñòîðó. Äðóãà ñèìåòðèjà, î êîjîj ñìî òàêî¢å ãîâîðèëè jå ñèìåòðèjà
èçìå¢ó åëåêòðîíà è øóï§èíà. Îâäå ñå ìàíèôåñòójå òàêî øòî ñîïñòâåíà åíåðãèjà
åëåêòðîíà ïîçèòèâíå ïðîjåêöèjå ñïèíà ó òà÷êè (0, 0) ó ïðâîj Áðèëóåíîâîj çîíè ïðè
äîïèðà»ó n, îäãîâàðà ñîïñòâåíîj åíåðãèjè åëåêòðîíà íåãàòèâíå ïðîjåêöèjå ñïèíà ó òà÷êè
(π, π) ó ïðâîj Áðèëóåíîâîj çîíè íà ôðåêâåíöèjè ñóïðîòíîã çíàêà ïðè äîïèðà»ó 2 − n.
Ñëè÷íå ñèìåòðèjå ïîñòîjå è ó ïðåîñòàëå äâå ïîñìàòðàíå òà÷êå ó Áðèëóåíîâîj çîíè, ñ òîì
ðàçëèêîì øòî ñå îíå ìå¢óñîáíî íå ìåøàjó, âå£ ñîïñòâåíà åíåðãèjà åëåêòðîíà ïîçèòèâíå
ïðîjåêöèjå ñïèíà ïðè èñòèì óñëîâèìà îäãîâàðà ñîïñòâåíîj åíåðãèjè åëåêòðîíà íåãàòèâíå
ïðîjåêöèjå ñïèíà ó èñòîj òà÷êè Áðèëóåíîâå çîíå. Îâå ñèìåòðèjå jå ìîãó£å èçðàçèòè
ïîìî£ó ñëåäå£å ÷åòèðè jåäíà÷èíå:

Im Σ−→
k ,σ

(ω, h, n) = Im Σ−→
k ,σ̄

(ω,−h, n) (4.0.2)

Im Σ(0,0),σ(ω, h, n) = Im Σ(π,π),σ(−ω,−h, 2− n) (4.0.3)

Im Σ(π2 ,
π
2 ),σ(ω, h, n) = Im Σ(π2 ,

π
2 ),σ(−ω,−h, 2− n) (4.0.4)

Im Σ(0,π),σ(ω, h, n) = Im Σ(0,π),σ(−ω,−h, 2− n) (4.0.5)

Ñèìåòðèjà èçìå¢ó åëåêòðîíà è øóï§èíà ó Õàáàðäîâîì ìîäåëó íà êâàäðàòíîj ðåøåòêè
ïîñòîjè ñàìî êàäà jå äîçâî§åí ïðåñêîê ñàìî èçìå¢ó ñóñåäíèõ ÷âîðîâà ðåøåòêå.
Ñïåöèjàëíè ñëó÷àjåâè òå ñèìåòðèjå ñó îïèñàíè ó jåäíà÷èíàìà (4.0.3)-(4.0.5) è ìîãó ñå
èçðàçèòè:

Im Σ−→
k ,σ

(ω, h, n) = Im Σ
(π,π)−

−→
k ,σ

(−ω,−h, 2− n) (4.0.6)

Íà îñíîâó îâèõ îäñòóïà»à jå ìîãó£å ïðîöåíèòè ãðåøêó ìåòîäà. (ñëèêà 9)
Íà ñëèöè 10 jå ïðèêàçàíà ñîïñòâåíà åíåðãèjà åëåêòðîíà ïðå è íàêîí óêðóï»àâà»à
ïîäåëå ôðåêâåíòíå îñå, êàî è èìàãèíàðíè äåî ñîïñòâåíå åíåðãèjå íà èìàãèíàðíîj îñè. Íà
èìàãèíàðíîj îñè jå èìàãèíàðíè äåî ñîïñòâåíå åíåðãèjå ðà÷óíàò íà äâà íà÷èíà, äèðåêòíî
ïðèìåíîì ôîðìóëå (3.3.6) è àíàëèòè÷êèì ïðîäóæå»åì ðåçóëòàòà äîáèjåíèõ ïîìî£ó
(3.4.7) íà èìàãèíàðíó îñó.

Ãðèíîâå ôóíêöèjå ñå ó ñëó÷àjó óêðóï»åíå è íåóêðóï»åíå ïîäåëå ôðåêâåíòíå îñå òàêî¢å
ðàçëèêójó, ìå¢óòèì, íà ðåàëíîj îñè èìàãèíàðíè äåëîâè îâèõ ôóíêöèjà èìàjó âåëèêè
ñêîê ó òðåíóòêó êàäà èì ðåàëíè äåî ïðîëàçè êðîç íóëó, î ÷åìó ñìî ãîâîðèëè íà êðàjó
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Ñëèêà 9: A Íàðóøàâà»å ñèìåòðèjå ñîïñòâåíå åíåðãèjå åëåêòðîíà óêðóï»àâà»åì
ïîäåëå ôðåêâåíòíå îñå; Â Íàðóøå»å ñèìåòðèjå îòïîðíîñòè ó çàâèñíîñòè îä âðñòå

äîïèðà»à íà ðàçëè÷èòèì òåìïåðàòóðàìà; Ñ Ñèìåòðèjà ñîïñòâåíå åíåðãèjå
åëåêòðîíà ïðå óêðóï»àâà»à ïîäåëå ôðåêâåíòíå îñå; D Íàðóøå»å ñèìåòðèjå
îòïîðíîñòè ó çàâèñíîñòè îä äîïèðà»à çà ðàçëè÷èòå âðåäíîñòè äîïèðà»à;
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Ñëèêà 10: Ðåàëíè A è èìàãèíàðíè Â äåî ñîïñòâåíå åíåðãèjå íà óêðóï»åíîj è
íåóêðóï»åíîj ïîäåëè ôðåêâåíòíå îñå; Ñ Èìàãèíàðíè äåî ñîïñòâåíå åíåðãèjå

åëåêòðîíà íà èìàãèíàðíîj îñè äîáèjåí ïîìî£ó äâå ìåòîäå;
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Ñëèêà 11: A Èìàãèíàðíè äåî Ãðèíîâå ôóíêöèjå íà èìàãèíàðíîj îñè; Â Èìàãèíàðíè
äåî Ãðèíîâå ôóíêöèjå íà ðåàëíîj îñè äîáèjåí ïîìî£ó äâå ìåòîäå;

ïîãëàâ§à 3.4. Äîáèjåíå ðåçóëòàòå ñìî ïðîâåðèëè óïîðå¢èâà»åì èìàãèíàðíèõ äåëîâà
Ãðèíîâå ôóíêöèjå íà èìàãèíàðíîj îñè äîáèjåíèõ äèðåêòíî íà îñíîâó jåäíà÷èíå (3.3.3)
è àíàëèòè÷êèì ïðîäóæå»åì ðåçóëòàòà äîáèjåíèõ íà ðåàëíîj îñè è ñà è áåç ïðèìåíå
àïðîêñèìàöèjå Ëîðåíöèjàíîì, îäíîñíî àäàïòèðà»åì îïñåãà ôðåêâåíòíå îñå. Îâè
ðåçóëòàòè ñó ïðèêàçàíè íà ñëèöè 11 À. Íà ñëèöè 11 Â jå èëóñòðîâàíî îäñòóïà»å, ïà ÷àê
è íåäîñòàòàê îøòðîã äåëà Ãðèíîâå ôóíêöèjå íà ðåàëíîj îñè ó ïîìåíóòèì ñëó÷àjåâèìà.
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5 Ðåçóëòàòè

Ðà÷óíàëè ñìî çàâèñíîñò îòïîðíîñòè îä ìàãíåòíîã ïî§à íà òåìïåðàòóðàìà ó îïñåãó
îä 0.2t äî 1t è êîíñòàíòîì åëåêòðîí-åëåêòðîí èíòåðàêöèjå ó îïñåãó îä 0.1t äî 5t ó
jåäèíèöàìà ïàðàìåòðà ñêîêà t è ïðîâåðàâàëè äà ëè äîáèjåíè ðåçóëòàòè çàäîâî§àâàjó
ñèìåòðèjå ìîäåëà è ðåøåòêå. Òà÷íîñò äîáèjåíèõ ðåçóëòàòà äèðåêòíî çàâèñè îä èçáîðà
êîíòðîëíèõ ïàðàìåòàðà âåëè÷èíå ðåøåòêå è êîðàêà äèñêðåòèçàöèjå ôðåêâåíòíå îñå.
Ñèìåòðèjå Õàáàðäîâîã ìîäåëà ñå äèðåêòíî âèäå ó äîáèjåíèì ðåçóëòàòèìà. Ïðîâîäíîñò
çà jåäíîñìåðíó ñòðójó, êîjà jå èçðà÷óíàòà, íå çàâèñè îä çíàêà ìàãíåòíîã ïî§à jåð ïðîìåíó
çíàêà ìàãíåòíîã ïî§à ïðàòè ïðîìåíà çíàêà ïðîjåêöèjå ñïèíà åëåêòðîíà íà ïðàâàö
ìàãíåòíîã ïî§à, à êàêî jå Õàáàðäîâ ìîäåë ñèìåòðè÷àí ïî ñïèíó åëåêòðîíà, ðåçóëòàò
îñòàjå íåïðîìå»åí (ñëèêà 12 À,Â,Ñ). Äðóãà ñèìåòðèjà îòïîðíîñè jå ñèìåòðèjà ó îäíîñó
íà âðñòó äîïèðà»à (ñëèêà 12 À). Îâà ñèìåòðèjà jå ïîñëåäèöà òîãà øòî ñó îäãîâàðàjó£å
òðàíñïîðòíå îñîáèíå åëåêòðîíà è øóï§èíà ñó èçjåäíà÷åíå. Íà îñíîâó ñëèêà 12 À,Ñ,D
çàê§ó÷ójåìî äà ó íåäîïèðàíîì ñëó÷àjó (n = 1) ìàãíåòíî ïî§å íå ñìà»ójå îòïîðíîñò äî
íóëå ó ëèìèòó áåñêîíà÷íîã ïî§à, êàî ó äîïèðàíîì ñëó÷àjó, àëè äà ïîâå£à»å ìàãíåòíîã
ïî§à çà îâàj èçáîð ïàðàìåòàðà ãëîáàëíî äîâîäè äî ñìà»å»à îòïîðíîñòè. Îâî ìîæåìî
îájàñíèòè òèìå øòî ó íåäîïèðàíîì ñëó÷àjó ïîñòîjè ñèìåòðèjà èçìå¢ó åëåêòðîíà
ðàçëè÷èòå ïðîjåêöèjå ñïèíà, îíäà âàæè:

µ̃σ = −µ̃σ̄ = µ+ hσ − Unσ̄ = −µ− hσ̄ + Unσ =⇒ 2µ+ hσ + hσ̄ = Un = U = 2µ (5.0.1)

Íà îñíîâó jåäíà÷èíå (7.11.6) èç äîäàòêà 7.11, jåäíà÷èíå (3.3.6) è jåäíà÷èíå (2.0.22) íà
îñíîâó êîjå ðà÷óíàìî ïðîâîäíîñò, çàê§ó÷ójåìî äà jå îòïîðíîñò ó íåäîïèðàíîì ñëó÷àjó
ó ëèìåñó jàêîã ïî§à, êàî è ó ëèìåñó âåëèêîã äîïèðà»à ïðè íóëòîì ñî§àø»åì ïî§ó
(ñëèêà 13 Å) íåíóëòà è ïðîïîðöèîíàëíà òåìïåðàòóðè:

ρ ∼ − lim
h→∞

n2
F (h)nF (−h) + n2

F (−h)nF (h)
∂nF (ξ)
∂ξ

∣∣∣
ξ→h

= lim
h→∞

n2
F (h)nF (−h) + n2

F (−h)nF (h)

βnF (h)nF (−h)
= lim

h→∞

nF (−h) + nF (h)

β
=

1

β
= T (5.0.2)

Ó äîïèðàíîì ñëó÷àjó, ñïî§àø»å ìàãíåòíî ïî§å ïîâå£àâà è ñìà»ójå êîíöåíòðàöèjå
åëåêòðîíà ñóïðîòíèõ ñïèíîâà òàêî äà åíåðãèjà jåäíèõ îä îâå äâå ãðóïå åëåêòðîíà îñòàjó
ó îêîëèíè Ôåðìèjåâîã íèâîà (ñëèêà 17), ïðè ÷åìó »èõîâà ñîïñòâåíà åíåðãèjà, ïà ñàìèì
òèì è îòïîðíîñò îäëàçè ó íóëó ó ëèìåñó áåñêîíà÷íîã ïî§à. (ñëèêà 15) Ìå¢óòèì, íà
îñíîâó ñëèêa 12 Å,F âèäèìî äà ó çàâèñíîñòè îä òåìïåðàòóðå ïîâå£à»å äîïèðà»à èëè
ìàãíåòíîã ïî§à íå äîâîäè óâåê äî ñìà»å»à îòïîðíîñòè, âå£ ñå ìîæå óî÷èòè ëîêàëíè
ìèíèìóì îòïîðíîñòè ó îïñåãó îä 1.6 äî 1.8 (êàî è îä 0.2 äî 0.4) çà äàòè èçáîð ïàðàìåòàðà
íà òåìïåðàòóðàìà îä 0.3 äî 0.6. Îâà ïîjàâà ñå ìàíèôåñòójå ïðåñåöà»åì êðèâèõ íà
ñëèöè 13 D. Çàâèñíîñò îòïîðíîñòè îä òåìïåðàòóðå jå ìîíîòîíî ðàñòó£à ïðè îâîì èçáîðó
ïàðàìåòàðà (ñëèêà 13 Â,Ñ). Ñà ñëèêå 13 D ñå ìîæå çàê§ó÷èòè äà ñå ó íåäîïèðàîì ñëó÷àjó
îâà çàâèñíîñò ìîæå ñìàòðàòè ëèíåàðíîì, à äà ñà ïîðàñòîì äîïèðà»à çàâèñíîñò ïðåëàçè
ó êâàäðàòíó, ïà ïîòîì ïîíîâî ó ëèíåàðíó, øòî jå ïðèêàçàíî íà ñëèöè 14.
Ïîâå£à»å êîíñòàíòå åëåêòðîí-åëåêòðîí èíòåðàêöèjå óçðîêójå ìîíîòîíî ïîâå£à»å
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Ñëèêà 12: À Ñèìåòðèjå îòïîðíîñòè ó îäíîñó íà çíàê ìàãíåòíîã ïî§à è âðñòó
äîïèðà»à; Â Çàâèñíîñò îòïîðíîñòè îä òåìïåðàòóðå ïðè ðàçëè÷èòèì âðåäíîñòèìà
ìàãíåòíîã ïî§à ó äîïèðàíîì ñëó÷àjó; Ñ Çàâèñíîñò îòïîðíîñòè îä òåìïåðàòóðå ïðî

ðàçëè÷èòèì âðåäíîñòèìà ìàãíåòíîã ïî§à ó íåäîïèðàíîì ñëó÷àjó; D Çàâèíîñò
îòïîðíîñòè îä ìàãíåòíîã ïî§à çà ðàçëè÷èòå âðåäíîñòè äîïèðà»à íà âèøîj

òåìïåðàòóðè; Å Çàâèíîñò îòïîðíîñòè îä ìàãíåòíîã ïî§à çà ðàçëè÷èòå âðåäíîñòè
äîïèðà»à íà íèæîj òåìïåðàòóðè; F Çàâèñíîñò îòïîðíîñòè îä äîïèðà»à íà

ðàçëè÷èòèì òåìïåðàòóðàìà ïðè íóëòîì ìàãíåòíîì ïî§ó;
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îòïîðíîñòè. Îòïîðíîñò jå àïðîêñèìèðàíà çàêîíîì:

ρ = ATB (5.0.3)

Íà îñíîâó ñëèêå 14 âèäèìî äà jå êîåôèöèjåíò À êâàäðàòíî çàâèñàí îä êîíñòàíòå
åëåêòðîí-åëåêòðîí èíòåðàêöèjå çà ìàëå âðåäíîñòè òå êîíñòàíòå, êàî è äà åêñïîíåíò
çàâèñè ñàìî îä äîïèðà»à, äîê íà çà âå£å âðåäíîñòè îâå êîíñòàíòå äîëàçè äî îäñòóïà»à
ïðè ñðåä»èì âðåäíîñòèìà äîïèðà»à.

A = αU2 (5.0.4)

Ãðåøêà îâèõ êîåôèöèjåíàòà jå äîáèjåíà ìåòîäîì íàjìà»èõ êâàäðàòà. Çáîã
äèñêðåòèçàöèjå èìïóëñíîã ïðîñòîðà, îäíîñíî êîíà÷íîñòè ðåøåòêå, îãðàíè÷åíè ñìî íà
ðåëàòèâíî âèñîêå òåìïåðàòóðå, íå ìîæåìî äà äàìî îäãîâîð íà ïèòà»å øòà ñå äåøàâà
êàäà òåìïåðàòóðà òåæè íóëè. Ó ñêîðàø»îj ëèòåðàòóðè jå ïîêàçàíî äà ó îêîëèíè âàí
Õîâå ñèíãóëàðèòåòà ïîñòîjå çíà÷àjíà îäñòóïà»à çàâèñíîñòè îòïîðíîñòè îä òåìïåðàòóðå
ó îäíîñó íà T 2 çàâèñíîñò êîjà jå êàðàêòåðèñòèêà ôàçå Ôåðìèjåâå òå÷íîñòè. [25] Íà
òåìïåðàòóðàìà ïðåêî 0.4t è âðåäíîñòèìà êîíñòàíòå åëåêòðîí-åëåêòðîí èíòåðàêöèjå îêî
2t ñâàêàêî î÷åêójåìî óñïîðàâà»å ðàñòà îòïîðíîñòè ñà òåìïåðàòóðîì è ó îäñóñòâó âàí
Õîâå ñèíãóëàðèòåòà. [26] Ó ñëó÷àjó ïóíå ñèìåòðèjå èçìå¢ó åëåêòðîíà è øóï§èíà, ôèçèêà
ñå äîäàòíî êîìïëèêójå íà íèñêèì òåìïåðàòóðàìà. Ñïèíñêå ôëóêòóàöèjå êîjå ïîâåçójó
òà÷êå íà Ôåðìèjåâîj ïîâðøè ïîñòàjó äóãîäîìåòíå è jà÷å, è ó èíòåðàêöèjè ñà åëåêòðîíèìà
äîâîäå äî îòâàðà»à åíåðãåòñêîã ïðîöåïà íà Ôåðìèjåâîì íèâîó (Ñëåjòåðîâ èçîëàòîð).
[24][27]
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Ñëèêà 13: À Çàâèñíîñò îòïîðíîñòè îä êîíñòàíòå åëåêòðîí-åëåêòðîí èíòåðàêöèjå è
òåìïåðàòóðå; Â Çàâèñíîñò îòïîðíîñòè îä êîíñòàíòå åëåêòðîí-åëåêòðîí
èíòåðàêöèjå ïðè ðàçëè÷èòèì òåìïåðàòóðàìà; Ñ Çàâèñíîñò îòïîðíîñòè îä

òåìïåðàòóðå ïðè ðàëè÷èòèì âðåäíîñòèìà åëåêòðîí-åëåêòðîí èíòåðàêöèjå; D
Çàâèñíîñò îòïîðíîñòè îä òåìïåðàòóðå çà ðàçëè÷èòå âðåäíîñòè äîïèðà»à ïðè
íóëòîì ìàãíåòíîì ïî§ó; E Ñèìåòðèjà çàâèñíîñòè îòïîðíîñòè îä òåìïåðàòóðå

ïðè âåëèêîì äîïèðà»ó è ïðè âåëèêîì ìàãíåòíîì ïî§ó è ëèíåàðíà åêñòðàïîëàöèjà êà
íèñêèì òåìïåðàòóðàìà;
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Ñëèêà 14: Çàâèñíîñò êîåôèöèjåíòà è åêñïîíåíòà ó ôåíîìåíîëèøêîj ôîðìóëè çà
îòïîðíîñò îä äîïèðà»à

Îñèì ãëàâíîã ðåóëòàòà, ïðîâîäíîñòè, ó òîêó èçðà÷óíàâà»à ñó îäðå¢èâàíå jîø äâå
áèòíå âåëè÷èíå êîjå îïèñójó îâàj ñèñòåì. Òî ñó ñîïñòâåíà åíåðãèjà åëåêòðîíà è Ãðèíîâà
ôóíêöèjà. Îâå âåëè÷èíå ïîñåäójó äîäàòíå ñèìåòðèjå êîjå ñó ïîñëåäèöà íå ñàìî
Õàáàðäîâîã ìîäåëà âå£ è êâàäðàòíå ðåøåòêå. Êâàäðàòíà ðåøåòêà èìà ãðóïó ñèìåòðèjå
C4v ∧T2. Òðàíñëàöèîíà äèïåðèîäè÷íà ãðóïà îáåçáå¢ójå äà ñå ðåöèïðî÷íè ïðîñòîð ìîæå
èçäåëèòè íà Áðèëóåíîâå çîíå, äîê öèêëè÷íà ãðóïà îáåçáå¢ójå äà Áðèëóåíîâå çîíå èìàjó
èðåäóöèáèëíó êîìïîíåíòó êîjà çàõâàòà îñìèíó »èõîâå ïîâðøèíå. Ó ñëó÷àjó ïðâå
Áðèëóåíîâå çîíå, çà èðåäóöèáèëíó êîìïîíåíòó ñå ìîæå îäàáðàòè òðîóãàî îäðå¢åí
òà÷êàìà (0, 0), (π, π) è (0, π), êàî è áèëî êîjè òðîóãàî äîáèjåí »åãîâèì ïðåñëèêàâà»åì
åëåìåíòèìà öèêëè÷íå ãðóïå C4v.
Íà êîíà÷íîj òåìïåðàòóðè, Ôåðìèjåâà ïîâðø íèjå äîáðî äåôèíèñàíà, jåð äîáèjà øèðèíó
ó îáëèêó ïðèêàçàíîì íà ñëèöè 16. Íà îâîj ñëèöè jå îñèì ñèìåòðèjå ñàìå Áðèëóåíîâå
çîíå ïðèêàçàíà çàâèñíîñò ïîëîæàjà Ôåðìèjåâå ïîâðøè ó ðåöèïðî÷íîì ïðîñòîðó îä
äîïèðà»à, êàî è çàâèñíîñò èìàãèíàðíîã äåëà ñîïñòâåíå åíåðãèjå åëåêòðîíà îä ïîëîæàjà
ó Áðèëóåíîâîj çîíè íà òèì äîïèðà»èìà. Îâå äâå âåëè÷èíå ñó ìå¢óñîáíî ó ðåöèïðî÷íîì
îäíîñó. Äîïèðà»åì ñèñòåìà, ñå Ôåðìèjåâà ïîâðø ñìà»ójå îêî òà÷êå (0, 0) ó ñëó÷àjó
äîïèðà»à øóï§èíàìà èëè (π, π) ó ñëó÷àjó äîïèðà»à åëåêòðîíèìà. Ó ñëó÷àjó íåíóëòîã
ñïî§àø»åã ìàãíåòíîã ïî§à, åëåêòðîíè ðàçëè÷èòå ïðîjåêöèjå ñïèíà íà ïðàâàö ìàãíåòíîã
ïî§à èìàjó ðàçëè÷èòó âðåäíîñò ñîïñòâåíå åíåðãèjå è ðàçëè÷èòå Ôåðìèjåâå ïîâðøè jåð
ñå »èõîâè åôåêòèâíè õåìèjñêè ïîòåíöèjàëè ðàçëèêójó çà 2h.

Óòèöàj ñïî§àø»åã ìàãíåòíîã ïî§à íà ðàçäâàjà»å îâèõ åíåðãèjà è Ôåðìèjåâèõ ïîâðøè
çà ðàçëè÷èòå ïðîjåêöèjå ñïèíà ïðèêàçàí jå íà ñëèöè 17. Åíåðãåòñêè ïðîöåï èçìå¢ó »èõ
jå íà ôðàêâåíòíîj îñè jåäíàê äâîñòðóêîì èíòåíçèòåòó ìàãíåòíîã ïî§à èçðàæåíîì ó
jåäèíèöàìà t. Òà÷êà îçíà÷åíà ñà × ïðåäñòàâ§à íàjêîõåðåíòíèjå ñòà»å íà ñëèöè.
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Ñëèêà 15: Ñèìåòðèjå ñîïñòâåíå åíåðãèjå åëåêòðîíà ó ôðåêâåíòíîì äîìåíó ó
çàâèñíîñòè îä ìàãíåòíîã ïî§à ïðè ðàçëè÷èòèì äîïèðà»èìà çà îáå ïðîjåêöèjå ñïèíà

ó òà÷êàìà âèñîêå ñèìåòðèjå ïðâå Áðèëóåíîâå çîíå
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Ñëèêà 16: Èìàãèíàðíè äåëîâè ñîïñòâåíå åíåðãèjå åëåêòðîíà è ãðèíîâå ôóíêöèjå ó
ïðâîj Áðèëóåíîâîj çîíè è îáëèê Ôåðìèjåâå ïîâðøè ó çàâèñíîñòè îä äîïèðà»à ïðè

íóëòîì ìàãíåòíîì ïî§ó
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Ñëèêà 17: Ðàçäâàjà»å ñîïñòâåíå åíåðãèjå åëåêòðîíà è äåëîâà Ôåðìèjåâå ïîâðøè çà
ðàçëè÷èòå âðåäíîñòè ïðîjåêöèjå ñïèíà ó ôðåêâåíòíîì äîìåíó äóæ ãðàíèöå

èðåäóöèáèëíå êîìïîíåíòå ïðâå Áðèëóåíîâå çîíå
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6 Çàê§ó÷àê

Èñïèòàëè ñìî óòèöàj ìàãíåòíîã ïî§à íà ïðîâîäíîñò è jåäíî÷åñòè÷íè ñïåêòàð ó
Õàáàðäîâîì ìîäåëó, ó ðåæèìó ñëàáèõ èíòåðàêöèjà. Íàëàçèìî äà ìàãíåòíî ïî§å èìà
äðàñòè÷íî ðàçëè÷èò åôåêàò ó ñëó÷àjåâèìà ïîëóïîïîó»åíå åíåðãåòñêå çîíå è êîíà÷íå
äîïèðàíîñòè. Ó ñëó÷àjó ïîëóïîïó»åíîñòè, îòïîðíîñò jå íåìîíîòîíà ôóíêöèjà ìàãíåòíîã
ïî§à è êîíâåðãèðà êà êîíà÷íîj âðåäíîñòè ó ëèìåñó jàêîã ïî§à. Ó äîïèðàíîì ñëó÷àjó,
íà òåìïåðàòóðàìà êîjå ñìî ïîñìàòðàëè, îòïîðíîñò jå ìîíîòîíî îïàäàjó£à ôóíêöèjà
jà÷èíå ìàãíåòíîã ïî§à è òåæè íóëè ó ëèìåñó áåñêîíà÷íîã ïî§à. Îâî îïàæà»å jå ó
êîíòðàñòó ñà åêñïåðèìåíòàëíèì ìåðå»èìà íà êóïðàòíîì jåäè»å»ó Bi2212 èç ðåôåðåíöå
[13] ãäå ìàãíåòíî ïî§å èíèöèjàëíî äîâîäè äî ïîâå£à»à îòïîðíîñòè. Îâà ðàçëèêà ñå
ìîæå ïðèïèñàòè èëè åôåêòèìà jàêèõ èíòåðàêöèjà êîjå ñó ó òîì ñèñòåìó ïðèñóòíå, àëè è
íèñêîj òåìïåðàòóðè, êîjà jå ó åêñïåðèìåíòó çíà÷àjíî íèæà îä òåìïåðàòóðà ïîñìàòðàíèõ
ó íàøåì ðàäó.
Îä íàðî÷èòîã èíòåðåñà íàì jå áèëà è òåìïåðàòóðíà çàâèñíîñò îòïîðà. Íàëàçèìî ó
ñâèì ñëó÷àjåâèìà äà ñå îòïîð ìîæå äîáðî îïèñàòè ñòåïåíîì ôóíêöèjîì òåìïåðàòóðå.
Åêñïîíåíò ó ñòåïåíîj çàâèñíîñòè jå jàêî çàâèñàí îä ìàãíåòíîã ïî§à è ïîïó»åíîñòè. Íà
íóëòîì ïî§ó, åêñïîíåíò jå áëèçó jåäèíèöå (ëèíåàðíà çàâèñíîñò) ó îêîëèíè
ïîëóïîïó»åíîñòè è ó ñëó÷àjó âåëèêîã äîïèðà»à, äîê jå èçìå¢ó îâà äâà ñëó÷àjà åêñïîíåíò
áëèçó äâà. Ó îêîëèíè ïîëóïîïó»åíîñòè, Ôåðìèjåâ íèâî ñå íàëàçè ó áëèçèíè âàí Õîâå
ñèíãóëàðèòåòà ó ãóñòèíè ñòà»à. Ëèíåàðíà çàâèñíîñò îòïîðà îä òåìïåðàòóðå êîjó
îïàæàìî ó òîì ðåæèìó jå ó ñêëàäó ñà ðåçóëòàòèìà ïðîøëîãîäèø»å ñòóäèjå [25] è
ïðåäñòàâ§à îäñòóïà»å îä ïîíàøà»à êîíâåíöèîíàëíå Ôåðìèjåâå òå÷íîñòè. Íà
òåìïåðàòóðàìà êîjå ïîñìàòðàìî, ìå¢óòèì, ñëàá§å»å êâàäðàòíå çàâèñíîñòè ñå î÷åêójå è
ñàìî óñëåä òåðìàëíèõ ôëóêòóàöèjà. Íàøè íóìåðè÷êè ðåçóëòàòè íå ìîãó äàòè êîíà÷àí
îäãîâîð ó âåçè ñà ïîíàøà»åì ó ëèìåñó íèñêèõ òåìïåðàòóðà. Ñ äðóãå ñòðàíå, íàëàçèìî
ñèìåòðèjó ó ïîíàøà»ó èçìå¢ó jàêî äîïèðàíîã ñëó÷àjà ó íóëòîì ïî§ó, è ïîëóïîïó»åíîã
ñëó÷àjà ó jàêîì ïî§ó. Îâà ñèìåòðèjà ñå îïàæà ó íóìåðè÷êèì ðåçóëòàòèìà, à ìîæå
ñå ïîêàçàòè è àíàëèòè÷êè. Èç àíàëèòè÷êîã ïðîðà÷óíà ìîæå ñå çàê§ó÷èòè äà ó îâèì
ðåæèìàìà îòïîðíîñò ïðèëàçè ëèíåàðíîj çàâèñíîñòè ñà ñìà»å»åì òåìïåðàòóðå è
ïîâå£à»åì äîïèðà»à, îäíîñíî ìàãíåòíîã ïî§à, à òàêâî ïîíàøà»å ñå íàçèðå è èç
íóìåðè÷êèõ ðåçóëòàòà.
Ó äà§åì ðàäó, ïîòðåáíî jå èñïèòàòè çàâèñíîñò ðåçóëòàòà îä êîíòðîëíèõ íóìåðè÷êèõ
ïàðàìåòàðà (âåëè÷èíà ðåøåòêå, ðåçîëóöèjà åíåðãèjå) è óòâðäèòè ïîíàøà»å íà íèñêèì
òåìïåðàòóðàìà. Çà îâî £å òàêî¢å áèòè ïîòðåáíî èñïèòèòàòè çàâèñíîñò ó÷åñòàíîñòè
ðàñåjà»à îä ïàðàìåòàðà ìîäåëà, òå óïîòðåáèòè ïîjåäíîñòàâ§å»à ó ïðîðà÷óíó
îòïîðñíîòè êîjå ïðîèçëàçå èç âèñîêå êîõåðåíöèjå åëåêòðîíà íà Ôåðìèjåâîj ïîâðøè íà
íèñêèì òåìïåðàòóðàìà.
Ó òîêó èñòðàæèâà»à ñó äîáèjåíè àíàëèòè÷êè ðåçóëòàòè Ôóðèjåîâå òðàíñôîðìàöèjå
Ëîðàíîâîã ðåäà î êîjèìà jå áèëî ðå÷è ó ïîãëàâ§ó 3 è äîäàöèìà 7.4 è 7.5, àëè ñó èç
îâèõ ðåçóëòàòà äîáèjåíå è ðåëàöèjå èçìå¢ó Ñòèðëèíãîâèõ áðîjåâà ïðâå è äðóãå âðñòå
(äîäàòàê 7.8 è 7.10), êàî è äèñêðåòíà òðàíñôîðìàöèjà êîjà èõ ãåíåðèøå (äîäàòàê 7.9).
Èìàjó£è ó âèäó êîìáèíàòîðè÷êè ñìèñàî Ñòèðëèíãîâèõ áðîjåâà, îâè ðåçóëòàòè ìîãó
èìàòè äà§ó ïðèìåíó ó êîìáèíàòîðèöè è òåîðèjè âåðîâàòíî£å.
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7 Äîäàöè

7.1 Õàáàðäîâ àòîì ó ìàãíåòíîì ïî§ó

Õàìèëòîíèjàí àòîìà jå ñàñòàâ§åí îä òðè ÷ëàíà: õåìèjñêîã ïîòåíöèjàëà, åëåêòðîí-
åëåêòðîí èíòåðàêöèjå è èíòåðàêöèjå ñà ñïî§àø»èì ïî§åì:

Ĥ = −µ
∑
σ

a†σaσ + Ua†↑a↑a
†
↓a↓ + h

∑
σ

(−1)δσ,↑a†σaσ (7.1.1)

Ìàòðè÷íè îáëèê õàìèëòîíèjàíà ó áàçèñó |0〉, | ↑〉, | ↓〉 è | ↑↓〉 jå:

Ĥ =


0 0 0 0
0 −µ+ h 0 0
0 0 −µ− h 0
0 0 0 −2µ+ U

 (7.1.2)

Ïàðòèöèîíà ôóíêöèjà jå:

Z = Tr
(
e−βĤ

)
= 1 + 2eµβ ch (hβ) + e(2µ−U)β (7.1.3)

Îïåðàòîðè êðåàöèjå è àíõèëàöèjå ó ìàòðè÷íîì îáëèêó ñó:

a†↑ =


0 0 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0

 a†↓ =


0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0



a↑ =


0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0

 a↓ =


0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0

 (7.1.4)

Äâîòà÷êàñòà Ãðèíîâà ôóíêöèjà jå:

Gσ(τ) = − 1

Z

(
eτ(µ+hσ) + eβ(µ−hσ)+τ(µ+hσ−U)

)
(7.1.5)

Îêóïèðàíîñò 〈nσ〉 jåäíàêà âðåäíîñòè ãðèíîâå ôóíêöèjå òðåíóòêó τ = 0−:

〈nσ〉 =
1

Z

(
eβ(µ+hσ) + eβ(2µ−U)

)
(7.1.6)

Äâîñòðóêà îêóïèðàíîñò jå jåäíàêà:

〈n↑n↓〉 =
1

Z
eβ(2µ−U) (7.1.7)

Ãðèíîâà ôóíêöèjà ó ôðåêâåíòíîì äîìåíó jå ïðåäñòàâ§åíà àìïëèòóäîì êîjà ñòîjè óç
Äèðàêîâ ÷åøà§. Èç jåäíà÷èíå (7.1.5) ñå èíòåãðàöèjîì äîáèjà:

Gσ(iω) =

∫ β

0

eiωτGσ(τ)dτ =
1 + eβ(µ+hσ)

Z (iω + µ+ hσ)
+

eβ(µ−hσ) + eβ(2µ−U)

Z (iω + µ+ hσ − U)
(7.1.8)
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Òàêî¢å ñå ðåçóëòàò ìîæå çàïèñàòè è ïðåêî îêóïèðàíîñòè:

Gσ(iω) =
1− 〈nσ̄〉

iω + µ+ hσ
+

〈nσ̄〉
iω + µ+ hσ − U

(7.1.9)

Àíàëèòè÷êî ïðîäóæå»å íà ðåàëíó îñó ñå äîáèjà çàìåíîì iω ñà ω. Ïðèòîì jå âàæíî
âîäèòè ðà÷óíà î òîìå äà ïîë Ãðèíîâå ôóíêöèjå áóäå ñà îäãîâàðàjó£å ñòðàíå ðåàëíå îñå
êàêî áè äîáèëè ðåòàðäîâàíó èëè àäâàíñèðàíó Ãðèíîâó ôóíêöèjó. Ðåòàðäîâàíà ôóíêöèjà
jå:

Gσ(ω) =
1− 〈nσ̄〉

ω + iε+ µ+ hσ
+

〈nσ̄〉
ω + iε+ µ+ hσ − U

(7.1.10)

Ó íåèíòåðàãójó£åì ñëó÷àjó ñå èçðàç ïîjåäíîñòàâ§ójå:

G(0)
σ (iω) =

1

iω + µ+ hσ
(7.1.11)

Ïîìî£ó îâèõ ôóíêöèjà ìîæåìî äà îäðåäèìî ñîïñòâåíó åíåðãèjó åëåêòðîíà:

Σσ(iω) =
(
G(0)
σ

)−1
(iω)−G−1

σ (iω) (7.1.12)

Σσ(iω) = iω + µ+ hσ −
(iω + µ+ hσ − U) (iω + µ+ hσ)

〈nσ̄〉 (iω + µ+ hσ) + (1− 〈nσ̄〉) (iω + µ+ hσ − U)
(7.1.13)

Ó ñëó÷àjó íóëòîã ìàãíåòíîã ïî§à, ôóíêöèjå íå çàâèñå îä ñïèíà è ñâîäå ñå íà:

G(τ) = − 1

Z

(
eτµ + eβµ+τ(µ−U)

)
(7.1.14)

〈n↑〉 = 〈n↓〉 =
1

Z

(
eβµ + eβ(2µ−U)

)
(7.1.15)

G(iω) =
1− 〈n〉
iω + µ

+
〈n〉

iω + µ− U
(7.1.16)

G(ω) =
1− 〈n〉

ω + iε+ µ
+

〈n〉
ω + iε+ µ− U

(7.1.17)

G(0)(iω) =
1

iω + µ
(7.1.18)

Σ(iω) = µ+ iω − iω + (µ− U) (iω + µ)

〈n〉 (iω + µ) + (1− 〈n〉) (iω + µ− U)
(7.1.19)

Ñïåöèjàëíî ó ñëó÷àjó êàäà jå µ = U
2
:

Z = 2
(

1 + e
βU
2

)
(7.1.20)

G(τ) = − 1

Z

(
e
Uτ
2 + e

(β−τ)U
2

)
(7.1.21)

〈n↑〉 = 〈n↓〉 =
1

2
(7.1.22)
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G(iω) =
1

2iω + U
+

1

2iω − U
(7.1.23)

G(ω) =
1

2ω + iε+ U
+

1

2ω + iε− U
(7.1.24)

G(0)(iω) =
1

iω
(7.1.25)

Σ(iω) =
U

2
+
U2

4iω
(7.1.26)
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7.2 Ïðîâîäíîñò

Öè§ íàì jå äà äîáèjåìî Êóáîîâó ôîðìóëó çà ïðîâîäíîñò. Îíà jå ðåçóëòàò ÷èòàâîã
íèçà àïðîêñèìàöèjà è ïðåòïîñòàâêè, ÷èjè jå êîíà÷àí öè§ äîáèjà»å èçðàçà îáëèêà:

−→
j (q) = σ(q)

−→
E (q) (7.2.1)

Ó îâîì çàïèñó ïîäðàçóìåâàìî äà jå q òàëàñíè ÷åòâîðîâåêòîð q = (ν,−→q )T è äà jå
ïðîèçâîä ÷åòâîðîâåêòîðà ñà ìåòðèêîì ïðîñòîðà Ìèíêîâñêîã g = diag(1,−1,−1,−1).

Êîðèñòèìî è Àjíøòàjíîâó ñóìàöèîíó êîíâåíöèjó ïî ïîíîâ§åíèì èíäåêñèìà.
−→
E è

−→
j ñó

âåêòîðè åëåêòðè÷íîã ïî§à è ãóñòèíå ñòðójå, à σ jå ïðîâîäíîñò. Ñàñòàâ§à»åì jåäíà÷èíå
êîíòèíóèòåòà èç Øðåäèíãåðîâå jåäíà÷èíå äîáèjàìî èçðàç çà ãóñòèíó ñòðójå. Jåäíà÷èíà
êîíòèíóèòåòà è Øðåäèíãåðîâà jåäíà÷èíà ñó:

∂µj
µ(x) = 0 (7.2.2)

ψ∗(x)i~
∂

∂t
ψ(x) = ψ∗(x)

1

2m

(
−i~∇− e

−→
A (x)

)2

ψ(x) + eφ(x)ψ∗(x)ψ(x) (7.2.3)

ψ jå òàëàñíà ôóíêöèjà. Êîîðäèíàòà x jå òàêî¢å ÷åòâîðîâåêòîð, x = (t,−→x )T äîê ñó
−→
A è φ

âåêòîðñêè è ñêàëàðíè ïîòåíöèjàë, îäíîñíî ïðîñòîðíè è âðåìåíñêè äåî ÷åòâîðîâåêòîðà
ïîòåíöèjàëà ñïî§àø»åã ÅÌ ïî§à. ×åòâîðîâåêòîð ãóñòèíå ñòðójå ó jåäíà÷èíè (7.2.2)

jå j = (ρ,
−→
j )T è jåäíàê jå ïðîèçâîäó ÷åòâîåîâåêòîðà ãóñòèíå ñòðójå âåðîâàòíî£å è

åëåìåíòàðíîã íàåëåêòðèñà»à e. Ìíîæå»åì jåäíà÷èíå (7.2.3) ðàçëèêîì jåäèíè÷íîã è
îïåðàòîðà êîìïëåêñíå êî»óãàöèjå, äîáèjà ñå jåäíà÷èíà êîíòèíóèòåòà èç êîjå jå ëàêî
ïðî÷èòàòè ñòðójó:

i~
∂

∂t
ψ∗(x)ψ(x) = i~∇

(
i~
2m

(ψ∗(x)∇ψ(x)− ψ(x)∇ψ∗(x)) +
e

m

−→
A (x)ψ∗(x)ψ(x)

)
(7.2.4)

−→
j (x) = − i~e

2m
(ψ∗(x)∇ψ(x)− ψ(x)∇ψ∗(x))− e2

m

−→
A (x)ψ∗(x)ψ(x) (7.2.5)

−→
j (x) =

−→
j0 (x)− e2

m

−→
A (x)ρ(x) (7.2.6)

Âèäèìî äà ñå ñòðójà ñàñòîjè îä äâà ñàáèðêà, ïðâè jå ïàðàìàãíåòíè, à äðóãè äèjàìàãíåòíè.
Ñàäà óñðåä»èìî jåäíà÷èíó (7.2.6) ïî àíñàìáëó:〈−→

j (x)
〉

=
〈−→
j0 (x)

〉
− ne2

m

−→
A (x) (7.2.7)

Ñìàòðà£åìî äà jå ñèñòåì ó ðåæèìó ëèíåàðíîã îäçèâà. Äåî ñòðójå êîjè âå£ íèjå ëèíåàðàí
ïî ñïî§àø»åì ïîòåíöèjàëó jå ó òîì ñëó÷àjó:〈−→

j0 (x)
〉

=
〈−→
j0 (x)

〉
0
− i

~

∫ +∞

−∞
θ(x0 − x′0)

〈[−→
j0 (x), Hint(x

′
0)
]〉
dx′0 (7.2.8)

Ïîøòî ñìàòðàìî äà íå ïîñòîjè ïåðìàíåíòíà ñòðójà áåç ïðèñóñòâà ñïî§àø»åã
ïîòåíöèjàëà, ïðâè ñàáèðàê èçjåäíà÷àâàìî ñ íóëîì. Ãóñòèíà èíòåðàêöèîíîã
Õàìèëòîíèjàíà jå:

Hint(x) = jµ(x)Aµ(x) (7.2.9)

36



Íàðåäíà àïðîêñèìàöèjà jå òà äà ñåHint ñàñòîjè ñàìî îä ñêàëàðíîã ïðîèçâîäà
−→
j0 (x)·

−→
A (x).

Òî jå åêâèâàëåíòíî òâð¢å»ó äà jå ñêàëàðíè ïîòåíöèjàë êîíñòàíòà, ïà êàî òàêàâ íå óòè÷å
íà äèíàìèêó ñèñòåìà âå£ ñàìî ïîìåðà ñïåêòàð åíåðãèjà.

Hint(x0) = −
∫
−→
j0 (x) ·

−→
A (x)d3xi (7.2.10)

〈−→
j0 (x)

〉
=
i

~

∫
θ(x0 − x′0)

〈[−→
j0 (x), j0i(x

′)
]〉
Ai(x

′)d4x′ (7.2.11)

Ðàçóìíà ïðåòïîñòàâêà jå äà íàì jå ñèñòåì êîjè ïîñìàòðàìî èíâàðèjàíòàí íà ïðîñòîðíå
è âðåìåíñêå òðàíñëàöèjå, òàêî äà jåçãðî èíòåãðàöèjå çàâèñè ñàìî îä ðàçëèêå êîîðäèíàòà
x è x′. Îâàj çàê§ó÷àê èìïëèöèðà äà è Ôóðèjåîâà òðàíñôîðìàöèjà jåçãðà çàâèñè îä ñàìî
jåäíîã òàëàñíîã âåêòîðà:〈[−→

j0 (q), j0i(q
′)
]〉

=
1

(2π)4

∫∫
θ(x0 − x′0)e−i(qx+q′x′)

〈[−→
j0 (x), j0i(x

′)
]〉
d4xd4x′

=
1

(2π)4

∫∫
θ(y0)e−i(qy+(q+q′)x′)

〈[−→
j0 (y), j0i(0)

]〉
d4yd4x′

=

∫
θ(y0)e−iqy

〈[−→
j0 (y), j0i(0)

]〉
d4yδ(q′ + q)

=
〈[−→
j0 (q), j0i(−q)

]〉
δ(q + q′) (7.2.12)

Ó åêñïîíåíòó Ôóðèjåîâå òðàíñôîðìàöèjå ñìî ïîä qx ïîäðàçóìåâàëè qµx
µ ðàäè

jåäíîñòàâíèjåã çàïèñà. Jåäíà÷èíà (7.2.11) jå ó ðåöèïðî÷íîì ïðîñòîðó äàòà èçðàçîì:〈−→
j0 (q)

〉
=
i

~
1

(2π)4

∫∫∫ 〈[−→
j0 (q), j0i(q

′)
]〉
eix(q′+q”)Ai(q”)d4xd4q′d4q”

=
i

~

∫∫ 〈[−→
j0 (q), j0i(q

′)
]〉
δ(q′ + q”)Ai(q”)d4q′d4q”

=
i

~

∫ 〈[−→
j0 (q), j0i(q

′)
]〉
Ai(−q′)d4q′

=
i

~

〈[−→
j0 (q), j0i(−q)

]〉
Ai(q) (7.2.13)

Ó îêîëèíè q = 0 jåäíà÷èíà (7.2.13) ïîñòàjå:〈−→
j0 (0)

〉
= lim

q→0

i

~

〈[−→
j0 (q), j0i(−q)

]〉
Ai(0)

= − lim
q→0

i

~

〈[
j0i(−q),

−→
j0 (q)

]〉
Ai(0) = − i

~
i~e2

m
n
−→
A (0) =

ne2

m

−→
A (0)(7.2.14)

Ïîñëåäèöà àïðîêñèìàöèjå äà jå ñêàëàðíè ïîòåíöèjàë ñïî§àø»åã ïî§à êîíñòàíòàí jå äà
åëåêòðè÷íî ïîòè÷å ñàìî îä íåãàòèâíîã èçâîäà âåêòîðñêîã ïîòåíöèjàëà ïî âðåìåíó:

−→
E (x) = − ∂

∂x0

−→
A (x)−∇φ(x) = − ∂

∂x0

−→
A (x) =⇒

−→
E (ν,−→q ) = iν

−→
A (ν,−→q ) (7.2.15)
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Òî çíà÷è äà ó Êóëîíîâîj êàëèáðàöèjè èìàìî ñàìî òðàíñôåðçàëíó êîìïîíåíòó ñòðójå.
Êóáîîâà ôîðìóëà çà ïðîâîäíîñò jå ó òîì ñëó÷àjó:

〈ji(ν,−→q )〉 =
i
~ 〈[j0j(−ε), j0i(ε)]〉 − i

~ 〈[j0j(−ν,−−→q ), j0i(ν,
−→q )]〉

iν
Ej(ν,

−→q ) (7.2.16)

Ïðè ïðåëàñêó íà èìàãèíàðíó îñó, i 〈[A,B]〉 ïðåëàçè ó 〈T (A,B)〉. Âðåìåíñêî óðå¢å»å ñå
èç îâîã èçðàçà ìîæå èçîñòàâèòè jåð ñå ïðè ñóïðîòíîì óðå¢å»ó äîáèjà ðåçóëòàò íóëà,
à ñàìè îïåðàòîðè ñòðójà ìå¢óñîáíî êîìóòèðàjó jåð ñó ñàñòàâ§åíè îä ïðîèçâîäà ïàðíîã
áðîjà êðåàöèîíèõ èëè àíõèëàöèîíèõ îïåðàòîðà. Çáîã òîãà íà èìàãèíàðíîj îñè jåäíà÷èíà
(7.2.16) èçãëåäà:

〈ji(iν,−→q )〉 =
〈j0i(ε)j0j(−ε)〉 − 〈j0i(iν,

−→q )j0j(−iν,−−→q )〉
~ν

Ej(iν,
−→q ) (7.2.17)

Ðàäè ïîjåäíîñòàâ§å»à çàïèñà, óâåø£åìî ïîñåáíó îçíàêó çà êîðåëàöèjó äâå ñòðójå:

Λij(iν,
−→q ) = 〈j0i(iν,

−→q )j0j(−iν,−−→q )〉 (7.2.18)

Ñàäà jå ïðîâîäíîñò:

σij(iν,
−→q ) =

Λij(0)− Λij(iν,
−→q )

~ν
(7.2.19)

Æåëèìî äà èçðà÷óíàìî ïðîâîäíîñò ó Õàáàðäîâîì ìîäåëó. Çáîã òîãà jå ïîòðåáíî äà
îäðåäèìî ñòðójó ó òîì ìîäåëó. Íà êâàäðàòíîj ðåøåòêè ñå îïåðàòîð ñòðójå ìîæå çàïèñàòè
ïðåêî êðåàöèîíèõ è àíõèëàöèîíèõ îïåðàòîðà:

−→
j0 (t,−→n ) = ie

t

a2~
∑
σ

(
c†
σ,−→n cσ,−→n−−→e − c

†
σ,−→n−−→e cσ,−→n

)−→e (7.2.20)

Ñàäà ðà÷óíàìî êîðåëàöèîíó ôóíêöèjó èçìå¢ó äâå ñòðójå íà èìàãèíàðíîj îñè. Êàñíèjå
£åìî òàj ðåçóëòàò àíàëèòè÷êè ïðîäóæèòè íà ðåàëíó îñó.

Λij(iν,
−→q ) = − e

2t2

a4~2

∑
σ,σ′,−→n

ei
−→q ·−→n

∫ β

0

eiντ〈(
c†
σ,−→n (τ)cσ,−→n−−→ei (τ)− c†

σ,−→n−−→ei
(τ)cσ,−→n (τ)

)(
c†
σ′,
−→
0

(0)c
σ′,
−→
0 −−→ej (0)− c†

σ′,
−→
0 −−→ej

(0)c
σ′,
−→
0

(0)
)〉

dτ

(7.2.21)

Ðà÷óíà£åìî ñàìî íåïîâåçàíè äåî êîðåëàöèjå:

Λd
ij(iν,

−→q ) = − e
2t2

a4~2

∑
σ,σ′,−→n

ei
−→q ·−→n

∫ β

0

eiντ(〈(
c†
σ,−→n (τ)cσ,−→n−−→ei (τ)− c†

σ,−→n−−→ei
(τ)cσ,−→n (τ)

)〉〈(
c†
σ′,
−→
0

(0)c
σ′,
−→
0 −−→ej (0)− c†

σ′,
−→
0 −−→ej

(0)c
σ′,
−→
0

(0)
)〉

−
〈
c†
σ,−→n (τ)c

σ′,
−→
0 −−→ej (0)

〉〈
c†
σ′,
−→
0

(0)cσ,−→n−−→ei (τ)
〉
−
〈
c†
σ,−→n−−→ei

(τ)c
σ′,
−→
0

(0)
〉〈

c†
σ′,
−→
0 −−→ej

(0)cσ,−→n (τ)
〉

+
〈
c†
σ,−→n (τ)c

σ′,
−→
0

(0)
〉〈

c†
σ′,
−→
0 −−→ej

(0)cσ,−→n−−→ei (τ)
〉

+
〈
c†
σ,−→n−−→ei

(τ)c
σ′,
−→
0 −−→ej (0)

〉〈
c†
σ′,
−→
0

(0)cσ,−→n (τ)
〉)

dτ

(7.2.22)
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Óñðåä»àâà»åì äîáèjàìî Ãðèíîâå ôóíêöèjå:

Λd
ij(iν,

−→q ) = − e
2t2

a4~2

∑
σ,σ′,−→n

ei
−→q ·−→n

∫ β

0

eiντ((
Gσ,−−→ei (0

−)−Gσ,−→ei (0
−)
) (
Gσ′,−−→ej (0

−)−Gσ′,−→ej (0
−)
)

−Gσ,−−→n−−→ej (−τ)Gσ,−→n−−→ei (τ)δσ,σ′ −Gσ,−−→n+−→ei (−τ)Gσ,−→n+−→ej (τ)δσ,σ′

Gσ,−−→n (−τ)Gσ,−→n−−→ei+−→ej (τ)δσ,σ′ +Gσ,−−→n+−→ei−−→ej (−τ)Gσ,−→n (τ)δσ,σ′
)
dτ

(7.2.23)

Ïîøòî jå äîáèjåíà Ãðèíîâà ôóíêöèjà çà íåïåðòóðáîâàí ñèñòåì, îíà èìà ñèìåòðèjó
ïðîñòîðíå èíâåðçèjå. Êîðèñòå£è òó ñèìåòðèjó äîáèjàìî äà jå ïðâè ñàáèðàê jåäíàê íóëè.

Λd
ij(iν,

−→q ) = − e
2t2

a4~2

∑
σ,−→n

ei
−→q ·−→n

∫ β

0

eiντ(
−Gσ,−−→n−−→ej (−τ)Gσ,−→n−−→ei (τ)−Gσ,−−→n+−→ei (−τ)Gσ,−→n+−→ej (τ)

+Gσ,−−→n (−τ)Gσ,−→n−−→ei+−→ej (τ) +Gσ,−−→n+−→ei−−→ej (−τ)Gσ,−→n (τ)
)
dτ

(7.2.24)

Ó ñëåäå£åì êîðàêó £åìî òðàíñôîðìàöèjó ïðîèçâîäà ïî âðåìåíó ïðåòâîðèòè ó êîíâîëóöèjó
ïî ôðåêâåíöàìà:

Λd
ij(iν,

−→q ) = − e2t2

a4~2β

∑
σ,−→n ,ω

ei
−→q ·−→n

(
−Gσ,−−→n−−→ej (iω)Gσ,−→n−−→ei (iν + iω)−Gσ,−−→n+−→ei (iω)Gσ,−→n+−→ej (iω + iν)

+Gσ,−−→n (iω)Gσ,−→n−−→ei+−→ej (iω + iν) +Gσ,−−→n+−→ei−−→ej (iω)Gσ,−→n (iν + iω)
)
(7.2.25)

Ïîìåðà»åì èíäåêñà ïî êîì ñå ñóìèðà ó ëåâî èëè ó äåñíî çà jåäàí è çàìåíîì
òðàíñôîðìàöèjå ïðîèçâîäà ïî êîîðäèíàòè êîíâîëóöèjîì ïî òàëàñíîì âåêòîðó äîáèjàìî
ïîjåäíîñòàâ§åí èçðàç:

Λd
ij(iν,

−→
k ) = − e2t2

a~2βN−→q

∑
σ,
−→
k ,ω

ei
−→q ·−→n

(
−G

σ,
−→
k

(iω)G
σ,
−→
k +−→q (iν + iω)ei

−→q ·−→ei+i
−→
k ·(−→ei+−→ej ) −G

σ,
−→
k

(iω)G
σ,
−→
k +−→q (iω + iν)e−i

−→q ·−→ej−i
−→
k ·(−→ei+−→ej )

+G
σ,
−→
k

(iω)G
σ,
−→
k +−→q (iω + iν)ei

−→q ·(−→ei−−→ej )+i
−→
k ·(−→ei−−→ej ) +G

σ,
−→
k

(iω)G
σ,
−→
k +−→q (iν + iω)e−i

−→
k ·(−→ei−−→ej )

)
=

e2t2

~2βN−→
k

∑
σ,
−→
k ,ω

G
σ,
−→
k

(iω)G
σ,
−→
k +−→q (iν + iω)

(
ei
−→q ·−→ei+i

−→
k ·(−→ei+−→ej ) + e−i

−→q ·−→ej−i
−→
k ·(−→ei+−→ej ) − ei

−→q ·(−→ei−−→ej )+i
−→
k ·(−→ei−−→ej ) − e−i

−→
k ·(−→ei−−→ej )

)
(7.2.26)
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Ñðå¢èâà»åì äåëà èçðàçà ó çàãðàäè äîáèjàìî:

Sij

(−→q ,−→k ) =
(
ei
−→q ·−→ei+i

−→
k ·(−→ei+−→ej ) + e−i

−→q ·−→ej−i
−→
k ·(−→ei+−→ej ) − ei

−→q ·(−→ei−−→ej )+i
−→
k ·(−→ei−−→ej ) − e−i

−→
k ·(−→ei−−→ej )

)
= ei

qi−qj
2

(
ei
qi+qj

2
+i(ki+kj) + e−i

qi+qj
2
−i(ki+kj) − ei

qi−qj
2

+i(ki−kj) − e−i
qi−qj

2
−i(ki−kj)

)
= ei

qi−qj
2

(
ei
qi
2

+iki − e−i
qi
2
−iki
)(

ei
qj
2

+ikj − e−i
qj
2
−ikj
)

= −4ei
qi−qj

2 sin
(qi

2
+ ki

)
sin
(qj

2
+ kj

)
(7.2.27)

Îâèìå ñìî îäðåäèëè êîðåëàöèjó ñòðójà íà èìàãèíàðíîj îñè:

Λd
ij(iν,

−→q ) =
e2t2

a~2βN−→
k

∑
σ,
−→
k ,ω

G
σ,
−→
k

(iω)G
σ,
−→
k +−→q (iν + iω)Sij

(−→q ,−→k ) (7.2.28)

Ïðîäóæå»å íà ðåàëíó îñó äîáèjàìî ïðèìåíîì Êðàìåðñ-Êðîíèã ðåëàöèjå:

Λd
ij(iν,

−→q ) =
e2t2

aπ2~2βN−→
k

∑
σ,
−→
k ,ω

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

ImG
σ,
−→
k

(ξ′)

iω − ξ′
ImG

σ,
−→
k +−→q (ξ)

iω + iν − ξ
Sij

(−→q ,−→k ) dξdξ′
=

e2t2

aπ2~2N−→
k

∑
σ,
−→
k

Sij

(−→q ,−→k )∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
ImG

σ,
−→
k

(ξ′) ImG
σ,
−→
k +−→q (ξ)

nf (ξ)− nf (ξ′)
ξ − ξ′ − iν

dξdξ′

(7.2.29)

Λd
ij(ν,
−→q ) =

e2t2

aπ2~2N−→
k

∑
σ,
−→
k

Sij

(−→q ,−→k )∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
ImG

σ,
−→
k

(ξ′) ImG
σ,
−→
k +−→q (ξ)

nf (ξ)− nf (ξ′)
ξ − ξ′ − ν

dξdξ′

=
e2t2

aπ2~2N−→
k

∑
σ,
−→
k

Sij

(−→q ,−→k )∫ +∞

−∞
P
∫ +∞

−∞
ImG

σ,
−→
k +−→q (ξ + ν)

nf (ξ + ν)− nf (ξ′)
ξ − ξ′

dξ ImG
σ,
−→
k

(ξ′)dξ′

+i
e2t2

aπ~2N−→
k

∑
σ,
−→
k

Sij

(−→q ,−→k )∫ +∞

−∞
ImG

σ,
−→
k

(ξ) ImG
σ,
−→
k +−→q (ξ + ν) (nf (ξ + ν)− nf (ξ)) dξ

=
e2t2

aπ2~2N−→
k

∑
σ,
−→
k

Sij

(−→q ,−→k )Dσ

(−→q ,−→k , ν) (7.2.30)

Ó ñëó÷àjó ïðîâîäíîñòè çà jåäíîñìåðíó ñòðójó, ν=0 è −→q =0, ïà jåäíà÷èíà (7.2.19) íà
ðåàëíîj îñè ïîñòàjå èçâîä ïî ôðåêâåíöèjè:

lim
ν→0

σdij(ν,
−→
0 ) =

1

i~
lim
ν→0

∂Λd
ij(ν,
−→
0 )

∂ν
=

e2t2

iaπ2~3N−→
k

∑
σ,
−→
k

Sij

(−→
0 ,
−→
k
)

lim
ν→0

∂Dσ

(−→
0 ,
−→
k , ν

)
∂ν

(7.2.31)

Sij

(−→
0 ,
−→
k
)

= −4 sin (ki) sin (kj) (7.2.32)
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lim
ν→0

∂Dσ

(−→
0 ,
−→
k , ν

)
∂ν

=

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

ImG
σ,
−→
k

(ξ′)

ξ − ξ′
dξ′

∂nf (ξ)

∂ξ
ImG

σ,
−→
k

(ξ)dξ

+

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

ImG
σ,
−→
k

(ξ′) (nf (ξ)− nf (ξ′))
ξ − ξ′

dξ′
∂ ImG

σ,
−→
k

(ξ)

∂ξ
dξ

=

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

ImG
σ,
−→
k

(ξ′)

ξ − ξ′
dξ′

∂nf (ξ)

∂ξ
ImG

σ,
−→
k

(ξ)dξ

+

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

ImG
σ,
−→
k

(ξ′)
(
∂nf (ξ′)

∂ξ′
− ∂nf (ξ)

∂ξ

)
ξ − ξ′

dξ′ ImG
σ,
−→
k

(ξ)dξ

=

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

ImG
σ,
−→
k

(ξ′)

ξ − ξ′
∂nf (ξ

′)

∂ξ′
ImG

σ,
−→
k

(ξ)dξdξ′ = π

∫ ∞
−∞

ImG
σ,
−→
k

(ξ)
∂nf (ξ)

∂ξ
G
σ,
−→
k

(ξ)dξ

(7.2.33)

Èç jåäíà÷èíå (7.2.30) âèäèìî äà jå ðåàëíè äåî êîðåëàöèjå èçìå¢ó ñòðójà îäðå¢åí
èíòåãðàëîì:∫ +∞

−∞
P
∫ +∞

−∞
ImG

σ,
−→
k +−→q (ξ + ν)

nf (ξ + ν)− nf (ξ′)
ξ − ξ′

dξ ImG
σ,
−→
k

(ξ′)dξ (7.2.34)

Êàäà jå −→q =0, èíòåãðàë ïîñòàjå ïàðíà ôóíêöèjà ôðåêâåíöèjå ν:∫ +∞

−∞
P
∫ +∞

−∞
ImG

σ,
−→
k

(ξ − ν)
nf (ξ − ν)− nf (ξ′)

ξ − ξ′
dξ ImG

σ,
−→
k

(ξ′)dξ′

=

∫ +∞

−∞
P
∫ +∞

−∞
ImG

σ,
−→
k

(ξ)
nf (ξ)− nf (ξ′)
ξ − ξ′ + ν

dξ ImG
σ,
−→
k

(ξ′)dξ′

=

∫ +∞

−∞
P
∫ +∞

−∞
ImG

σ,
−→
k

(ξ)
nf (ξ)− nf (ξ′ + ν)

ξ − ξ′
dξ ImG

σ,
−→
k

(ξ′ + ν)dξ′

=

∫ +∞

−∞
P
∫ +∞

−∞
ImG

σ,
−→
k

(ξ′ + ν)
nf (ξ

′ + ν)− nf (ξ)
ξ′ − ξ

dξ′ ImG
σ,
−→
k

(ξ)dξ

=

∫ +∞

−∞
P
∫ +∞

−∞
ImG

σ,
−→
k

(ξ + ν)
nf (ξ + ν)− nf (ξ′)

ξ − ξ′
dξ ImG

σ,
−→
k

(ξ′)dξ′ (7.2.35)

Çáîã òîãà jå èçâîä ðåàëíîã äåëà êîðåëàöèîíå ôóíêöèjå ó òà÷êè ν=0 jåäíàê íóëè, ïà jå
íà îñíîâó jåäíà÷èíå (7.2.31) èìàãèíàðíè äåî ïðîâîäíîñòè çà jåäíîñìåðíó ñòðójó jåäíàê
íóëè. Ïðîâîäíîñò çà jåäíîñìåðíó ñòðójó jå:

σdij(ν = 0) = − 4e2t2

aπ~3N−→
k

∑
σ,
−→
k

sin (ki) sin (kj)

∫ ∞
−∞

(
ImG

σ,
−→
k

(ξ)
)2 ∂nf (ξ)

∂ξ
dξ (7.2.36)

Õîëîâà ïðîâîäíîñò (i 6= j) çà jåäíîñìåðíó ñòðójó jå çáîã C4v ñèìåòðèjå Áðèëóåíîâå çîíå
jåäíàêà íóëè, jåð jå ImGσ,(ki,kj) = ImGσ,(ki,2π−kj), à sin(ki) sin(kj) = − sin(ki) sin(2π − kj),
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ïà ñå ñâè ñàáèðöè ó ñóìè ó jåäíà÷èíè (7.2.36) ìå¢óñîáíî ïîòèðó.
Ó äâîäèìåíçèîíàëíèì ñèñòåìèìà ñå ìîæå äåôèíèñàòè ïðîâîäíîñò ïî êâàäðàòó. Îâî jå
ïðîâîäíîñò òàíêîã ôèëìà êîjà íå çàâèñè îä »åãîâå âåëè÷èíå, âå£ ñàìî îä îäíîñà øèðèíå
è äóæèíå, îäíîñíî ñà êîëèêî ñå êâàäðàòà ÷èjà jå èâèöà jåäíàêà øèðèíè ôèëìà ìîæå
ïðåêðèòè ôèëì. Îâó âåëè÷èíó äîáèjàìî ìíîæå»åì ñïåöèôè÷íå ïðîâîäíîñòè äåá§èíîì
ôèëìà êîjà jå ó ïðåòõîäíîì ñëó÷àjó jåäíàêà êîðàêó ðåøåòêå a:

σDC
ii = − 4e2t2

π~3N−→
k

∑
σ,
−→
k

sin2 (ki)

∫ ∞
−∞

(
ImG

σ,
−→
k

(ξ)
)2 ∂nf (ξ)

∂ξ
dξ (7.2.37)
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7.3 Äèñêðåòíà Ôóðèjåîâà òðàíñôîðìàöèjà

Ìîòèâàöèjà çà óâî¢å»å äèñêðåòíå Ôóðèjåîâå òðàíñôîðìàöèjå jåñòå äèñêðåòèçàöèjà
ôóíêöèjà ïðè íóìåðè÷êèì èçðà÷óíàâà»èìà. Ïåðèîäè÷íîñò Ãðèíîâå ôóíêöèjå óçðîêójå
äà »åí ñïåêòàð áóäå äèñêðåòàí, äîäàòíî, äèñêðåòèçàöèjà ñàìå ôóíêöèjå £å èçàçâàòè
äà ñïåêòàð ïîñòàíå ïåðèîäè÷àí ñà ïåðèîäîì áðîjà äèñêðåòíèõ òà÷àêà. Ó êîíòèíóàëíîì
ëèìåñó, ïåðèîä ñïåêòðà òåæè áåñêîíà÷íîñòè. Î÷åêèâàíî jå äà £å ñå ñïåêòðè
äèñêðåòèçîâàíå è îðèãèíàëíå ôóíêöèjå ïîêëàïàòè íà ìàëèì ôðåêâåíöèjàìà, à
ïîâå£à»åì áðîjà òà÷àêà jå òî ïîêëàïà»å ñâå áî§å è íà âå£èì ó÷åñòàíîñòèìà. Àêî jå
áðîj òà÷àêà äîâî§íî âåëèêè äà îñíîâíè ïåðèîä îáóõâàòè ïî ìîäóëó ñâå ïîëîâå Ãðèíîâå
ôóíêöèjå, îíäà ñå ó áëèçèíè ãðàíèöå îñíîâíîã ïåðèîäà ôóíêöèjà ìîæå àïðîêñèìèðàòè
êîíà÷íèì áðîjåì ñàáèðàêà Ëîðàíîâîã ðåäà íåãàòèâíîã åêñïîíåíòà íà íàjóäà§åíèjîj
îáëàñòè êîíâåðãåíöèjå êà áåñêîíà÷íîñòè. Ïðâî £åìî ðàçìîòðèòè äèñêðåòíó
òðàíñôîðìàöèjó èç âðåìåíñêîã ó ôðåêâåíòíè äîìåí. Êîðàê äèñêðåòèçàöèjå £å áèòè
β/2M . Íà èíòåðâàëó îñíîâíîã ïåðèîäà 2β £åìî ôóíêöèjó äèñêðåòèçîâàòè ñà 2M òà÷àêà.

Ak =
2β

2M

2M−1∑
n=0

ane
2πi nk

2M =
β

M

2M−1∑
n=0

ane
πink
M (7.3.1)

Ó êîëèêî jå íà îñíîâíîì ïåðèîäó ôóíêöèjà ïåðèîäè÷íà ñà ïåðèîäîì β, êîåôèöèjåíòè
íåïàðíîã èíäåêñà k £å áèòè jåäíàêè íóëè:

an = an+M =⇒ Ak =
β

M

M−1∑
n=0

an

(
eπi

nk
M + eπi

(n+M)k
M

)
=

β

M

M−1∑
n=0

ane
πink
M

(
1 + eπik

)
(7.3.2)

A2k′ =
2β

M

M−1∑
n=0

ane
2πink

′
M (7.3.3)

Îâî çíà÷è äà èìàìî äóïëî ìà»è áðîj òà÷àêà ó ôðåêâåíòíîì äîìåíó îä ïîëàçíîã.
Ìîæåìî ïðèìåòèòè äà âàæè:

A−2k′ =
2β

M

M−1∑
n=0

ane
−2πink

′
M = A∗2k′ (7.3.4)

Àêî jå ôóíêöèjà àíòèïåðèîäè÷íà íà îñíîâíîì ïåðèîäó ñà ïåðîäîì β, îíäà £å
êîåôèöèjåíòè ïàðíîã èíäåêñà áèòè jåäíàêè íóëè. Îñèì îâîã, âàæå è àíàëîãíè çàê§ó÷öè:

an = −an+M =⇒ Ak =
β

M

M−1∑
n=0

an

(
eπi

nk
M − eπi

(n+M)k
M

)
=

β

M

M−1∑
n=0

ane
πink
M

(
1− eπik

)
(7.3.5)

A2k′+1 =
2β

M

M−1∑
n=0

ane
πi
n(2k′+1)

M (7.3.6)

A−2k′−1 =
2β

M

M−1∑
n=0

ane
−πin(2k′+1)

M = A∗2k′+1 (7.3.7)
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Èíâåðçíà òðàíñôîðìàöèjà jå ó îïøòåì ñëó÷àjó ñà îñíîâíèì ïåðèîäîì 2β:

an =
1

2β

2M−1∑
k=0

Ake
−2πi nk

2M =
1

2β

2M−1∑
k=0

Ake
−πink

M (7.3.8)

Îâî ñå ëàêî ìîæå ïîêàçàòè:

an =
1

2β

2M−1∑
k=0

Ake
−πink

M =
1

2β

2M−1∑
k=0

β

M

2M−1∑
n′=0

an′e
πin
′k
M e−πi

nk
M =

1

2M

2M−1∑
n′=0

an′
2M−1∑
k=0

eπi
k(n−n′)

M

(7.3.9)
Ïðèìåíîì ìåòîäå çà ñóìàöèjó ãåîìåòðèjñêîã ðåäà äîáèjàìî äà âàæè:

2M−1∑
k=0

eπi
k(n−n′)

M =
1− e2πi(n−n′)

1− eπin−n
′

M

(7.3.10)

Îâàj èçðàç jå jåäíàê íóëè ó öåëîáðîjíèì òà÷êàìà èçóçåâ êàäà jå n − n′ jåäíàê öåî áðîj
ïóòà 2M , øòî jå ó ñëó÷àjó êàäà ñó n è n′ íåíåãàòèâíè öåëè áðîjåâè ìà»è îä 2M èñïó»åíî
ñàìî àêî jå n = n′. Òàäà ðàçâîjåì ó ðåä ïî n − n′ äî ëèíåàðíîã ÷ëàíà äîáèjàìî äà jå
âðåäíîñò èçðàçà:

lim
n−n′→0

1− e2πi(n−n′)

1− eπin−n
′

M

=
2πi(n− n′)
πin−n

′

M

= 2M (7.3.11)

Êîíà÷íî çàê§ó÷ójåìî äà jå:

2M−1∑
k=0

eπi
k(n−n′)

M = 2Mδn,n′ (7.3.12)

Îâèìå ñìî ïîêàçàëè äà jå èíâåðçíà òðàíñôîðìàöèjà äîáðî äåôèíèñàíà, jåð jå:

1

2M

2M−1∑
n′=0

an′
2M−1∑
k=0

eπi
k(n−n′)

M =
2M−1∑
n′=0

an′δn,n′ = an (7.3.13)

Ó êîíòèíóàëíîì ñëó÷àjó jå èíâåðçíà òðàíñôîðìàöèjà äîáèjåíà íà èñòè íà÷èí,
êîðèø£å»åì ïåðèîäè÷íîñòè è ïóñòà»åì ëèìåñà äà M òåæè áåñêîíà÷íîñòè:

a(τ) = lim
M→∞

1

2β

M−1∑
k=−M

Ake
−2πi kτ

β =
1

2β

+∞∑
k=−∞

Ake
−iωkτ (7.3.14)

Äà íèñìî èñêîðèñòèëè óñëîâ ïåðèîäè÷íîñòè è ïîñòàâèëè íóëòó ôðåêâåíöèjó èçìå¢ó
M çàâèñíèõ ãðàíèöà, íàêîí ëèìåñà áè êî»óãîâàíè ñàáèðöè îñòàëè íåóðà÷óíàòè jåð
ëèìåñ íàðóøàâà ïåðèîäè÷íîñò ñïåêòðà. Ó ñëó÷àjó êàäà íà îñíîâíîì ïåðèîäó ïîñòîjè
äîäàòíà ïåðèîäè÷íîñò èëè àíòèïåðèîäè÷íîñò, èíâåðçíà òðàíñôîðìàöèjà £å è äà§å áèòè
èñòà, àëè £å ìî£è äà ñå çàïèøå ó êîìïàêòíèjîj ôîðìè. Êîðèñòå£è òó ïåðèîäè÷íîñò èëè
àíòèïåðèîäè÷íîñò ìîæåìî äà äåôèíèøåìî äèðåêòíó òðàíñôîðìàöèjó íà èíòåðâàëó îä
0 äî β, à ôóíêöèjó £åìî äèñêðåòèçîâàòè ñàM òà÷àêà. Òàäà jå äèðåêòíà òðàíñôîðìàöèjà:

Ak =

∫ β

0

a(τ)eiωkτdτ (7.3.15)
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Ak =
β

M

M−1∑
n=0

ane
iωk

nβ
M (7.3.16)

Âîäå£è ðà÷óíà î òîìå äà ñó ôðåêâåíöèjå ωk áîçîíñêå èëè ôåðìèîíñêå ó çàâèñíîñòè îä
ïåðèîíè÷íîñòè èëè àíòèïåðèîäè÷íîñòè.

ωk =
2kπ

β
(7.3.17)

ωk =
(2k + 1)π

β
(7.3.18)

Èíâåðçíà òðàíñôîðìàöèjà jå òàäà:

a(τ) =
1

β

+∞∑
k=−∞

Ake
−iωkτ (7.3.19)

an =
1

β

M−1∑
k=0

Ake
−iωk nβM (7.3.20)

Àïðîêñèìàöèjó ôóíêöèjå ó ôðåêâåíòíîì äîìåíó Ëîðàíîâèì ðåäîì âðøèìî òàêî øòî
ðåàëíè äåî îïèñójåìî ïàðíèì, à èìàãèíàðíè íåïàðíèì åêñïîíåíòèìà iω. Íà îñíîâó
âðåäíîñòè Ak ó ëåâîj îêîëèíè M/2 ðåøèìî äâà ñèñòåìà N è R jåäíà÷èíà ïðåáðîjàíèõ
ñà n ε {0, ..., N − 1} è r ε {0, ..., R − 1}, àëè òàêî äà jå R jåäíàêî N èëè N + 1, jåð íå
æåëèìî äà ïðåñêî÷èìî íåêè îä ñòåïåíà ó ðàçâîjó:

N∑
j=1

C2j(ω
−2j
k+n) = ReAk+n (7.3.21)

R−1∑
j=1

CI
2j−1(ω−2j+1

k+r ) = ImAk+r (7.3.22)

Ðåøå»å îâà äâà ñèñòåìà jåäíà÷èíà äàjå àñèìïòîòñêî ïîíàøà»å ó áåñêîíà÷íîñòè ó
ôðåêâåíòíîì äîìåíó.

S(iω) =
N+R∑
j=1

Cj
(iω)j

(7.3.23)

Èíâåðçíà òðàíñôîðìàöèjà êîjó £åìî êîðèñòèòè £å çáîã òîãà áèòè:

an =
1

β

M−1∑
k=0

(Ak − S(iωk)) e
−iωk nβM +

1

β

+∞∑
k=−∞

S(iωk)e
−iωk nβM (7.3.24)

Ïðâè ñàáèðàê jå êîíà÷íà ñóìà è »ó íèjå òåøêî îäðåäèòè, ìå¢óòèì, äðóãè ñàáèðàê
òðåáà àíàëèòè÷êè èçðà÷óíàòè. Çáîã òîãà jå áèòíî äà îäðåäèìî èíâåðçíó òðàíñôîðìàöèjó
ïîjåäèíà÷íîã ñàáèðêà:

Sj(τ) =
+∞∑

k=−∞

1

(iωk)
j e
−iωkτ (7.3.25)
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101 102 103 104

N

10 15

10 13

10 11

10 9

10 7

10 5

10 3

10 1

S

n=1
n=2
n=4

Ñëèêà 18: Áðçèíà êîíâåðãåíöèjå äèñêðåòíå Ôóðèjåîâå òðàíñôîðìàöèjå ïðè
àïðîêñèìàöèjè Ëîðàíîâèì ðåäîì ðàçëè÷èòèõ íåãàòèâíèõ ñòåïåíà

Îñèì øòî jå àñèìïòîòñêî ïîíàøà»å ìîãó£å ðåêîíñòðóèñàòè íà îñíîâó ñèñòåìà jåäíà÷èíà
(7.3.21) è (7.3.22) è àíàëèòè÷êè òðàíñôîðìèñàòè, îâèì ïîñòóïêîì jå çíà÷àjíî óáðçàíà
êîíâåðãåíöèjà ïðâå ñóìå ó jåäíà÷èíè (7.3.24). Íà ñëèöè 18 jå ïðèêàçàíà áðçèíà
êîíâåðãåíöèjå äèñêðåòíå Ôóðèjåîâå òðàíñôîðìàöèjå âåëè÷èíå S çà ðàçëè÷èò íåãàòèâàí
ñòåïåí n Ëîðàíîâîã ðåäà êîjèì ñå àïðîêñèìèðà àñèìïòîòñêî ïîíàøà»å.
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7.4 Ôóðèjåîâà òðàíñôîðìàöèjà Ëîðàíîâîã ðåäà

Ïîñìàòðàìî îïøòè ÷ëàí Ëîðàíîâîã ðåäà íåãàòèâíîã ñòåïåíà è òðàæèìî »åãîâó
èíâåðçíó äèñêðåòíó Ôóðèjåîôó òðàíñôîðìàöèjó:

F (A, β, ξ, τ) =
1

β

+∞∑
n=−∞

e−iωnτ

(iωn − ξ)A
(7.4.1)

Ïîøòî jå ðàçëîìàê ñàáèðàê èç Ëîðàíîâîã ðåäà, çíàìî äà jå A ïðèðîäàí áðîj. Çáîã òîãà
£åìî ãà çàïèñàòè ïðåêî âèøåñòðóêîã èíòåãðàëà:

1

β

+∞∑
n=−∞

e−iωnτ

(iωn − ξ)A
=

1

β
e−ξτ

+∞∑
n=−∞

eξτ−iωnτ

(iωn − ξ)A
=

1

β
e−ξτ (−1)A

∫
...

∫ τi

−∞︸ ︷︷ ︸
A

+∞∑
n=−∞

eξτ−iωnτdAτ

(7.4.2)
Ïîñìàòðàíà ôóíêöèjà jå àíàëèòè÷êà ïî ïðîìåí§èâîj ξ ó öåëîj êîìïëåêñíîj ðàâíè,
ìå¢óòèì, ó ïîñòóïêó ñå îãðàíè÷àâàìî ïîëóðàâàí ïîçèòèâíîã ðåàëíîã äåëà, à ïîòîì
äîáèjåíè ðåçóëòàò àíàëèòè÷êè ïðîäóæàâàìî íà öåëó êîìïëåêñíó ðàâàí. Ó çàâèñíîñòè
îä òèïà ÷åñòèöå, ôðåêâåíöèjå ñó ïàðíå èëè íåïàðíå. Óâîäèìî íîâè ïàðàìåòàð η êîjè
óçèìà âðåäíîñòè +1 çà ïàðíå (áîçîíñêå) è -1 çà íåïàðíå (ôåðìèîíñêå) ôðåêâåíöèjå.
Çáîã òîãà ìîæåìî äà çàïèøåìî åêñïîíåíöèjàëíè äåî íà ñëåäå£è íà÷èí:

eξτ−iωnτ =
1

2
eξτ
(

(1− η)e−
iπτ
β + (1 + η)

)
e−

2πin
β

τ (7.4.3)

Óáàöèâà»åì èçðàçà íàòðàã ó ïðåòõîäíó jåäíà÷èíó, îñòàjå äà îäðåäèìî ñóìó:

+∞∑
n=−∞

e−
2πin
β

τ =
+∞∑
n=0

e−
2πin
β

τ +
+∞∑
n=0

e
2πin
β

τ − 1 (7.4.4)

Äà áè ñìî îáåçáåäèëè êîíâåðãåíöèjó ñâàêå ñóìå, åêñïîíåíòó £åìî äîäàòè ìàëè íåãàòèâàí
ðåàëàí äåî −ε:

+∞∑
n=−∞

e−
2πi
β
τ = lim

ε→0+

(
+∞∑
n=0

(
e−ε−

2πi
β
τ
)n

+
+∞∑
n=0

(
e−ε+

2πi
β
τ
)n
− 1

)
(7.4.5)

Ïðèìåíîì ìåòîäå ñóìàöèjå ãåîìåòðèjñêîã ðåäà, âðåäíîñò ñóìå jå jåäíàêà ëèìåñó:

+∞∑
n=−∞

e−
2πi
β
τ = lim

ε→0+

(
1

1− e−ε−
2πi
β
τ

+
1

1− e−ε+
2πi
β
τ
− 1

)
(7.4.6)

Ïîñìàòðà»åì èçðàçà ìîæåìî èçäâîjèòè äâå ñèòóàöèjå. Ïðâó, êàäà íèjå τ = nβ è äðóãó,
êàäà îâî jåñòå èñïó»åíî. Ó ïðâîj ñèòóàöèjè jå ðåøå»å ëèìåñà òðèâèjàëíî:

lim
ε→0+

(
1

1− e−ε−
2πi
β
τ

+
1

1− e−ε+
2πi
β
τ
− 1

)
=

e
πi
β
τ

e
πi
β
τ − e−

πi
β
τ

+
e−

πi
β
τ

e−
πi
β
τ − e

πi
β

− 1 = 0 (7.4.7)
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Ó äðóãîj ñèòóàöèjè âðåäíîñò ëèìåñà òåæè ïëóñ áåñêîíà÷íîñòè:

lim
ε→0+

(
1

1− e−ε
+

1

1− e−ε
− 1

)
= lim

ε→0+

1 + e−ε

1− e−ε
→ +∞ (7.4.8)

Ñàäà ïðîâåðàâàìî èíòåãðàáèëíîñò îâå áåñêîíà÷íîñòè. Ó êîëèêî jå èíòåãðàáèëíà, ëèìåñ
ñå ìîæå ïðåäñòàâèòè Äèðàêîâèì ÷åø§åì. Èíòåãðàáèëíîñò ïðîâåðàâàìî ó ñàìîj îêîëèíè
ñèíãóëàðèòåòà, ïà ñå ïîäèíòåãðàëíà ôóíêöèjà ìîæå ðàçâèòè ó ðåä. Ãðàíèöå èíòåãðàöèjå
ñó îä −δ äî δ, ïðè ÷åìó âîäèìî ðà÷óíà äà jå îêîëèíà äîâî§íî âåëèêà äà ëèìåñ ïî ε
êîíâåðãèðà. Òî çíà÷è äà êîëè÷íèê ε/δ òåæè íóëè.

lim
ε→0+

∫ δ

−δ

(
1

1− e−ε−
2πi
β
τ

+
1

1− e−ε+
2πi
β
τ
− 1

)
dτ = lim

ε→0+

∫ δ

−δ

(
1

ε+ 2πi
β
τ

+
1

ε− 2πi
β
τ

)
dτ − 2δ

(7.4.9)
Íàêîí äîäàòíîã ëèìåñà äà jå δ ìàëà îêîëèíà ñèíãóëàðèòåòà îñòàjå ñàìî ïðâè èíòåãðàë.
Óâî¢å»åì ñìåíå x = 2πτ

βε
, ïîäèíòåãðàëíà ôóíêöèjà ïðåñòàjå äà çàâèñè îä ε, äîê ãðàíèöå

îäëàçå ó áåñêîíà÷íîñò:

lim
ε→0+

∫ δ

−δ

(
1

ε+ 2πi
β
τ

+
1

ε− 2πi
β
τ

)
dτ =

β

2π

∫ ∞
−∞

2

1 + x2
dx = β (7.4.10)

Êîíà÷íî çàê§ó÷ójåìî äà ñóìà êîíâåðãèðà ó ñìèñëó ðàñïîäåëå êà Äèðàêîâîì ÷åø§ó:

+∞∑
n=−∞

e−
2πin
β

τ = β
+∞∑

n=−∞

δ (τ − nβ) (7.4.11)

Ñàäà ñå âðà£àìî ó ïîëàçíó jåäíà÷èíó:

1

β

+∞∑
n=−∞

e−iωnτ

(iωn − ξ)A
= e−ξτ (−1)A

∫
...

∫ τi

−∞︸ ︷︷ ︸
A

eξτ
(

(1− η)e−
iπτ
β + (1 + η)

)
2

+∞∑
n=−∞

δ (τ − nβ) dAτ

(7.4.12)
Ðåøàâà»åì jåäíîã èíòåãðàëà ïî τ , äîáèjàìî:

1

β

+∞∑
n=−∞

e−iωnτ

(iωn − ξ)A
= e−ξτ (−1)A

∫
...

∫ τi

−∞︸ ︷︷ ︸
A-1

[ τ1β ]∑
n=−∞

enξβ
((1− η)e−iπn + (1 + η))

2
dA−1τ

(7.4.13)
Ó äà§åì ðàäó êîðèñòè£åìî îçíàêó [a] çà öåî äåî áðîjà a è îçíàêó {a} çà ðàçëèêó
a − [a]. Âðåäíîñò ðàçëîìêà ïîä èíòåãðàëîì ñå ìîæå ïîjåäíîñòàâèòè ó çàâèñíîñòè îä
âðåäíîñòè ïàðàìåòðà η. Àêî jå η = 1 ðàçëîìàê jå jåäíàê jåäèíèöè, ó ñóïðîòíîì jå
âðåäíîñò ðàçëîìêà ìèíóñ jåäàí çà íåïàðíå è jåäàí çà ïàðíå ñàáèðêå ñóìå. Îâî ñå ìîæå
çàïèñàòè è êàî ηn:

1

β

+∞∑
n=−∞

e−iωnτ

(iωn − ξ)A
= e−ξτ (−1)A

∫
...

∫ τi

−∞︸ ︷︷ ︸
A-1

[ τ1β ]∑
n=−∞

(
ηeξβ

)n
dA−1τ (7.4.14)
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Äîáèjåíà ñóìà ñå ðà÷óíà ìåòîäîì ñóìàöèjå ãåîìåòðèjñêîã ðåäà:

1

β

+∞∑
n=−∞

e−iωnτ

(iωn − ξ)A
= e−ξτ (−1)A

∫
...

∫ τi

−∞︸ ︷︷ ︸
A-1

(
ηeξβ

)[ τ1β ]

1− ηe−ξβ
dA−1τ (7.4.15)

Çàðàä áî§å ïðåãëåäíîñòè, êîíà÷àí ðåçóëòàò £åìî çàïèñàòè ó äðóãà÷èjîj ôîðìè:

1

β

+∞∑
n=−∞

e−iωnτ

(iωn − ξ)A
= eξ(β−τ) 1

eξβ − η
(−1)A

∫
...

∫ τi

−∞︸ ︷︷ ︸
A-1

(
ηeξβ

)[ τ1β ]
dA−1τ (7.4.16)

Ðåøè£åìî ïðâèõ íåêîëèêî âðåäíîñòè A:

A = 1 :

1

β

+∞∑
n=−∞

e−iωnτ

(iωn − ξ)
= −eξβ(1−{ τβ}) 1

eξβ − η
η[ τβ ] (7.4.17)

A = 2 :

1

β

+∞∑
n=−∞

e−iωnτ

(iωn − ξ)2 = eξβ(1−{ τβ}) β

eξβ − η
η[ τβ ]

(
η

eξβ − η
+

{
τ

β

})
(7.4.18)

Ïðèìå£ójåìî äà ñå îïøòè îáëèê èíâåðçíå òðàíñôîðìàöèjå ìîæå çàïèñàòè êàî:

1

β

+∞∑
n=−∞

e−iωnτ

(iωn − ξ)A
= −eξβ(1−{ τβ}) 1

eξβ − η
η[ τβ ] (−β)A−1 P ξβ,η

A−1

({
τ

β

})
(7.4.19)

Ãäå jå P ξβ,η
A−1 ïîëèíîì A − 1 ñòåïåíà. Îâàj ïîëèíîì ðà÷óíàìî ðåêóðçèâíî. Ðåøàâà»åì

k-òîã èíòåãðàëà ó ïðåòõîäíîj äåôèíèöèjè äîáèjà ñå jåäíà÷èíà îáëèêà:∫
...

∫ τi

−∞︸ ︷︷ ︸
A-1-k

(
ηeξβ

)[ τkβ ]
P ξβ,η
k

({
τk
β

})
dA−1−kτ =

∫
...

∫ τi

−∞︸ ︷︷ ︸
A-2-k

(
ηeξβ

)[ τk+1
β ]

P ξβ,η
k+1

({
τk+1

β

})
dA−2−kτ

(7.4.20)
Ïîøòî jå ïîëèíîì êîíà÷íîã ñòåïåíà, ïðåäñòàâè£åìî ãà êîíà÷íîì ñóìîì è îäðåäè£åìî
ðåêóðåíòíå ðåëàöèjå »åãîâèõ êîåôèöèjåíàòà. Ïîøòî ñó ξβ è η êîíñòàíòå òîêîì íàøåã
ðà÷óíà»à, íå£åìî îïòåðå£èâàòè îçíàêó ïîëèíîìà »èìà, ïà jå:

Pk (x) =
k∑

n=0

Aknx
n (7.4.21)
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Ðåøàâà»åì jåäíà÷èíå (7.4.20) äîáèjàìî âåçó èçìå¢ó ïîëèíîìà k-òîã è k + 1 ñòåïåíà:∫
...

∫ τi

−∞︸ ︷︷ ︸
A-1-k

(
ηeξβ

)[ τkβ ]
k∑

n=0

Akn

{
τk
β

}n
dA−1−kτ

=

∫
...

∫ τi

−∞︸ ︷︷ ︸
A-2-k

(
ηeξβ

)[ τk+1
β ]

k∑
n=0

Akn
n+ 1

({
τk+1

β

}n+1

+
η

eξβ − η

)
dA−2−kτ

=

∫
...

∫ τi

−∞︸ ︷︷ ︸
A-2-k

(
ηeξβ

)[ τk+1
β ]

k+1∑
n=0

Ak+1
n

{
τk+1

β

}n
dA−2−kτ (7.4.22)

Èç ïðåòõîäíîã èçðàçà âèäèìî äà âàæå ñëåäå£å ðåêóðåíòíå ðåëàöèjå:

Ak+1
n+1 =

Akn
n+ 1

(7.4.23)

Ak+1
0 =

η

eξβ − η

k∑
n=0

Akn
n+ 1

+ δk+1,0 (7.4.24)

Ðåøå»å jåäíà÷èíå (7.4.23) jå jåäíîñòàâíî. �åíèì âðà£à»åì ó jåäíà÷èíó (7.4.24) äîáèjà
ñå:

Akn =
Ak−n0

n!
(7.4.25)

Ak0 =
η

eξβ − η

k∑
n=1

Ak−n0

n!
+ δk,0 =

η

eξβ − η

k−1∑
n=0

An0
(k − n)!

+ δk,0 (7.4.26)

Âèäèìî äà jå ïðîáëåì îäðåäèòè êîåôèöèjåíòå Ak0. Ïðèëèêîì íóìåðè÷êèõ èçðà÷óíàâà»à
êîðèø£åíà jå ðåêóðåíòíà ïðîöåäóðà çà »èõîâî îäðå¢èâà»å çàñíîâàíà óïðàâî íà
jåäíà÷èíàìà (7.4.25) è (7.4.26). Çà àíàëèòè÷î èçðà÷óíàâà»å jå ïîòðåáíî ðåøèòè
jåäíà÷èíó (7.4.26). Ïðèìåíè£åìî Ç òðàíñôîðìàöèjó ÷èjà jå îáëàñò êîíâåðãåíöèjå ó
îêîëèíè íóëå:

X(z) =
+∞∑

n=−∞

An0z
n (7.4.27)

An0 =
1

2πi

∮
z→0

X(z)

zn+1
dz =

1

n!
lim
z→0

∂n

∂zn
X(z) (7.4.28)
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Òðàíñôîðìàöèjà jåäíà÷èíå (7.4.26) íàì äàjå:

X(z) =
+∞∑

k=−∞

Ak0z
k =

η

eξβ − η

+∞∑
k=−∞

k−1∑
n=0

An0
(k − n)!

zk +
+∞∑

k=−∞

δk,0z
k

=
η

eξβ − η

+∞∑
k=1

k−1∑
n=0

An0
(k − n)!

zk + 1

=
η

eξβ − η

+∞∑
k=1

k∑
n=1

An−1
0

(k − n+ 1)!
zk + 1

=
η

eξβ − η

+∞∑
n=1

An−1
0

+∞∑
k=n

zk

(k − n+ 1)!
+ 1

=
η

eξβ − η

+∞∑
n=1

An−1
0

+∞∑
k=0

zk+n

(k + 1)!
+ 1

=
η

eξβ − η

+∞∑
n=1

An−1
0 zn−1

+∞∑
k=0

zk+1

(k + 1)!
+ 1

=
η

eξβ − η

+∞∑
n=1

An−1
0 zn−1 (ez − 1) + 1

=
η

eξβ − η
(ez − 1)

+∞∑
n=0

An0z
n + 1 (7.4.29)

Ïîøòî jå çà íåãàòèâíå âðåäíîñòè èíäåêñà n êîåôèöèjåíò jåäíàê íóëè, îíäà âàæè:

+∞∑
n=0

An0z
n =

+∞∑
n=−∞

An0z
n = X(z) (7.4.30)

Êàäà îâî óâðñòèìî ó jåäíà÷èíó (7.4.29) äîáèjàìî ÷åìó jå jåäàêà òðàíñôîðìàöèjà:

X(z) =
η

eξβ − η
(ez − 1)X(z) + 1 (7.4.31)

X(z) =
eξβ − η
eξβ − ηez

(7.4.32)

Íà êðàjó äîáèjàìî êîåôèöèjåíòå èçðàæåíå äèôåðåíöèjàëíîì jåäíà÷èíîì ó îêîëèíè
íóëå:

Ak0 =
1

k!
lim
z→0

∂k

∂zk
eξβ − η
eξβ − ηez

(7.4.33)

Äèôåðåíöèðà»åì ðàçëîìêà äîáèjàìî ñàáèðêå êîjè ñó îáëèêà:

Ck
n

(
1

ηeξβ − ez

)n+1

enz (7.4.34)
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Îâäå jå ëèìåñ z → 0 äîáðî äåôèíèñàí, ïà çàê§ó÷ójåìî äà ñå êîåôèöèjåíò ìîæå çàïèñàòè
ó îáëèêó:

Ak0 = δk,0 +
1

k!

k∑
n=1

Ck
n

(
1

ηeξβ − 1

)n
(7.4.35)

Äàêëå êîåôèöèjåíò Ak0 jå ïîëèíîì ê-òîã ñòåïåíà ïî (ηeξβ− 1)−1. Èç jåäíà÷èíå (7.4.33) jå
jåäíîñòàâíî óî÷èòè äà jå Ck

1 = 1. Íà îñíîâó èñòå òå jåäíà÷èíå jå ïîíîâî ìîãó£å ñàñòàâèòè
ðåêóðåíòíå ðåëàöèjå:

k+1∑
n=1

Ck+1
n

(
1

ηeξβ − 1

)n
=

k∑
n=1

nCk
n

(
1

ηeξβ − 1

)n
+

k∑
n=1

(n+ 1)Ck
n

(
1

ηeξβ − 1

)n+1

(7.4.36)

Çàê§ó÷ójåìî äà jå òðàæåíà ðåêóðåíòíà ðåëàöèjà:

Ck
n = n

(
Ck−1
n + Ck−1

n−1

)
+ δk,1δn,1 (7.4.37)

Íà îñíîâó îâå jåäíà÷èíå jå íàïðàâ§åíà ðåêóðçèâíà ïðîöåäóðà êîjà ðà÷óíà êîåôèöèjåíòå
ó ñèòóàöèjàìà ó êîjèìà jå áèëî ïîòðåáå çà îäðå¢èâàíjåì ðàçâîjà ó ðåä ïî êîíöåíòðàöèjè.
Çà äà§è àíàëèòè÷êè ïðîðà÷óí, ïîòðàæè£åìî Ç òðàíñôîðìàöèjó ïðåòõîäíå jåäíà÷èíå
ïî îáà èíäåêñà:

S(x, y) =
+∞∑
k=1

k∑
n=1

Ck
nx

nyk (7.4.38)

Óî÷èìî íà ïî÷åòêó äà jå S(0, y) = 0. Îâî çàïàæà»å £å áèòè âàæíî çà îäðå¢èâà»å
ãðàíè÷íèõ óñëîâà. Ç òðàíñôîðìàöèjà jåäíà÷èíå (7.4.37) íàì äàjå:

S(x, y) = xy
∂

∂x
S(x, y) + xyS(x, y) + yx2 ∂

∂x
S(x, y) + xy (7.4.39)

∂

∂x
S(x, y) +

xy − 1

xy(1 + x)
S(x, y) +

1

1 + x
= 0 (7.4.40)

∂

∂x

(
S(x, y)e

∫ xy−1
xy(1+x)

dx
)

+
1

1 + x
e
∫ xy−1
xy(1+x)

dx = 0 (7.4.41)

Ãðàíèöå èíòåãðàöèjå ó åêñïîíåíòó íå óòè÷ó íà âðåäíîñò S(x, y) jåð äåëójó êàî ìíîæå»å
êîíñòàòíîì ÷èòàâå jåäíà÷èíå êîjà jå õîìîãåíà. Ìå¢óòèì, ïðèëèêîì èíòåãðàöèjå ÷èòàâå
jåäíà÷èíå ïî x ó öè§ó óêëà»à»à èçâîäà, äî»à ãðàíèöà èíòåãðàöèjå íàì äàjå ïî÷åòíè
óñëîâ, à êàêî çíàìî äà âàæè S(0, y) = 0, çàê§ó÷ójåìî äà jå äî»à ãðàíèöà áàø 0.

S(x, y) = −e−
∫ xy−1
xy(1+x)

dx

∫ x

0

e
∫ x′y−1
x′y(1+x′)dx

′

1 + x′
dx′ (7.4.42)

Èíòåãðàë ó åêñïîíåíòó jå jåäíàê:∫
xy − 1

xy(1 + x)
dx =

∫ (
1

1 + x
− 1

y

(
1

x
− 1

1 + x

))
dx = ln(1 + x) +

1

y
ln

(
1 + x

x

)
+ c

(7.4.43)
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Çàìåíîì ó jåäíà÷èíó (7.4.42) äîáèjàìî:

S(x, y) = − 1

1 + x

(
x

1 + x

) 1
y
∫ x

0

(
1 + x′

x′

) 1
y

dx′ (7.4.44)

Ñàäà ðåøàâàìî îäðå¢åíè èíòåãðàë. Ïðåòïîñòàâè£åìî îáëèê ðåøå»à áåç óìà»å»à
îïøòîñòè è ñàñòàâèòè äèôåðåíöèjàëíó jåäíà÷èíó:∫ x

0

(
1 + x′

x′

) 1
y

dx′ =
1

1− 1
y

∫ x

0

d
(
x′1−

1
y (1 + x)1+ 1

y f(x′)
)

(7.4.45)(
1− 1

y

)
x−

1
y (1 + x)1+ 1

y f(x) + x1− 1
y

(
1 +

1

y

)
(1 + x)

1
y f(x)

+x1− 1
y (1 + x)1+ 1

y
∂

∂x
f(x) = x−

1
y (1 + x)

1
y (7.4.46)(

1− 1

y
+ 2x

)
f(x) + x(1 + x)

∂

∂x
f(x) = 1 (7.4.47)

Ðàçâè£åìî îâó ôóíêöèjó ó ðåä. Jåäíà÷èíà jå òàêâà äà ñå ïîíîâî äîáèjà ðåêóðåíòíà
jåäíà÷èíà:

+∞∑
n=0

((
1− 1

y

)
cn + 2cn−1 + ncn + (n− 1)cn−1

)
xn = 1 (7.4.48)(

1− 1

y

)
cn + 2cn−1 + ncn + (n− 1)cn−1 = δn,0 (7.4.49)

cn =
δn,0

n+ 1− 1
y

− n+ 1

n+ 1 + 1
y

cn−1 (1− δn,0) =

= (−1)n
1(n)2(n)

n!
(

2− 1
y

)(n)
(1− δn,0) c0 +

δn,0
1− 1

y

=
1

1− 1
y

(−1)n
1(n)2(n)

n!
(

2− 1
y

)(n)
(7.4.50)

f(x) = − y

1− y

+∞∑
n=0

1(n)2(n)

n!
(

2− 1
y

)(n)
(−x)n = − y

1− y 2F1

(
1, 2; 2− 1

y
;−x

)
(7.4.51)

Äîáèëè ñìî ðàçâîj 2F1

(
1, 2; 2− 1

y
;−x

)
ôóíêöèjå. Äîáèjàìî äà jå ðåøå»å èíòåãðàëà:

∫ x

0

(
1 + x′

x′

) 1
y

dx′ = − y

1− y
x1− 1

y (1 + x)1+ 1
y

2F1

(
1, 2; 2− 1

y
;−x

)
(7.4.52)

Äîê jå âðåäíîñò Ç òðàíñôîðìàöèjå:

S(x, y) =
xy

1− y 2F1

(
1, 2; 2− 1

y
;−x

)
(7.4.53)
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Èíâåðçíó òðàíñôîðìàöèjó ïî x jå ñàäà ëàêî îäðåäèòè:

S(x, y) =
+∞∑
n=1

Sn(y)xn =
y

1− y

+∞∑
n=0

(−1)n
(1)(n)(2)(n)

n!
(

2− 1
y

)(n)
xn+1 (7.4.54)

Sn(y) = (−1)n
n!(

1− 1
y

)(n)
= (−1)nn!

n∏
l=1

(
l − 1

y

)−1

= n!yn
n∏
l=1

(1− ly)−1 (7.4.55)

Èíâåðçíó òðàíñôîðìàöèjó ïî y ðà÷óíàìî ïî äåôèíèöèjè:

Ck
n =

1

k!
lim
y→0

∂k

∂yk
Sn(y) =

n!

k!
lim
y→0

∂k

∂yk
yn

n∏
l=1

(1− ly)−1 (7.4.56)

Àíàëèçîì ïðåòõîäíîã èçðàçà âèäèìî äà jå êîåôèöèjåíò íåíóëòè ñàìî ó ñëó÷àjó êàäà jå
k > n è òî êàäà jå yn èçäèôåðåíöèðàíî äî n!

Ck
n =

n!

(k − n)!
lim
y→0

∂k−n

∂yk−n

n∏
l=1

(1− ly)−1 (7.4.57)

Äà áè ñìî îäðåäèëè îâàj èçâîä, ïðåòâîðè£åìî ïðîèçâîä ó çáèð, çáîã òîãà øòî jå îâàj
ïðîèçâîä ñóìà ïîëîâà ïðâîã ðåäà:

n∏
l=1

(1− ly)−1 =
n∑
l=1

cl
1− ly

(7.4.58)

Êîåôèöèjåíò cl ðà÷óíàìî èç ëèìåñà:

cl = lim
y→ 1

l

(1− yl)
n∏

m=1

(1−my)−1 =
n∏

m=1,m 6=l

l

l −m
=

ln−1(−1)n−l

(l − 1)!(n− l)!
=
ln(−1)n−l

l!(n− l)!
(7.4.59)

Âðà£à»åì îâîã ðåçóëòàòà ó jåäíà÷èíó (7.4.57) ìîæåìî äà îäðåäèìî òðàæåíè ëèìåñ:

Ck
n =

n!

(k − n)!
lim
y→0

∂k−n

∂yk−n

n∑
l=1

ln(−1)n−l

l!(n− l)!
1

1− ly
=

n!

(k − n)!

n∑
l=1

ln(−1)n−l

l!(n− l)!
lk−n(k − n)!

(7.4.60)

Ck
n =

n∑
l=1

(−1)n−l
(
n

l

)
lk =

n∑
l=0

(−1)n−l
(
n

l

)
lk = n!

{
k

n

}
(7.4.61)

Èçðàç
{
k
n

}
îçíà÷àâà Ñòèðëèíãîâ áðîj äðóãå âðñòå, êîjè jå äîáðî äåôèíèñàí è ó ñëó÷àjó

êàäà ñó èíäåêñè k èëè n jåäíàêè íóëè è òî íà íà÷èí êîjè jå ó ñàãëàñíîñòè ñà ïî÷åòíèì
óñëîâîì çà êîåôèöèjåíò Ck

n. Àíàëèòè÷êè èçðàç çà êîåôèöèjåíò A
k
0 jå:

Ak0 =
1

k!

k∑
n=0

n!

{
k

n

}(
1

ηeξβ − 1

)n
(7.4.62)
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Ïî÷åòíè ïîëèíîì Pk ñå ìîæå çàïèñàòè ñàìî ïðåêî Ak0 êîåôèöèjåíàòà êîðèø£å»åì
jåäíà÷èíå (7.4.25):

Pk (x) =
k∑

n=0

Ak−n0

n!
xn (7.4.63)

Êîíà÷íî, îájåäè»àâà»åì èçðàçà (7.4.62) è (7.4.63) äîáèjàìî òðàæåíè ïîëèíîì:

P ξβ,η
k (x) =

k∑
m=0

k−m∑
n=0

n!

(k −m)!m!

{
k −m
n

}(
1

ηeξβ − 1

)n
xm (7.4.64)

Íà êðàjó ìîæåìî äà çàïèøåìî àíàëèòè÷êè èçðàç òðàæåíå ñóìå èç jåäíà÷èíå (7.4.1):

Fη(A, β, ξ, τ) =

eξβ(1−{ τβ})η[ τβ ]+1 (−β)A

β

A−1∑
m=0

A−m−1∑
n=0

n!

(A−m− 1)!m!

{
A−m− 1

n

}(
1

ηeξβ − 1

)n+1{
τ

β

}m
(7.4.65)

Äîáèjåíà ôóíêöèjà jå àíàëèòè÷êà ó öåëîj êîìïëåêñíîj ðàâíè, ïà ðåçóëòàò âàæè çà ñâå
âðåäíîñòè ïàðàìåòðà ξ. Íà ñëèöè 19 ñó ïðèêàçàíå îâå ôóíêöèjå çà âðåäíîñòè åêñïîíåíòà
Aε{1, ..., 5} è îáå âðåäíîñòè ïàðàìåòðà η äîáèjåíå è àíàëèòè÷êè (7.4.65) è íóìåðè÷êè
óçèìà»åì ïðâèõ õè§àäó ñàáèðêà ó ñóìè (7.4.1) ñèìåòðè÷íî îêî íóëå.
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Ñëèêà 19: Ôóðèjåîâà òðàíñôîðìàöèjà ïðâèõ ïåò ñàáèðàêà íåãàòèâíîã åêñïîíåíòà
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7.5 Áèíîìíè ðàçâîj Ôóðèjåîâå òðàíñôîðìàöèjå Ëîðàíîâîã ðåäà

Óîïøòàâàìî ôóíêöèjó F îä τ êàî ôóíêöèjó ðàçëèêå τ è τ ′ ïðè ÷åìó τ, τ ′ε(0, β). Ïðâè
ïîñìàòðàíè ñëó÷àj:

τ > τ ′ (7.5.1)

Äåôèíèøåìî:

nη(ξ) =
1

eξβ − η
(7.5.2)

Fη(A, β, ξ, τ − τ ′) =

= −eξ(β−τ+τ ′)η(−β)A−1

A−1∑
m=0

A−m−1∑
n=0

n!

(A−m− 1)!m!

{
A−m− 1

n

}
(ηnη(ξ))

n+1

(
τ − τ ′

β

)m
= −ηeξ(β−τ+τ ′)(−β)A−1

A−1∑
m=0

A−m−1∑
n=0

m∑
k=0

n!

(A−m− 1)!m!

{
A−m− 1

n

}
(ηnη(ξ))

n+1 (−1)m−k

βm

(
m

k

)
τ kτ ′m−k

= −ηeξ(β−τ+τ ′)(−β)A−1

A−1∑
k=0

A−1∑
m=k

A−m−1∑
n=0

n!

(A−m− 1)!m!

{
A−m− 1

n

}
(ηnη(ξ))

n+1 (−1)m−k

βm

(
m

k

)
τ kτ ′m−k

= −ηeξ(β−τ+τ ′)(−β)A−1

A−1∑
k=0

A−k−1∑
m=0

A−m−k−1∑
n=0

n!

(A−m− k − 1)!(m+ k)!

{
A−m− k − 1

n

}
(ηnη(ξ))

n+1 (−1)m

βm+k

(
m+ k

k

)
τ kτ ′m

(7.5.3)

Äîáèëè ñìî êîåôèöèjåíò:

CFWD
A,k,m(β, ξ) =

A−m−k−1∑
n=0

n!(−1)A+m−1 (ηnη(ξ))
n βA−m−k−1

(A−m− k − 1)!m!k!

{
A−m− k − 1

n

}
(7.5.4)

Fη(A, β, ξ, τ − τ ′) = ηe−ξ(τ−τ
′)nη(−ξ)

A−1∑
k=0

A−k−1∑
m=0

CFWD
A,k,m(β, ξ)τ kτ ′m (7.5.5)

Äðóãè ïîñìàòðàíè ñëó÷àj:
τ < τ ′ (7.5.6)

Ó îâîì ñëó÷àjó êîðèñòèìî îñîáèíó:

Fη(A, β, ξ,−τ) =
1

β

∞∑
n=−∞

eiωnτ

(iωn − ξ)A
=

1

β

∞∑
n=−∞

e−iωnτ

(−iωn − ξ)A

= (−1)A
1

β

∞∑
n=−∞

e−iωnτ

(iωn + ξ)A
= (−1)AFη(A, β,−ξ, τ) (7.5.7)
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Fη(A, β, ξ, τ − τ ′) = (−1)AFη(A, β,−ξ, τ ′ − τ) =

= (−1)Aηe−ξ(τ−τ
′)nη(ξ)

A−1∑
k=0

A−k−1∑
m=0

CFWD
A,k,m(β,−ξ)τ ′kτm

= −ηe−ξ(τ−τ ′)nη(ξ)
A−1∑
k=0

A−k−1∑
m=0

CBWD
A,k,m(β, ξ)τ kτ ′m

(7.5.8)

Äîáèëè ñìî êîåôèöèjåíò:

CBWD
A,k,m(β, ξ) = (−1)A−1CFWD

A,m,k(β,−ξ)

=
A−m−k−1∑

n=0

n!(−1)k (ηnη(−ξ))n βA−m−k−1

(A−m− k − 1)!m!k!

{
A−m− k − 1

n

}
(7.5.9)

Fη(A, β, ξ, τ − τ ′) = −ηe−ξ(τ−τ ′)nη(ξ)
A−1∑
k=0

A−k−1∑
m=0

CBWD
A,k,m(β, ξ)τ kτ ′m (7.5.10)

Íà ñëèöè 20 ñó ïðèêàçàíå àíàëèòè÷êè è íóìåðè÷êè äîáèjåíå ôóíêöèjå Fη. Àíàëèòè÷êà
èçðà÷óíàâà»à ñó ðà¢åíà íà äâà íà÷èíà. Ïðâè ïîñòóïàê êîðèñòè jåäíà÷èíå (7.5.5) è
(7.5.10), äîê äðóãè êîðèñòè jåäíà÷èíå (7.8.10) è (7.8.18) èç äîäàòêà 7.8, ÷èìå ñó
èíäèðåêòíî ïðîâåðåíè ðåçóëòàòè (7.8.20) è (7.8.25) òàêî¢å èç ïîãëàâ§à 7.8.
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Ñëèêà 20: Ôóðèjåîâà òðàíñôîðìàöèjà ïðâèõ ïåò ñàáèðàêà íåãàòèâíîã åêñïîíåíòà
Ëîðàíîâîã ðåäà çà ðàçëè÷èòå âðåäíîñòè ïàðàìåòàðà
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7.6 Ñòèðëèíãîâè áðîjåâè ïðâå âðñòå

Îâè áðîåâè ñó äåôèíèñàíè ðåêóðåíòíîì ðåëàöèjîì è ïî÷åòíèì óñëîâèìà:[
k + 1

n

]
= k

[
k

n

]
+

[
k

n− 1

]
(7.6.1)

[
k

0

]
=

[
0

k

]
= δk,0 (7.6.2)

Äîêàçà£åìî íåêîëèêî ðåëåâàíòíèõ îñîáèíà:

n∑
m=0

[
n

m

]
zm =

n∑
m=0

(n−1)

[
n− 1

m

]
zm+

n∑
m=0

[
n− 1

m− 1

]
zm = (z+n−1)

n−1∑
m=0

[
n− 1

m− 1

]
zm =

n−1∏
i=0

z+i

(7.6.3)
Óâîäèìî äåôèíèöèjó ðàñòó£åã ôàêòîðèjàëà:

n−1∏
i=0

z + i = zn (7.6.4)

Îäðåäè£åìî ãåíåðàòðèñó îâèõ áðîjåâà:

+∞∑
m=0

+∞∑
n=0

[
n

m

]
xm

zn

n!
=

+∞∑
n=0

xn
zn

n!
=

+∞∑
n=0

Γ(x+ n)

Γ(x)Γ(n+ 1)
zn =

+∞∑
n=0

Γ(1− x)

Γ(1− x− n)Γ(n+ 1)
(−z)n

=
+∞∑
n=0

(
−x
n

)
(−z)n =

1

(1− z)x
= e−x ln(1−z) =

+∞∑
m=0

(− ln(1− z))m

m!
xm

(7.6.5)

+∞∑
n=0

[
n

m

]
zn

n!
=

(− ln(1− z))m

m!
(7.6.6)

Ïîêàçà£åìî êàêî ñå îâè áðîjåâè òðàíñôîðìèøó äåëîâà»åì áèíîìíå òðàíñôîðìàöèjå íà
äî»è èíäåêñ:

n∑
p=k

[
n

p

](
p

k

)
= lim

x→1

1

k!

∂k

∂xk

n∑
p=0

[
n

p

]
xp =

1

k!
lim
x→1

∂k

∂xk
lim
z→0

∂n

∂zn

n∑
p=0

+∞∑
m=0

zm

m!

[
m

p

]
xp

=
1

k!
lim
x→1

∂k

∂xk
lim
z→0

∂n

∂zn
1

(1− z)x
=

1

k!
lim
z→0

∂n

∂zn
(− ln(1− z))k

1− z

= lim
z→0

∂n+1

∂zn+1

(− ln(1− z))k+1

(k + 1)!
=

[
n+ 1

k + 1

]
(7.6.7)

Ïîøòî jå áèíîìíà òðàíñôîðìàöèjà ñàìà ñåáè èíâåðçíà, îíäà âàæè:

n∑
p=k

[
n+ 1

p+ 1

](
p

k

)
(−1)k−p =

[
n

k

]
(7.6.8)
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7.7 Ñòèðëèíãîâè áðîjåâè äðóãå âðñòå

Äîêàçà£åìî íåêîëèêî îñîáèíà Ñòèðëèíãîöèõ áðîjåâà äðóãå âðñòå:{
n

k

}
=

1

k!

k∑
l=0

(−1)k−l
(
k

l

)
ln =

1

k!
lim
α→0

∂n

∂αn

k∑
l=0

(−1)k−l
(
k

l

)
eαl =

1

k!
lim
α→0

∂n

∂αn
(eα − 1)k

(7.7.1)
Ó ñëó÷àjó êàäà jå n ìà»å îä k ðåçóëòàò òðàæå»à èçâîäà jå ïðîèçâîä ïîëèíîìà n-òîã
ñòåïåíà ïî eα è (eα − 1)k−n:{

n

k

}
=

1

k!
lim
α→0

Pn(eα)(eα − 1)k−n =
1

k!
Pn(1) lim

α→0
(eα − 1)k−n = 0 (7.7.2)

Ðåêóðåíòíà ðåëàöèjà êîjó çàäîâî§àâàjó ñòèðëèíãîâè áðîjåâè äðóãå âðñòå jå ñëè÷íà
ðåêóðåíòíîj ðåëàöèjè Ñòèðëèíãîâèõ áðîjåâà ïðâå âðñòå:{

n+ 1

k

}
= lim

x→0

1

k!

∂n+1

∂xn+1
(ex − 1)k = lim

x→0

1

k!

∂n

∂xn
kex (ex − 1)k−1

= lim
x→0

1

k!

∂n

∂xn
k (ex − 1)k + lim

x→0

1

(k − 1)!

∂n

∂xn
(ex − 1)k−1

= k

{
n

k

}
+

{
n

k − 1

}
(7.7.3)

Âèäèìî è äà ñå jåäíîñòàâíîì çàìåíîì:{
n

k

}
=

[
−k
−n

]
(7.7.4)

ðåêóðåíòíà ðåëàöèjà Ñòèðëèíãîâèõ áðîjåâà äðóãå âðñòå ñâîäè íà ðåêóðåíòíó ðåëàöèjó
áðîjåâà ïðâå âðñòå, ïà ñå íà îâàj íà÷èí ìîãó äîäåôèíèñàòè îâè áðîjåâè è çà íåãàòèâíå
âðåäíîñòè n è k. Èíòåðåñójå íàñ äà îäðåäèìî ïðîèçâîäå:

n∑
k=j

(−1)j−k
{
n

k

}[
k

j

]
=

n∑
k=j

(−1)n−k
[
n

k

]{
k

j

}
=

n∑
j=0

(−1)n−k
[
n

k

] j∑
l=0

1

j!
(−1)j−l

(
i

l

)
lk

=

j∑
l=0

(−l)n(−1)n+j−l
(
j

l

)
1

j!
=

j6n∑
l=n

l!(−1)n

(l − n)!j!
(−1)n+j−l

(
j

l

)
= δn,j

(
j

n

)
= δn.j (7.7.5)

n∑
k=m

{
n+ 1

k + 1

}[
k

m

]
(−1)m−k =

n∑
k=m

k∑
p=m

{
n+ 1

k + 1

}[
k + 1

p+ 1

](
p

m

)
(−1)p−k

=
n∑

p=m

δp,n(−1)n−p
(
p

m

)
=

(
n

m

)
(7.7.6)
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n∑
k=m

{
n

k

}[
k + 1

m+ 1

]
(−1)m−k =

n∑
k=m

k∑
p=m

{
n

k

}[
k

p

](
p

m

)
(−1)m−k

=
n∑

p=m

δp,n(−1)m−p
(
p

m

)
= (−1)m−n

(
n

m

)
(7.7.7)

7.8 Èäåíòèòåòè ïðîèñòåêëè èç Ôóðèjåîâå òðàíñôîðìàöèjå çà

Ñòèðëèíãîâå áðîjåâå äðóãå âðñòå

Ïîëàçèìî îä jåäíà÷èíà (7.4.65) è (7.5.7):

Fη(A, β, ξ, τ) =

eξβ(1−{ τβ})η[ τβ ]+1 (−β)A

β

A−1∑
m=0

A−m−1∑
n=0

n!

(A−m− 1)!m!

{
A−m− 1

n

}(
1

ηeξβ − 1

)n+1{
τ

β

}m
(7.8.1)

Fη(A, β, ξ,−τ) = (−1)AFη(A, β,−ξ, τ) (7.8.2)

Ïðèìåòèìî îäìàõ äà âàæè:

Fη(A, β, ξ, τ) = (−1)AFη(A, β,−ξ,−τ) (7.8.3)

Òàêî¢å ñó íàì ïîòðåáíà ñëåäå£à ÷åòèðè èäåíòèòåòà:[
− τ
β

]
= −

[
τ

β

]
− 1 (7.8.4)

{
− τ
β

}
= − τ

β
−
[
− τ
β

]
= 1−

{
τ

β

}
(7.8.5)

1

ηe−ξβ − 1
= −ηeξβ 1

ηeξβ − 1
(7.8.6)

1

ηe−ξβ − 1
= −1− 1

ηeξβ − 1
(7.8.7)

Êîìáèíîâà»åì jåäíà÷èíà (7.8.6) è (7.8.7) äîáèjàìî:(
1

ηe−ξβ − 1

)n+1

= (−1)n+1ηeξβ
n∑
l=0

(
n

l

)(
1

ηeξβ − 1

)l+1

(7.8.8)

Òàêî¢å èç jåäíà÷èíå (7.8.5) äîáèjàìî:{
− τ
β

}m
=

m∑
l=0

(−1)l
(
m

l

){
τ

β

}l
(7.8.9)
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Öè§ jå äà äîáèjåìî äâà èäåíòèòåòà íà îñíîâó jåäíà÷èíà (7.8.2) è (7.8.3) è íà îñíîâó
jåäèíñòâåíîñòè Òåjëîðîâîã ïîëèíîìà (7.8.1). Ïðâè äîáèjàìî óáàöèâà»åì jåäíà÷èíà
(7.8.1), (7.8.8) è (7.8.9) ó jåäíà÷èíó (7.8.2) è èçjåäíà÷àâà»åì êîåôèöèjåíàòà ó ðàçâîjó.

Fη(A, β, ξ,−τ) = eξβ{
τ
β}η[ τβ ] (−β)A

β

A−1∑
m=0

A−m−1∑
n=0

n!

(A−m− 1)!m!

(
1

ηeξβ − 1

)n+1

{
A−m− 1

n

} m∑
l=0

(−1)l
(
m

l

){
τ

β

}l
= eξβ{

τ
β}η[ τβ ] (−β)A

β

A−1∑
m=0

m∑
l=0

A−m−1∑
n=0

(−1)ln!

(A−m− 1)!m!

(
1

ηeξβ − 1

)n+1

{
A−m− 1

n

}(
m

l

){
τ

β

}l
= eξβ{

τ
β}η[ τβ ] (−β)A

β

A−1∑
l=0

A−1∑
m=l

A−m−1∑
n=0

(−1)ln!

(A−m− 1)!m!

(
1

ηeξβ − 1

)n+1

{
A−m− 1

n

}(
m

l

){
τ

β

}l
= eξβ{

τ
β}η[ τβ ] (−β)A

β

A−1∑
l=0

A−l−1∑
m=0

A−m−l−1∑
n=0

(−1)ln!

(A−m− l − 1)!(m+ l)!

(
1

ηeξβ − 1

)n+1

{
A−m− l − 1

n

}(
m+ l

l

){
τ

β

}l
= eξβ{

τ
β}η[ τβ ] (−β)A

β

A−1∑
l=0

A−l−1∑
n=0

A−n−l−1∑
m=0

(−1)ln!

(A−m− l − 1)!m!l!

(
1

ηeξβ − 1

)n+1

{
A−m− l − 1

n

}{
τ

β

}l
= eξβ{

τ
β}η[ τβ ] (−β)A

β

A−1∑
l=0

A−l−1∑
n=0

(−1)ln!

(A− l − 1)!l!

(
1

ηeξβ − 1

)n+1{
τ

β

}l A−n−l−1∑
m=0{

A−m− l − 1

n

}(
A− l − 1

m

)
(7.8.10)

Ïðâî ðåøàâàìî ñóìó:

A−n−l−1∑
m=0

{
A−m− l − 1

n

}(
A− l − 1

m

)
(7.8.11)
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Çáîã îñîáèíå (7.7.2) ìîæåìî ãîð»ó ãðàíèöó ñóìå (7.8.11) ïîìåðàòè ïðîèçâî§íî íà âèøå.
Îäãîâàðà íàì äà çáîã áèíîìíîã êîåôèöèjåíòà ïîä ñóìîì ãîð»à ãðàíèöà áóäå A− l− 1.

A−n−l−1∑
m=0

{
A−m− l − 1

n

}(
A− l − 1

m

)
=

A−l−1∑
m=0

{
A−m− l − 1

n

}(
A− l − 1

m

)

=
A−l−1∑
m=0

n∑
k=0

1

n!
(−1)n−k

(
n

k

)
kA−l−m−1

(
A− l − 1

m

)

=
n∑
k=0

1

n!
(−1)n−k

(
n

k

) A−l−1∑
m=0

kA−l−m−1

(
A− l − 1

m

)
=

n∑
k=0

1

n!
(−1)n−k

(
n

k

)
(k + 1)A−l−1 =

n∑
k=0

1

(n+ 1)!
(−1)n+1−k−1

(
n+ 1

k + 1

)
(k + 1)A−l

=
n+1∑
k=1

(−1)n+1−k

(n+ 1)!

(
n+ 1

k

)
kA−l =

n+1∑
k=0

(−1)n+1−k

(n+ 1)!

(
n+ 1

k

)
kA−l − (−1)n+1

(n+ 1)!

(
n+ 1

0

)
lim
k→0

kA−l

=

{
A− l
n+ 1

}
− (−1)n+1

(n+ 1)!
lim
k→0

kA−l

(7.8.12)

Ïîøòî ãîð»à ãðàíèöà ó ñóìè ñèãóðíî íèjå íåãàòèâíà, A − l jå ïîçèòèâàí áðîj, ïà jå
limk→0 k

A−l = 0.

A−n−l−1∑
m=0

{
A−m− l − 1

n

}(
A− l − 1

m

)
=

{
A− l
n+ 1

}
(7.8.13)

Îäàòëå äîáèjàìî äà jå:

Fη(A, β, ξ,−τ) = eξβ{
τ
β}η[ τβ ] (−β)A

β

A−1∑
l=0

A−l−1∑
n=0

(−1)ln!

(A− l − 1)!l!

{
A− l
n+ 1

}(
1

ηeξβ − 1

)n+1{
τ

β

}l
(7.8.14)

Ðàäè ëàêøåã ïðà£å»à ðåçóëòàòà èíäåêñ l £åìî ïðåèìåíîâàòè ó m.

Fη(A, β, ξ,−τ) = eξβ{
τ
β}η[ τβ ] (−β)A

β

A−1∑
m=0

A−m−1∑
n=0

(−1)mn!

(A−m− 1)!m!

{
A−m
n+ 1

}(
1

ηeξβ − 1

)n+1{
τ

β

}m
(7.8.15)
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Ñàäà îäðå¢ójåìî äåñíó ñòðàíó jåäíà÷èíå (7.8.2):

(−1)AFη(A, β,−ξ, τ)

= e−ξβ(1−{ τβ})η[ τβ ]+1 (−β)A

β

A−1∑
m=0

A−m−1∑
n=0

(−1)An!

(A−m− 1)!m!

{
A−m− 1

n

}(
1

ηe−ξβ − 1

)n+1{
τ

β

}m
= eξβ{

τ
β}η[ τβ ] (−β)A

β

A−1∑
m=0

A−m−1∑
n=0

(−1)A−n−1n!

(A−m− 1)!m!

{
A−m− 1

n

} n∑
l=0

(
n

l

)(
1

ηeξβ − 1

)l+1{
τ

β

}m
= eξβ{

τ
β}η[ τβ ] (−β)A

β

A−1∑
m=0

A−m−1∑
l=0

A−m−1∑
n=l

(−1)A−n−1n!

(A−m− 1)!m!

{
A−m− 1

n

}(
n

l

)(
1

ηeξβ − 1

)l+1{
τ

β

}m
(7.8.16)

Ïîíîâî £åìî çàðàä ëàêøåã ïðà£å»à ïðîìåíèòè íàçèâå èíäåêñèìà. Îâîã ïóòà èíäåêñ l
£åìî ïðåèìåíîâàòè ó n, à èíäåêñ n ó l.

(−1)AFη(A, β,−ξ, τ) =

eξβ{
τ
β}η[ τβ ] (−β)A

β

A−1∑
m=0

A−m−1∑
l=0

A−m−1∑
l=n

(−1)A−l−1l!

(A−m− 1)!m!

{
A−m− 1

l

}(
l

n

)(
1

ηeξβ − 1

)n+1{
τ

β

}m
(7.8.17)

Èçjåäíà÷àâà»åì jåäíà÷èíà (7.8.15) è (7.8.17), îäíîñíî êîåôèöèjåíàòà ó ðàçâîjó, äîáèjàìî
ïðâó òðàæåíó ðåëàöèjó:

A−m−1∑
l=n

(−1)A−l−1l!

(A−m− 1)!m!

{
A−m− 1

l

}(
l

n

)
=

(−1)mn!

(A−m− 1)!m!

{
A−m
n+ 1

}
(7.8.18)

A−m−1∑
l=n

(−1)A−l−m−1(l − n)!

(
l

n

)2{
A−m− 1

l

}
=

{
A−m
n+ 1

}
(7.8.19)

Óâî¢å»åì ñìåíå D = A−m− 1:

D∑
l=n

(−1)D−l(l − n)!

(
l

n

)2{
D

l

}
=

{
D + 1

n+ 1

}
(7.8.20)

Çà îäðå¢èâà»å äðóãîã èäåíòèòåòà, ïîòðåáíî jå ïðâî èçðà÷óíàòè äåñíó ñòðàíó jåäíà÷èíå
(7.8.3):

(−1)AFη(A, β,−ξ,−τ)

= eξβ(1−{ τβ})η[ τβ ]+1 (−β)A

β

A−1∑
m=0

A−m−1∑
n=0

(−1)A−m−n−1n!

(A−m− 1)!m!

{
A−m
n+ 1

} n∑
l=0

(
n

l

)(
1

ηeξβ − 1

)l+1{
τ

β

}m
= eξβ(1−{ τβ})η[ τβ ]+1 (−β)A

β

A−1∑
m=0

A−m−1∑
l=0

A−m−1∑
n=l

(−1)A−m−n−1n!

(A−m− 1)!m!

{
A−m
n+ 1

}(
n

l

)(
1

ηeξβ − 1

)l+1{
τ

β

}m
(7.8.21)
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Ïîíîâî ïðåèìåíójåìî èíäåêñå ñóìà íà èñòè íà÷èí:

(−1)AFη(A, β,−ξ,−τ) =

eξβ(1−{ τβ})η[ τβ ]+1 (−β)A

β

A−1∑
m=0

A−m−1∑
n=0

A−m−1∑
l=n

(−1)A−m−l−1l!

(A−m− 1)!m!

{
A−m
l + 1

}(
l

n

)(
1

ηeξβ − 1

)n+1{
τ

β

}m
(7.8.22)

Èçjåäíà÷àâà»åì êîåôèöèjåíàòà ó ðàçâîjó ó jåäíà÷óíàìà (7.8.1) è (7.8.22) íà îñíîâó
jåäíà÷èíå (7.8.3) äîáèjàìî äðóãó òðàæåíó ðåëàöèjó:

A−m−1∑
l=n

(−1)A−m−l−1l!

(A−m− 1)!m!

{
A−m
l + 1

}(
l

n

)
=

n!

(A−m− 1)!m!

{
A−m− 1

n

}
(7.8.23)

A−m−1∑
l=n

(−1)A−m−l−1(l − n)!

(
l

n

)2{
A−m
l + 1

}
=

{
A−m− 1

n

}
(7.8.24)

Óâî¢å»åì èñòå ñìåíå êàî ó jåäíà÷èíè (7.8.20):

D∑
l=n

(−1)D−l(l − n)!

(
l

n

)2{
D + 1

l + 1

}
=

{
D

n

}
(7.8.25)

Jåäíà÷èíà (7.8.15) ñå ìîæå òðàíñôîðìèñàòè:

D−n∑
m=0

{
D −m
n

}(
D

m

)
=

D∑
m=n

{
m

n

}(
D

m

)
=

{
D + 1

n+ 1

}
(7.8.26)

Êîìáèíîâà»åì jåäíà÷èíà(7.8.23) è (7.8.25) äîáèjàìî:

D∑
l=n

(−1)D−l(l − n)!

(
l

n

)2 D∑
m=l

{
m

l

}(
D

m

)
=

D∑
m=n

m∑
l=n

(−1)D−l(l − n)!

(
l

n

)2{
m

l

}(
D

m

)

=
D∑

m=n

(−1)D−m
{
m+ 1

n+ 1

}(
D

m

)
=

{
D

n

}
(7.8.27)

Îâèìå ñìî ïîêàçàëè íà êîjè ñå íà÷èí Ñòèðëèíãîâè áðîjåâè äðóãå âðñòå òðàíñôîðìèøó
ïðè äåëîâà»ó áèíîìíå òðàíñôîðìàöèjå íà ãîð»è èíäåêñ. Òàêî¢å ñìî äîáèëè èäåíòèòåòå
(7.8.20) è (7.8.25) íà îñíîâó êîjèõ £åìî ôîðìóëèñàòè äðóãó äèñêðåòíó òðàíñôîðìàöèjó
êîjîì £å ñå Ñòèðëèíãîâè áðîjåâè äðóãå âðñòå òðàíñôîðìèñàòè ïî äî»åì èíäåêñó, à
Ñòèðëèíãîâè áðîjåâè ïðâå âðñòå ïî ãîð»åì èíäåêñó.
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7.9 Äèñêðåòíà òðàíñôîðìàöèjà

Èñïèòójåìî îñîáèíå òðàíñôîðìàöèjå îïèñàíå äâåìà ïðåòõîäíî îäðå¢åíèì ðåëàöèjàìà:

D∑
l=n

(−1)D−l(l − n)!

(
l

n

)2{
D

l

}
=

{
D + 1

n+ 1

}
(7.9.1)

D∑
l=n

(−1)D−l(l − n)!

(
l

n

)2{
D + 1

l + 1

}
=

{
D

n

}
(7.9.2)

Íåêà jå íèç Si íèç îäD+1 áðîjåâà èíäåêñèðàíèõ îä S0 äî SD. Äâå óçàñòîïíå òðàíñôîðìàöèjå
îâîã íèçà £å äàòè èñòè íèç:

D∑
l=n

(−1)D−l(l − n)!

(
l

n

)2 D∑
l′=l

(−1)D−l
′
(l′ − l)!

(
l′

l

)2

Sl′

=
D∑
l′=n

l′∑
l=n

(−1)l
′−l(l − n)!

(
l

n

)2

(l′ − l)!
(
l′

l

)2

Sl′

=
D∑
l′=n

(−1)l
′ (l′!)2

(n!)2

l′∑
l=n

(−1)l

(l − n)!(l′ − l)!
Sl′

=
D∑
l′=n

(−1)l
′+n (l′!)2

(n!)2

l′−n∑
l=0

(−1)l

l!(l′ − n− l)!
Sl′

=
D∑
l′=n

(−1)l
′+n

(l′ − n)!

(l′!)2

(n!)2

l′−n∑
l=0

(−1)l
(
l′ − n
l

)
Sl′ (7.9.3)

Ïîñìàòðàìî ñóìó:
l′−n∑
l=0

(−1)l
(
l′ − n
l

)
(7.9.4)

Ó ñëó÷àjó êàäà jå ãîð»à ãðàíèöà ñóìå íåíóëòà, îâà ñóìà jå jåäíàêà íóëè:

l′−n∑
l=0

(−1)l
(
l′ − n
l

)
= (1− 1)l

′−k = 0 (7.9.5)

Ó ñëó÷àjó êàäà jå l′ = n, îíäà ñóìà èìà ñàìî jåäàí ñàáèðàê:

0∑
l=0

(−1)l
(

0

l

)
= (−1)0

(
0

0

)
= 1 (7.9.6)

Îäàòëå çàê§ó÷ójåìî äà jå ïîñìàòðàíà ñóìà jåäíàêà Êðîíåêåðîâîj äåëòè:

l′−n∑
l=0

(−1)l
(
l′ − n
l

)
= δl′,n (7.9.7)
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Òàêî¢å jå è öåî êîåôèöèjåíò ó ñóìè (7.9.3) jåäíàê Êðîíåêåðîâîj äåëòè:

(−1)l
′+n

(l′ − n)!

(l′!)2

(n!)2
δl′,n =

(−1)2n

0!

(n!)2

(n!)2
δl′,n = δl′,n (7.9.8)

Îâèìå jå ïîêàçàíà òâðä»à äà jå òðàíñôîðìàöèjà ñàìà ñåáè èíâåðçíà.

D∑
l=n

(−1)D−l(l − n)!

(
l

n

)2 D∑
l′=l

(−1)D−l
′
(l′ − l)!

(
l′

l

)2

Sl′ =
D∑
l′=n

δl′,nSl′ = Sn (7.9.9)

Òðàíñôîðìàöèjà jå òàêî¢å ëèíåàðíà è ìîæå ñå ïðåäñòàâèòè ó îáëèêó ãîð»å òðîóãàîíå
ìàòðèöå îáëèêà (D + 1) × (D + 1). Ó äà§åì òåêñòó £åìî êîðèñòèòè îçíàêó T̂D. Ñàäà
ìîæåìî äà ïðå¢åìî ó âåêòîðñêè ïðîñòîð äèìåíçèjå (D + 1) ñà ñòàíäàðäíèì ñêàëàðíèì
ïðîèçâîäîì, ãäå £å íàì ïîìåíóòà ìàòðèöà ðåïðåçåíòîâàòè îïåðàòîð òðàíñôîðìàöèjå,
à ðàíèjå ïîñìàòðàíè íèçîâè £å ïîñòàòè âåêòîðè, ó äà§åì òåêñòó îçíà÷åíè ñà |SD〉. Çà
ïî÷åòàê, ïîñòàâ§àìî ñâîjñòâåíè ïðîáëåì îâîã îïåðàòîðà:

T̂D|SD,i〉 = tD,i|SD,i〉 (7.9.10)

Êîðèø£å»åì îñîáèíå äà jå òðàíñôîðìàöèjà ñàìà ñåáè èíâåðçíà, âèäèìî è äà ñó jåäèíå
äîçâî§åíå ñâîjñòâåíå âðåäíîñòè 1 èëè -1.

|SD,i〉 = T̂DT̂D|SD,i〉 = T̂DtD,i|SD,i〉 = t2D,i|SD,i〉 (7.9.11)

t2D,i = 1 =⇒ tD,i = ±1 (7.9.12)

Ïîøòî òðàã è äåòåðìèíàíòà îïåðàòîðà íå çàâèñè îä èçáîðà áàçèñà, à çáèð ñâîjñòâåíèõ
âðåäíîñòè jå jåäíàê òðàãó ó ñâîjñòâåíîì áàçèñó, çàê§ó÷ójåìî äà îí ìîðà áèòè jåäíàê:

D∑
n=0

D∑
l=n

(−1)D−l(l − n)!

(
l

n

)2

δn,l =
D∑
n=0

(−1)D−n =
D∑
n=0

(−1)n = 2

{
D + 1

2

}
(7.9.13)

det
{
T̂D

}
=

D∏
i=0

tD,i = (−1)[
D+1

2 ] (7.9.14)

Äàêëå, ó ñëó÷àjó ïàðíå äèìåíçèjå îïåðàòîð jå òðàãà íóëà, à ó ñëó÷àjó íåïàðíå jå òðàãà
jåäàí. Òî çíà÷è äà jå ïðîñòîð ïîäå§åí íà äâà äåãåíåðèñàíà ïîäïðîñòîðà. Ïðâè jå ðàçàïåò
íàä ñâîjñòâåíèì âåêòîðèìà ñâîjñòâåíå âðåäíîñòè 1, à äðóãè íàä ñâîjñòâåíèì âåêòîðèìà
ñâîjñòâåíå âðåäíîñòè -1. Çáîã âðåäíîñòè òðàãà çíàìî äà jå áðîj äèìåíçèjà äåãåíåðèñàíîã
ïîäïðîñòîðà +1 çà jåäàí âå£à èëè jåäíàêà äèìåíçèjè ïîäïðîñòîðà -1. Íà îñíîâó
jåäíà÷èíà (7.9.1) è (7.9.2) jå ìîãó£å îäðåäèòè ïî jåäàí ñâîjñòâåíè âåêòîð èç îâèõ
ïîäïðîñòîðà. Äåôèíèøåìî âåêòîðå |AD〉 è |BD〉 íà ñëåäå£è íà÷èí:

|AD〉 =

({
D

0

}
, ...,

{
D

D

})
(7.9.15)

|BD〉 =

({
D + 1

1

}
, ...,

{
D + 1

D + 1

})
(7.9.16)
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Ïîìî¢ó îâèõ âåêòîðà ñå èçðàçè (7.9.1) è (7.9.2) ìîãó çàïèñàòè:

T̂D|AD〉 = |BD〉 (7.9.17)

T̂D|BD〉 = |AD〉 (7.9.18)

Âåêòîðè äîáèjåíè ñàáèðà»åì è îäóçèìà»åì îâà äâà âåêòîðà ñó ñâîjñòâåíè çà ïîñìàòðàíó
òðàíñôîðìàöèjó è òî áàø ñâîjñòâåíèõ âðåäíîñòè +1 è -1.

|SD,±〉 = |AD〉 ± |BD〉 =

({
D

0

}
±
{
D + 1

1

}
, ...,

{
D

D

}
±
{
D + 1

D + 1

})
(7.9.19)

T̂D|SD,±〉 = T̂D (|AD〉 ± |BD〉) = |BD〉 ± |AD〉 = ± (|AD〉 ± |BD〉) = ±|SD,±〉 (7.9.20)

Âèäèìî äà ó ñëó÷àjó jåäíîäèìåíçèîíîã ïðîñòîðà âåêòîð |S0,−〉 èø÷åçàâà:

|S0,−〉 =

({
0

0

}
−
{

1

1

})
= (1− 1) = (0) (7.9.21)

Jåäàí ïðèìåð ñâîjñòâåíîã áàçèñà ìîæå áèòè ãåíåðèñàí ñêóïîì âåêòîðà:

{|S0,+〉, ...., |Si,+〉, ..., |SD,+〉} (7.9.22)

Îâè âåêòîðè ñó ëèíåàðíî íåçàâèñíè jåð i-òè âåêòîð èìà ïðâèõ i+1 íåíóëòèõ êîìïîíåíòè
à îñòàëèõ D − i ñó jåäíàêå íóëè. Ñâîjñòâåíå âðåäíîñòè îâèõ âåêòîðà ñó:(
T̂D|Si,+〉

)
n

=
D∑
l=n

(−1)D−l(l − n)!

(
l

n

)2

|Si,+〉l = (−1)D−i
i∑

l=n

(−1)i−l(l − n)!

(
l

n

)2

|Si,+〉l

= (−1)D−i
(
T̂i|Si,+〉

)
n

= (−1)D−i|Si,+〉n
(7.9.23)

tD,i = (−1)D−i (7.9.24)

Îâà òðàíñôîðìàöèjà ñå ìîæå óîïøòèòè íà áåñêîíà÷íî äèìåíçèîí ïðîñòîð:

T̂i,j = (−1)j(j − i)!
(
j

i

)2

(7.9.25)

T̂i,j|S〉j =
+∞∑
j=0

(−1)j(j − i)!
(
j

i

)2

|S〉j (7.9.26)

Çà ñâîjñòâåíè áàçèñ ñå ìîæå èçàáðàòè èñòè ñêóï âåêòîðà, à ñâîjñòâåíå âðåäíîñòè ïîñòàjó:

{|tn〉 = |Sn,+〉} (7.9.27)

tn = (−1)n (7.9.28)

Ïîøòî òðàíñôîðìàöèjà íèjå ðåïðåçåíòîâàíà ñèìåòðè÷íîì ìàòðèöîì, »åíè ñâîjñòâåíè
âåêòîðè íèñó îðòîãîíàëíè. Îâà òðàíñôîðìàöèjà ñå ìîæå ïðèêàçàòè ïîìî£ó îïåðàòîðà
ïðåñëèêàâà»à P̂ è äèjàãîíàëíîã îïåðàòîðà D̂:

T̂ = P̂T D̂P̂
−1
T (7.9.29)
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Îáëèê îâèõ îïåðàòîðà jå:

D̂ij = (−1)iδij (7.9.30)

P̂T ij =

{
j

i

}
+

{
j + 1

i+ 1

}
(7.9.31)

Öè§ jå äà îäðåäèìî èíâåðçíó P̂−1
T òðàíñôîðìàöèjó. Ïîøòî je äåòåðìèíàíòa ìàòðè÷íå

ðåïðåçåíòàöèjå îâîã îïåðàòîðà ðàçëè÷èòà îä íóëå, çíàìî äà èíâåðç ïîñòîjè, à êàêî jå
îïåðàòîð ðåïðåçåíòîâàí êâàäðàòíîì ìàòðèöîì, çíàìî äà ïîñòîjå è ëåâè è äåñíè èíâåðç,
êàî è äà ìîðàjó áèòè jåäíàêè. Ó ñëåäå£åì êîðàêó äåôèíèøåìî ìàòðè÷íå åëåìåíòå
îïåðàòîðà ∆̂:

∆̂T ij =
(−1)i−j

2

([
j

i

]
+

[
j + 1

i+ 1

])
(7.9.32)

Íà îñíîâó jåäíà÷èíà (7.7.5), (7.7.6) è (7.7.7) äèðåêòíèì ìíîæå»åì äîáèjàìî:

∑
j

∆̂TkjP̂Tji =
∑
j

P̂ T
T ij∆̂

T
Tjk = δik +

(
i

k

)
1 + (−1)i−k

2
= P̂ik (7.9.33)

Íà îâàj íà÷èí ñìî íàïðàâèëè âåçó èçìå¢ó òðàíñôîðìàöèjå è »åíîã èíâåðçà:

P̂−1
Tij

=
∑
k

P̂−1
ki ∆̂Tkj =

∑
k

(
P̂−1

)T
ik

∆̂Tkj (7.9.34)

Ñàäà jå ïîòðåáíî jîø ñàìî ïðîíà£è èíâåðç îïåðàòîðà P̂ . Äèðåêòíèì ìíîæå»åì £åìî
äîêàçàòè äà jå èíâåðç jåäíàê:

P̂−1
jk =

(
j

k

) j−k+1∑
l=0

l!(−1)j−k+1

(
1

2

)l{
j − k + 1

l

}
(7.9.35)
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i∑
j=k

P̂ijP̂
−1
jk =

i∑
j=k

(
δij +

1 + (−1)i−j

2

(
i

j

))(
j

k

) j−k+1∑
l=0

l!(−1)j−k+1−l
(

1

2

)l{
j − k + 1

l

}

=

(
i

k

) i−k+1∑
l=0

l!(−1)i−k+1−l
(

1

2

)l{
i− k + 1

l

}

+

(
i

k

) i∑
j=k

(
i− k
j − k

) j−k+1∑
l=0

l!(−1)j−k+1−l
(

1

2

)l+1{
j − k + 1

l

}

+

(
i

k

) i∑
j=k

(
i− k
j − k

) j−k+1∑
l=0

l!(−1)i−k+1−l
(

1

2

)l+1{
j − k + 1

l

}

=

(
i

k

) i−k+1∑
l=0

l!(−1)i−k+1−l
(

1

2

)l+1
(

2

{
i− k + 1

l

}
+

i−k∑
j=0

(
i− k
j

){
j + 1

l

}(
(−1)j−i+k + 1

))

=

(
i

k

) i−k+1∑
l=0

l!(−1)i−k+1−l
(

1

2

)l+1(
2

{
i− k + 1

l

}
+

{
i− k
l − 1

}
+ l

{
i− k + 1

l + 1

}
+

{
i− k + 1

l

})

=

(
i

k

) i−k+1∑
l=0

l!(−1)i−k+1−l
(

1

2

)l+1(
4

{
i− k + 1

l

}
+ l(l + 1)

{
i− k
l + 1

})

= lim
x→0

(
i

k

) i−k+1∑
l=0

l!(−1)i−k+1−l
(

1

2

)l+1(
4
∂i−k+1

∂xi−k+1

(ex − 1)l

l!
+ l(l + 1)

∂i−k

∂xi−k
(ex − 1)l+1

(l + 1)!

)

= lim
x→0

∂i−k

∂xi−k

(
i

k

) i−k+1∑
l=0

l!(−1)i−k+1−l
(

1

2

)l+1 (
4l(ex − 1)l−1 + l(ex − 1)l−1(e2x − 2ex + 1)

)
= lim

x→0

∂i−k

∂xi−k

(
i

k

)
(ex + 1)2

2
(−1)i−k+1e−x

∂

∂x

i−k+1∑
l=0

(
1− ex

2

)l
= lim

x→0

∂i−k

∂xi−k

(
i

k

)
(ex + 1)2(−1)i−k+1e−x

∂

∂x

1−
(

1−ex
2

)i−k+2

1 + ex

= lim
x→0

∂i−k

∂xi−k

(
i

k

)
(−1)i−k+1

((
1− ex

2

)i−k+1(
(i− k + 2)(1 + ex) +

1− ex

2

)
− 1

)
(7.9.36)

Ïðèìå£ójåìî äà jå ïðâè ñàáèðàê ïîä ëèìåñîì èäå ó íóëó jåð óîïøòåíî âàæè:

lim
x→0

∂n

∂xn
f(x)

(
1− ex

2

)n+k

= lim
x→0

g(x)

(
1− ex

2

)k
(7.9.37)

Ó êîëèêî jå ôóíêöèjà g(x) ðåãóëàðíà ó íóëè, è k âå£å îä íóëå, îâàj ëèìåñ òåæè íóëè.
Ïîøòî ñó ó íàøåì ñëó÷àjó ôóíêöèjå ïîä èçâîäîì áåñêîíà÷íî ïóòà äèôåðåíöèjàáèëíå ó
íóëè, îïñòàjå ñàìî äðóãè ñàáèðàê:

i∑
j=k

P̂ijP̂
−1
jk = − lim

x→0

∂i−k

∂xi−k

(
i

k

)
(−1)i−k+1 = −δi,k

(
i

k

)
(−1)i−k+1 = δi,k (7.9.38)
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Èç jåäíà÷èíe (7.9.34) ñëåäè èäåíòèòåò:

P̂T

(
P̂−1

)T
∆̂T = I (7.9.39)

Jåäíà÷èíà (7.9.39) ðàñïèñàíà ïî êîìïîíåíòàìà íàì äàjå íîâè èäåíòèòåò:

k∑
j=i

m∑
k=0

({
j

i

}
+

{
j + 1

i+ 1

})(
k

j

) k−j+1∑
l=0

l!(−1)m−j+1−l
(

1

2

)l+1{
k − j + 1

l

}([
m

k

]
+

[
m+ 1

k + 1

])
= δi,m

(7.9.40)
Äåëîâà»åì òðàíñôîðìàöèjå T̂ ñ ëåâà, ïîòîì è ∆̂T ïîíîâî ñ ëåâà, äîáèjàìî:

∆̂T T̂ = ∆̂T T̂ P̂T

(
P̂−1

)T
∆̂T = ∆̂T P̂T D̂

(
P̂−1

)T
∆̂T = P̂ T D̂

(
P̂−1

)T
∆̂T (7.9.41)

Ïîêàæèìî äà çà îïåðàòîð D̂ âàæè:

P̂ T D̂
(
P̂−1

)T
= P̂−1D̂P̂

=
i∑

j=k

(
δij +

1 + (−1)i−j

2

(
j

i

))(
k

j

) k−j+1∑
l=0

l!(−1)−k+1−l
(

1

2

)l{
k − j + 1

l

}

= (−1)i
k∑
j=i

(
δkj +

1 + (−1)k−j

2

(
k

j

))(
j

i

) j−i+1∑
l=0

l!(−1)j−i+1−l
(

1

2

)l{
j − i+ 1

l

}
= D̂P̂−1P̂ = D̂

(7.9.42)

Ïðèëèêîì ðåøàâà»à ñóìå jå èñêîðèø£åíà ñìåíà j → k − j + i. Âðà£à»åì ðåçóëòàòà
ó jåäíà÷èíó (7.9.41) âèäèìî äà ñå çà ëåâè ñâîjñòâåíè áàçèñ òðàíñôîðìàöèjå T̂ ìîãó
èçàáðàòè âðñòå èç ìàòðè÷íå ðåïðåçåíòàöèjå îïåðàòîðà ∆̂T :

∆̂T T̂ = D̂∆̂T (7.9.43)

〈τn|i = (−1)n−i
([

i

n

]
+

[
i+ 1

n+ 1

])
(7.9.44)

〈τn|T̂ = (−1)n〈τn| (7.9.45)

+∞∑
k=0

(i− k)!

(
i

k

)2

(−1)k
([

k

n

]
+

[
k + 1

n+ 1

])
= (−1)n

([
i

n

]
+

[
i+ 1

n+ 1

])
(7.9.46)

72



7.10 Èäåíòèòåòè ïðîèñòåêëè èç Ôóðèjåîâå òðàíñôîðìàöèjå çà

Ñòèðëèíãîâå áðîjåâå ïðâå âðñòå

Îïåðàòîð ∆̂T èç jåäíà÷èíå (7.9.32) ñå ìîæå çàïèñàòè êàî çáèð:

∆̂T = Â+ B̂ (7.10.1)

Âij = (−1)i−j
[
j

i

]
B̂ij = (−1)i−j

[
j + 1

i+ 1

]
(7.10.2)

Äèðåêòíèì ìíîæå»åì âèäèìî äà âàæè:

ÂP̂T D̂ = D̂B̂P̂T (7.10.3)(
ÂP̂T D̂

)
ij

= (−1)j
(
δij +

(
j

i

))
(7.10.4)

Îïåðàòîð D̂ jå äåôèíèñàí jåäíà÷èíîì (7.9.30). Ïîøòî jå îïåðàòîð P̂T , äåôèíèñàí ó
jåäíà÷èíè (7.9.31) ðåãóëàðàí, ìíîæå»åì jåäíà÷èíå (7.10.3) »åãîâèì èíâåðçîì ñà äåñíå
ñòðàíå äîáèjàìî:

ÂP̂T D̂P̂
−1
T = ÂT̂ = D̂B̂ (7.10.5)

Îäóçèìà»åì jåäíà÷èíà (7.9.43) è (7.10.5) äîáèjàìî äðóãè èäåíòèòåò:

B̂T̂ = D̂Â (7.10.6)

Îâà äâà èäåíòèòåòà ñó àíàëîãíà jåäíà÷èíàìà (7.9.1) è (7.9.2):

i∑
k=n

(i− k)!

(
i

k

)2

(−1)k−n
[
k

n

]
=

[
i+ 1

n+ 1

]
(7.10.7)

i∑
k=n

(i− k)!

(
i

k

)2

(−1)k−n
[
k + 1

n+ 1

]
=

[
i

n

]
(7.10.8)
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7.11 Àïðîêñèìàöèjà Ëîðåíöèjàíîì

Ïðè èçðà÷óíàâà»ó Ãðèíîâå ôóíêöèjå ñå jàâ§àjó èçðàçè îáëèêà:

1

ω + µ̃σ − ε−→k − Re Σd

σ,
−→
k

(ω)− i Im Σd

σ,
−→
k

(ω)
(7.11.1)

Ïîñìàòðàjó£è èçðàç êàî ôóíêöèjó îä ω ñìàòðàjó£è äà jå ñîïñòâåíà åíåðãèjà
ñïîðîïðîìåí§èâà ôóíêöèjà ôðåêâåíöèjå, ó òà÷êè ó êîjîj ðåàëíè äåî èìåíèîöà ïðîëàçè
êðîç íóëó ñå êâàäðàò èìàãèíàðíîã äåëà Ãðèíîâå ôóíêöèjå ìîæå îïèñàòè Ëîðåíöèjàíîì.
Êàêî jå çà ðà÷óíà»å ïðîâîäíîñòè ïîòðåáàí óïðàâî êâàäðàò èìàãèíàðíîã äåëà îâå
ôóíêöèjå, èñïèòà£åìî àíàëèòè÷êå îñîáèíå îâàêâèõ àïðîêñèìàòèâíèõ ìîäåëà.
Ïîñìàòðàìî ôóíêöèjó:

f(x) = Im
1

x− iy
(7.11.2)

∫ a

a

f(x)dx =

∫ a

a

Im
1

x− iy
dx = Im

∫ a

a

1

x− iy
dx = Im (ln(a− iy)− ln(−a− iy))

= Im (ln(a− iy)− ln(a+ iy) + iπ) = π − Im ln

(
1 + iy

a

1− iy
a

)
= π − 2arctg

(y
a

)
(7.11.3)

∫ +∞

−∞
f(x)dx = π (7.11.4)

∫ a

−a
f 2(x)dx =

1

y

∫ y
a

− y
a

dt

(1 + t2)2
=

1

4y

∫ y
a

− y
a

it− 2

(t+ i)2
dt− 1

4y

∫ y
a

− y
a

it+ 2

(t− i)2
dt

=
1

4y

∫ y
a

− y
a

i

t+ i
dt− 1

4y

∫ y
a

− y
a

1

(t+ i)2
dt− 1

4y

∫ y
a

− y
a

i

t− i
dt− 1

4y

∫ y
a

− y
a

1

(t− i)2
dt

=
1

4t

∫ y
a

− y
a

2

t2 + 1
dt+

1

4y

(
2t

t2 + 1

) y
a

− y
a

=
1

y
arctg

(
a

y

)
+

a

a2 + y2
(7.11.5)

∫ +∞

−∞
f 2(x)dx =

π

2y
(7.11.6)

Ãðåøêå ïðèëèêîì àïðîêñèìèðà»à èíòåãðàëà íà áåñêîíà÷íîì èíòåðâàëó êîíà÷íèì ñó:

∆1 = 2arctg
(y
a

)
(7.11.7)

∆2 =
1

y

(
π

2
− arctg

(
a

y

)
−

y
a

y2

a2 + 1

)
=

1

y

(
arctg

(y
a

)
−

y
a(

y
a

)2
+ 1

)
(7.11.8)

Ó ñëó÷àjó ìàëèõ âðåäíîñòè êîëè÷íèêà y
a
:

∆1 = 2
y

a
(7.11.9)

∆2 =
2y2

3a3
(7.11.10)
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Ïðèëèêîì ðà÷óíà»à ïðîâîäíîñòè ãðåøêà êîjó ïðàâèìî jå îïèñàíà jåäíà÷èíîì (7.11.10).
Ìå¢óòèì, äèñêðåòèçàöèjîì ôóíêöèjå óíîñèìî jîø jåäíó ãðåøêó. Ó íàjãîðåì ñëó÷àjó
êàäà ñå âðõ Ëîðåíöèjàíà íàëàçè òà÷íî íà ñðåäèè èçìå¢ó äâå òà÷êå äèñêðåòèçàöèjå
êîðàêà ∆ω. Òàäà jå ãðåøêà äèñêðåòèçàöèjå ìàêñèìàëíî:

∆N =
1

y
arctg

(
∆ω

2y

)
+

2∆ω

∆ω2 + 4y2
≈ ∆ω

y2
=

2a

(N − 1)y2
(7.11.11)

Óêóïíà ãðåøêà jå çáèð:

∆ =
2y2

3a3
+

2a

(N − 1)y2
(7.11.12)

Ó êîëèêî ôèêñèðàìî áðîj òà÷àêà êîjèì îïèñójåìî Ëîðåíöèjàí, ìèíèìàëíó ãðåøêó
ïðàâèìî êàäà jå ãðàíèöà a jåäíàêà:

a = y 4
√
N − 1 (7.11.13)

∆ =
8

3y(N − 1)
3
4

(7.11.14)
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