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1 Uvod

1.1 Klasi¢ni Holov efekat

Klasi¢ni Holov efekat otkrio je Edvin Hol 1879. godine u pokusaju da utvrdi
da li magnetno polje djeluje na samu zicu ili na tada neotkrivene nosioce naelek-
trisanja - elektrone [1]. Klasi¢ni Holov efekat posljedica je klasi¢nog kretanja
elektrona u magnetnom polju.

Slika 1: Postavka za eksperiment sa klasicnim Holovim efektom.

Dvodimenzionalni provodnik nalazi se u magnetnom polju koje je normalno
na njega. Duz provodnika postoji elektri¢no polje, koje proizvodi longitudi-
nalnu struju. Magnetno polje djeluje na elektrone preko Lorencove sile, tako da
se akumuliraju naelektrisanja na jednoj strani provodnika. Usljed toga stvara
se transverzalno elektri¢no polje koje, u kona¢nom materijalu, sprecava pojavu
transverzalne struje i elektroni se kre¢u samo u longitudinalnom pravcu. Odnos
izmedu transverzalnog elektri¢nog polja i longitudinalne struje se naziva Holova
otpornost i to je vandijagonalna komponenta tenzora otpornosti. Holov koefici-
jent definisan je kao kolicnik Holove otpornosti i jac¢ine magnetnog polja:

Ey
Ry B (1.1)

Holov koeficijent znacajan je zbog Drudeove teorije metala, Sto je klasi¢na
kineticka teorija primjenjena na metale sa parametrom srednjeg slobodnog vre-
mena 7 koje treba da obuhvati kolizione procese u metalu. U Drudeovom modelu
Holov koeficijent zavisi samo od koncentracije nosioca naelektrisanja i od samog
naelektrisanja:

Ry = — (1.2)

ne’
Ovaj rezultat nije ispravan za veé¢inu materijala: ne samo da postoji zavisnost
koeficijenta od magnetnog polja, veé¢ i znak koeficijenta moze biti pozitivan ili
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negativan u zavisnosti od toga da li su prenosioci elektroni ili Supljine. Za
potpun tretman problema neophodna je kvantna teorija ¢vstih tijela.

1.2 Integralni kvantni Holov efekat

1980. godine von Klitzing, Dorda i Pepper [2] istrazivali su Holov efekat
na niskim temperaturama u domenu snaznog magnetnog polja i dosli do neo-
bicnog otkri¢a za koje je von Klitzing-u 1985. dodijeljena Nobelova nagrada.
Sistem koji su posmatrali je dvodimenzionalna povrsina silicijumskog MOSFET-
a. Otkriveno je da Holova provodljivost iskazuje stepenasto ponasanje (kao na
slici) pri éemu je njena vrijednost jednaka cjelobrojnom umnosku odnosa fun-
damentalnih fizickih konstanti:

Ogy = %Va (13)

dok je longitudinalna provodljivost o, jednaka nuli. Ovi rezultati dobijeni
su sa velikom preciznoséu (u originalnom eksperimentu 5 ppm, a kasnije i sa
mnogo veéom)[3]. Odnos konstanti 2:—25 naziva se i von Klitzingova konstanta i
integralni kvantni Holov efekat je osnova za mjerenja ovog odnosa. Ispostavilo
se da sSto je nered veéi, to platoi koji se pojavljuju u Holovoj provodljivosti i
otpornosti postaju istaknutiji.
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Slika 2: Zavisnost otpornosti od jacine magnetnog polja (Integralni kvantni
Holov efekat).

Teorijsko objasnjenje integralnog kvantnog Holovog efekta slijedi iz analize
Landauvljevog problema, kvantnog problema cestice u magnetnom polju. Za
razliku of frakcionog Holovog efekta, o kom ¢ée biti govora kasnije, u integral-
nom kvantnom Holovom efektu interakcije su zanemarene, te se moze odrzati
originalna jednocesti¢na klasifikacija stanja, uzimajuéi u obzir kinematicki uslov
Paulijevog principa iskljucenja. Hamiltonijan je:

! (F+ eA)>. (1.4)

H=—
2m

Energetski spektar je spektar za kvadratni Hamiltonijan:
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1
E, =hwp(n+ 5), (1.5)
gdje je wg = % ciklotronska frekvencija koja odreduje energetsku razliku

izmedu susjednih Landauvljevih nivoa. Svaki od ovih nivoa je visoko degener-
isan, egzaktnije broj kvantnih stanja po nivou je:
eBA

N =" 1.
2nh’ (1.6)

pri ¢emu je A povrsina uzorka. U skladu sa ¢injenicom da je uloga interakcije
zanemarena u integralnom kvantnom Holovom efektu, lako se moze provjeriti da
se, kada je tacno v Landauvljevih nivoa popunjeno, dobija upravo provodljivost
koja je dobijena u von Klitzingovom eksperimentu.

Ovo, medutim, ne objasnjava pojavu platoa u grafiku zavisnosti provodljivo-
sti (ili otpornosti) od ja¢ine magnetnog polja. Uzrok pojave platoa su nedistoce,
koje se modeliraju dodavanjem nekog slucajnog potencijala u Hamiltonijan.
Ovaj potencijal mora da bude mali u odnosu na razmak izmedu Landauvl-
jevih nivoa hwp. Posljedica postojanja perturbacije je razbijanje degeneracije
unutar energetskog nivoa. Necistoce, specificno, uzrokuju da veéina stanja bude
lokalizovana oko njih. Landauvljev nivo se siri tako da se lokalizovana stanja
nalaze na krajevima, a delokalizovana na sredini nivoa. Samo mali broj stanja
nije lokalizovan te na taj nacin ucestvuje u transportnim svojstvima. Nakon
$to su popunjena sva delokalizovana stanja u odredenom Landauvljevom nivou,
smanjenjem magnetnog polja pocinju se popunjavati stanja koja su lokalizovana
oko necistoca, koja ne doprinose Holovoj otpornosti, te stoga ona ostaje ista, tj.
javlja se plato.

Ovo, medutim, ne objasnjava zasto je Holova provodnost egzaktno kvan-
tizovana kao Sto je navedeno. Ukoliko je v Landauvljevih nivoa popunjeno
stanjima koja doprinose transportu dobija se tacno ta vrijednost. Ali, bududi
da lokalizovana stanja ne doprinose provodnosti, djeluje kao da delokalizovana
stanja tacno nadomjestaju tako da kvantizacija bude odrzana. Argument koji
objasnjava ovaj fenomen zove se obi¢no Laughlin-ov argument[25].

Razmatra se rotaciono-simetri¢na geometrija kao na slici. Argument ne bi
trebalo da zavisi od geometrije, jer je kvantni Holov efekat u vezi sa bulk-om
sistema. Ovakva geometrija omogucava dodavanje fluksa kroz centar diska, sto
je neophodan uslov za argument.

Pretpostavlja se da je v Landauvljevih nivoa popunjeno i da se Fermi nivo
nalazi izmedu dva nivoa, tj. u dijelu u kom se nalaze lokalizovana stanja. Dodaje
se adijabatski jedan kvant fluksa (®o = %) kroz centar prstena.

Ukoliko se posmatraju talasne funkcije koje su svojstvena stanja za ovaj
Hamiltonijan, ispostavlja se da, kada se doda jedan kvant fluksa (tada je pocetni
Hamiltonijan jednak krajnjem do na gauge transformaciju), svako stanje pom-
jera u sljedece stanje:

Ui (Po) = U1 (P = 0), (L.7)
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Slika 3: Korbinov disk.

tako da je ukupni spektar nepromijenjen. Ukupni efekat jeste da se za
svaki Landauvljev nivo po jedno stanje mora prebaciti iz unutrasnjeg prstena
ka spoljasnjem. Ovo se moze vidjeti iz primjera najnizeg Landauvljevog nivoa,
gdje su stanja u simetricnom gauge-u forme:

2

U, ~ e MPe VE (1.8)
Na slici su lokalizovana stanja oznacena svijetloplavom bojom, dok su de-
lokalizovana stanja tamnoplava, na obodima prstena. Faradejev efekat:

d@ == - -
= [ diE = [ dip; 1.
7 / / pJ (1.9)

pri adijabatskoj promjeni i za dodavanje jednog kvanta fluksa na obodima
popunjenim provodnim stanjima daje Holovu otpornost od:

Ad  pe 1h
E*EPH%PH—;;Q-
Stanja u srednjem dijelu diska su lokalizovana, dodavanje fluksa ne moze
uticati na njih, njihov broj mora biti odrzan. Kada se delokalizovano stanje
prebaci sa oboda u dio sa necisto¢ama ono u kvantnom Holovom sluc¢aju mora
da prode kroz taj dio. Provodna svojstva su ista kao za obod, tj. Holova
provodnost je:

(1.10)

62

Oay = Vo (1.11)

Alternativni nac¢in posmatranja kvantnog Holovog efekta jeste efektivna teor-
ija polja. Dejstvo koje obuhvata dinamiku Holovog efekta je ¢uveno Chern-
Simons dejstvo:

k
Sos = = / Bre'PA,0,A,. (1.12)

A, nije dinamicko polje, ve¢ je emergentno gauge polje. Ono ne obuhvata
pocetno magnetno polje koje dovodi do pojave Holovog stanja, ve¢ perturbacije
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oko zadatog stanja, koje je npr. zadato fiksiranim brojem popunjenosti. Ovaj
¢lan narusava parnost, Sto zna¢i da se moze pojaviti samo u sistemima koji
narusavaju parnost. Iz ¢lana se moze pronac¢i Holova provodnost diferenciranju
po A;:

0Scs k
Jz‘ = 6Az = —%GijEj. (113)
Holova provodnost je, dakle:
k
Ty = 5 (1.14)

Iz uslova invarijantnosti particione funkcije na velike gauge transformacije,

dolazi se do neophodnog uslova kvantizacije provodnosti: k = e%” [4]

1.3 Frakcioni kvantni Holov efekat

Povecanjem cisto¢e uzoraka, otkriveno je da platoi u otpornosti na cjelo-
brojnim umnoscima von Klitzingove konstante postaju manje istaknuti, dok
se javljaju novi platoi na razli¢itim frakcionim umnoscima. Ovo su prvi put
eksperimentalno otkrili Tsui i Stormer na uzorcima koje je pripremio Gossard.
[5] Dakle, v ne mora isklju¢ivo da bude cijeli broj, ve¢ moze da bude racionalni
broj. Prvo su primjeéeni platoi na brojevima popunjenosti, v = %, %, %, %, a
kasnije i na 2 i 1 $to je sluaj kojom ¢e se baviti ovaj rad.

MAGNETIC FIELD [T]

Slika 4: Zavisnost Holove otpornosti od jacine magnetnog polja (Frakcioni
kvantni Holov efekat).

U frakcionom Holovom efektu interakcije pocinju da igraju klju¢nu ulogu.
Interakcije podizu degeneraciju energetskog nivoa. Medutim, primjena pertur-
bacionog racuna nije moguca, jer za bilo koju interakciju neophodno je raditi
sa eksponencijalno degenerisanim Landauvljevim nivoom. Stoga, prve korake
u teorijskom objasnjenju fenomena napravio je Laughlin sa probnom talasnom
funkcijom za popunjenost v = %n, gdje je m neparan cijeli broj:

_ noo]z)?

U({z}) = 1_[(2:Z —z;)"e =g (1.15)

1<j
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u simetricnom gauge-u.

Veé na ovoj talasnoj funkciji moZze se demonstrirati teorija kompozitnih
fermiona, koji ée igrati kljuénu ulogu u razvoju ove oblasti fizike [11]. Jasno
je da se talasna funkcija mora anulirati kada su pozicije dva elektrona ista, ali
ne postoji a priori razlog da nula bude m-tog reda kao u Laughlin-ovoj talas-
noj funkciji. Ideja je da se svakom elektronu dodaje m — 1 vorteksa. Ovakva
konstrukcija se naziva kompozitni fermion. Da je rije¢ o vorteksima moze se
vidjeti ako se analizira Berry faza koja nastaje prilikom kretanja elektrona oko
vorteksa. Model za vorteks je beskonacno tanki bezmaseni solenoid koji nosi sa
sobom kvant fluksa.

Kompozitni fermioni vide drugacije magnetno polje od pocetnih elektrona:

B* = B — 2pn®y, (1.16)

gdje je g kvant fluksa, a 2p je broj vorteksa.
Takode, broj popunjenosti za kompozitne fermione drugaciji je od broja
popunjenosti za elektrone:

V*

=— 1.17
v 1 4 2pv* ( )

Na ovaj nacin vidimo da prelaskom na nove stepene slobode, tj. kompoz-
itne fermione, frakcioni Holov efekat se moze posmatrati kao integralni kvantni
Holov efekat za kompozitne fermione, sto objasnjava pojavu platoa na brojevima
popunjenosti v = %

1

vVi=1—-sv=—. (1.18)
m

2 Polupopunjeni Landauvljev nivo

Kao sto ¢e kasnije biti pokazano broj popunjenosti % predstavlja zanimljiv
sluéaj. Ovo stanje su prvi put proucavali Halperin, Li i Rid[17], i zato se teorija
Cesto naziva HLR teorija. Nedavno je na osnovu simetrijskih razmatranja Son
predlozio efektivnu nisko-energetsku teoriju za polupopunjeni Landauvljev nivo,
gdje je kompozitna Cestica Dirakov fermion|[6].

2.1 Halperin-Li-Rid teorija

Tako teorija kompozitnih fermiona daje dobro objasnjenje frakcionog kvantnog
Holovog efekta, najkorisnija je u slucaju kada ne postoji Holov plato a to je na
v = % Primjenom rezultata iz prethodnog odjeljka na ovaj broj popunjenosti
dobija se da je:

B* = B—2n®, = 0. (2.1)
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Korisno je ponoviti osnove Chern-Simons Landau-Ginsburg teorije, koja je
izlozena u [18], buduéi da lezi u osnovi HLR teorije. Kreée se od teorije in-
tereagujuéih elektrona ¥, u 241 dimenzija u pozadinskom magnetnom polju[19]:

L=iUl (9, —iAy)V, — %K@- — iAWV R + .. (2.2)

Nakon prelaska na kompozitne fermione ¥ dobija se novi Lagranzijan:

. o 1 o 11,
L= Z\IIT(Bt—ZAO—i—zaO)\II—%K(?i—zAi+zai)‘Il|2+§Ee“ Pa,0pa,+... (2.3)

Posljednji ¢lan je Chern-Simons ¢lan koji sadrzi ideju dodavanja fluksa elek-
tronima. To se moze vidjeti ako se iz prethodnog Lagranzijana dobiju jednacine
kretanja:

b
0ty = = p= . 2.4
5 V xa (2.4)

Iz ovih jednacina se vidi da su magnetni fluksevi dinamickog gauge polja
vezani za poziciju kompozitnih fermiona, sa ta¢no dva kvanta fluksa po cestici.
Osnove HLR teorije koja se koristi za proucavanje Holovog stanja na broju
popunjenosti od jedne polovine, jeste u tome da se elektronima dodaju kvanti
fluksa, pri ¢emu je broj novoformiranih kompozitnih fermiona jednak pocetnom
broju cestica i da je u Chern-Simons ¢lan ugradena ideja dodavanja fluksa.

Buduéi da kompozitni fermioni ne osje¢aju magnetno polje, trebalo bi da
grade Fermi more. Talasna funkcija za Fermi stanje je Slejterova determinanta:

U= det(e“;“?j). (2.5)

Medutim ova funkcija nije holomorfna, pa je neophodno projektovati na
najnizi Landauvljev nivo (LLL) za koji su talasne funkcije holomorfne i dodati
dva vorteksa. Na ovaj nacin se dobija Rezayi-Read talasna funkcija inspirisana
HLR teorijom:

U ="PrL |:]‘_[(ZZ — Zj)zdet(eikmﬁ) . (26)
i<j
Kada se na Fermi more dodaju interakcije dobija se Landauvljeva teorija
Fermi tecnosti. Fluktuacije u Chern-Simons gauge-polju su drugacije nego
fluktuacije za obi¢nu teoriju Fermi tec¢nosti, tako da je ovo stanje primjer ne-
Fermijeve tec¢nosti.

2.2 Sonova teorija Dirakovog kompozitnog fermiona

Jedan od osnovnih problema HLR teorije u vezi je sa hijerarhijom ener-
getskih skala, ali taj problem nece biti diskutovan buduéi da nije rijeSen ni u
okviru Sonove teorije[19]. Postoji drugi problem koji je bio zanemarivan a vezan
je za nepostojanje PH (particle-hole) simetrije unutar HLR teorije, tj. simetrije
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izmedu cestica i Supljina. S obzirom na to je Landauvljev nivo popunjen do
polovine, ekvivalentan opis bi trebao da postoji sa Supljinama koje takode pop-
unjavaju Landauvljev nivo do jedne polovine.

Takode, zahtjev simetrije za polupopunjeni Landauvljev nivo je da kompoz-
itni fermioni imaju Holovu provodnost od UfyF = —%%7 Sto nije moglo biti
dobijeno unutar HLR teorije.

Sistem nerelativistickih elektrona koji interaguju dvocesticnom interakcijom
ima dvije diskretne simetrije, P i T simetriju, tj. simetrije na inverziju prostora i
vremena. Ukoliko se sistem stavi u uniformno magnetno polje obje ove simetrije
se narusavaju, ali se odrzava kombinovana P7T simetrija. P7T simetrija djeluje
na sljedeéi nacin:

Medutim posmatrani sistem, stanje na v = %7
simetriju, P H-simetriju, koja se moze prikazati kao:

ima jo$ jednu diskretnu

M
O : |prazan nivo) — |pun nivo) = Z cL|prazan nivo), (2.8)
k=1
gdje je M broj stanja u najnizem Landauvljevom nivou. © preslikava krea-
cione u anihilacione operatore i obratno. Moze se pokazati da ova operacija
preslikava dati Hamiltonijan u sebe uz dodatak ¢lana sa hemijskim potenci-
jalom:

@:H%H—quchk. (2.9)
k

Pod djelovanjem PH simetrije broj popunjenosti se preslikava kao:

v—=1—v. (2.10)

To znaci da se polupopunjeni nivo preslikava u samog sebe. Ova operacija
takode preslikava dva Jain-ova niza [11] koja leze sa dvije strane v =  jedne
u druge, tj. ﬁ — 27;";11. HLR teorija od diskretnih simetrija ima samo
PT simetriju, dok prethodna dva niza predstavljaju integralna kvantna Holova
stanja u kojima je popunjeno n, tj. n+ 1 nivoa, sto odrazava asimetriju. Jedna
od moguénosti je da osnovno stanje Fermijeve tecnosti za polupopunjeni Lan-
dauvljev nivo spontano narusava PH simetriju. Medutim, numericke analize ne
idu u prilog ovoj tezi.

Zbog toga je Son predlozio teoriju koja po svojoj konstrukciju odrzava ovu
simetriju. Osnove Sonove teorije izlozene su u radu[6] koji je objavljen 2015:

e Kompozitni fermion je Dirakova Cestica.
e Kompozitna Cestica se prebacuje sama u sebe prilikom PH operacije.

e Fermion ne sadrzi Chern-Simons interakciju.
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U okviru Sonove teorije, PH djeluje na sljede¢i nacin:

O:k— —F. (2.11)

PH simetrija se u literaturi o kvantnom Holovom stanju identifikuje sa CT
transformacijom, iako i CP djeluje na isti nacin, bududéi da sistem uvijek ima
PT simetriju:

CTen(CT) =, (2.12)

gdje je m oznaka za stanje.

Razlika je u tome $to je CT anti-unitarna, a CP unitarna transformacija.
Iskoristiéemo izraz za normalizovani Dirakov spinor sa konvencijom u vezi sa
oblikom gama-matrica iz originalnog Sonovog rada v* = (03,i02, —ic!). Dobija
se sljeded¢i normalizovani Dirakov spinor:

U= L {qq] . (2.13)

CT djeluje kao ios, s tim $to je neophodno izvrsiti konjugaciju kompleksnih
vrijednosti, buduéi da je 7 anti-unitarni operator. ¥ se transformise kao:

1 ]1
Ve — — . 2.14
TR {(’J] (219
Z % se mogu predstaviti kao fazni faktori, ako je 5 ugao koji vektor ¢
zaklapa sa x-osom:
q; — eiietf; qi — e+i6<1" (215)
q

Transformisano stanje se moze predstaviti kao:

o1 [&=
g _— | ¢q

Alil

Sto je do na fazni faktor pocetno stanje sa suprotnim impulsom —¢g. Kom-
pozitna cestica se ne preslikava u kompozitnu Supljinu, veé¢ u drugu cesticu
suprotnog impulsa, tj. Fermi disk se preslikava sam u sebe.

Buduéi da u okolini Fermijevog nivoa, Fermi te¢nosti Dirakovih fermiona i
nerelativistickih Cestica imaju linearnu disperziju, ove dvije teorije se ne raz-
likuju znacajno. Osnovna razlika izmedu teorija je $to se javlja Beri faza od
+7 nakon $to Dirakov fermion obide Fermi povrs, koja je, kao Sto je pokazao
Haldane[21], u vezi sa anomalnom Holovom provodnoséu.

. (2.16)

2

CF 7€
= —— 2.17
Tay 2w 27h’ ( )

gdje je v Berry faza.
Ovo se podudara sa zahtjevom koji nalaze PH simetrija, a to je da Holova

provodnost za kompozitne fermione bude —3 ;;h [22].

10



2 POLUPOPUNJENI LANDAUVLJEV NIVO

Za ovu teoriju je neophodno da Dirakov fermion bude bezmasena Cestica,
jer dodavanje masenog ¢lana u Lagranzijan narusava PH simetriju. Medutim, u
sljede¢em odjeljku ¢e biti analizirana varijanta teorije sa masom, koja narusava
tu simetriju. Dodavanjem mase se mijenja i Berry fazal[7].

Berry faza

Jedna od reprezentacija Dirakovog spinora sa masom je[7]:

= ML 219

—

Berry koneksija je A(q) = (U404 ¥q), dok je Berry krivina Q7 = J, A, —
OkyA,. Integraljenjem Berry krivine po impulsnom prostoru dobija se Beri faza.
Beri koneksija za Dirakov maseni spinor je:

A =—-">2 (1 - —-7—%—— . 2.19
Q( (Eam)2+q2> (219

Iz koneksije se dobija Berry krivina:
Qp=— (2.20)

2(¢% + m2)%

Berry faza za provodni pojas je:

5 :/ . d*q Qg = msign(m) (1 - |m|>7 (2.21)
q<kf

sto daje Holovu provodnost:

¢ sign(m) || e?
=] - — ] —. 2.22

U limitu nulte mase, dobija se tacno Berry faza od . S druge strane Holova
provodnost za valentni pojas je:

v sign(m)e?

Ty 4 h’

Sonova efektivna teorija se moze prikazati kao na slici 5. Dirakovi fermioni
u magnetnom polju u limitu slabog kuplovanja, kada se sva relevantna fizika
odigrava na nultom nivou, se preslikavaju na problem v = % Holovog stanja.
Teorija sa Dirakovim fermionima ima PH simetriju, te je stoga neophodno da
stanje n = 0 ima ekvivalentan opis preko cestica i Supljina, tj. da je popun-
jenost % Kada ne bi bilo interakcija ovaj nivo bi bio izuzetno degenerisan, ali
interakcije podizu degeneraciju.

Son daje vezu izmedu elektromagnetnih odziva ove dvije teorije. Berry faza
od 7 kod Dirakovih fermiona omogucava da Holova provodnost za kompozitne

Cestice bude f%.

o (2.23)
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3 KUPEROVA NESTABILNOST

PH

1 2 3 4

Slika 5: Krece se od problema u kom je jedan od Landauvljevih nivoa za nerel-
ativisticke Cestice popunjen do polovine (1); zatim se izoluje polupopunjeni nivo
(2). Owaj sistem se poredi sa Dirakovim cesticama u magnetnom polju (energet-
ski nivot su E,, = £v/2Bn), pri cemu je popunjeno beskonacno more negativno-
energetskih cestica (3). FormuliSe se efektivna nisko-energetska teorija neu-
tralnih kompozitnih Dirakovih fermiona na konacnom hemijskom potencijalu,
za koji se prilikom PH transformacije kompozitni fermioni preslikavaju sami u

sebe (4).

Son zatim konstruise nisko-energetsku fenomenolosku teoriju u kojoj su kom-
pozitni fermioni neutralne Dirakove cestice koje ne sadrze Chern-Simons inter-
akciju. Koristi se dualnost izmedu teorije kompozitne Fermijeve tecnosti na
polupopunjenom Landauvljevom nivou i kvantne elektrodinamike u (241) di-
menziji. Teorija daje uspjesnu predikciju relevantnih fizickih veli¢ina, postujuci
PH simetriju i dajuéi uspjesnu predikciju Holove provodnosti od % i postujudi
fenomenoloske zahtjeve, kao npr. da teorija opisuje Fermi tecnost.

Minimalna verzija teorije sa Dirakovim kompozitnim fermionom data je La-
granzijanom:

, 1 1
£ =010, —iay —vpo'(9; —ia)]¥ — P A0, + P A,0,4,. (2.24)

Kineticki ¢lan sadrzi Fermijevu brzinu $to je parametar odreden mikroskop-
skom fizikom. Posljednji ¢lan je ukljucen kako bi se dodao doprinos negativno-
energetskog mora kompozitnih fermiona Holovoj provodnosti. Ukljuc¢ivanje ¢lana
ada iskljucilo bi moguénost postojanja PH simetrije.

3 Kuperova nestabilnost

3.1 Frakciono Holovo stanje na v = g

Na osnovu teorije kompozitnih fermiona ustanovljeno je da se frakciona
Holova stanja javljaju na neparnim imeniocima u broju popunjenosti, dok se
za slucaj parnih imenioca javljaju Fermi tecnosti. Stoga je bilo neobi¢no otkrice
Holovog platoa na v = %, koje su prvi put eksperimentalno postigli Willet
et al.[26] (1987). Sistem na kome je osmotren ovaj plato je heterostruktura

GaAs/AlGaAs.

12



3 KUPEROVA NESTABILNOST

0.5 2
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Slika 6: Holov plato na

oot

Bilo je jasno da Holovo stanje na % ima drugaciji empirijski karakter od

dotad otkrivenih stanja. Kao rjeSenje problema predlozeno je sparivanje kom-
pozitnih fermiona (kao u BCS teoriji superprovodnosti), prvo u d-wave kanalu
sto inspiriSe Haldane-Rezayi talasnu funkciju, a zatim u p-wave kanalu pfafi-
jansko ili Moore-Read stanje. Nacin na koji se pfafijansko stanje javlja unutar
p-wave BCS tretmana bicée skiciran kasnije. U Sonovom radu se javlja novo
stanje, tzv. PH-Pfafijan, pfafijansko stanje koje je PH-simetri¢no.

Numericki proracuni su davali prednost pfafijanskom i anti-pfafijanskom
stanju. Anti-pfafijansko stanje je PH konjugat Moore-Read stanja. Postoji
problem distinkcije izmedu ovih stanja, jer sva daju istu Holovu provodnost.

Jedan od nacina da se razlikuje jeste da se mjeri termalna Holova provodnost:

2
Koy = c(”kifh) L gdje ¢ = %g i % odgovaraju anti-pfafijanskom, pfafijanskom i

PH-pfafijanskom stanju, redom. Eksperiment koji su 2018. izveli Banerjee et
al.[27] daje vrijednost termalne Holove provodnosti ¢ = %

U ovom radu analizira se moguénost stabilizacije PH-pfafijanskog stanja un-
utar RPA aproksimacije dodatkom mase, koja simulira mijesanje izmedu Lan-

dauvljevih nivoa.

3.2 Sonova teorija sa dodatkom mase
Analizira se varijanta Sonove teorije [6] sa dodatkom mase. Krede se sa

Lagranzijanom koji je dat sljedeé¢im izrazom [20]:

m 1

_ 1 1 _
= (UM ja, )V 4+ —adA + — AdA — mP¥ — —
L =1i9y"(0, +ia,)¥ + ppe + o m P

ada. (3.1

¥ predstavlja polje Dirakovog kompozitnog fermiona a a, je emergentno

13



3 KUPEROVA NESTABILNOST

U(1) gauge polje. AdA je skradeni zapis za €""?A,0,A,. Linearni odziv sis-
tema se dobija unutar RPA aproksimacije[8], ekspanzijom efektivnog dejstva do
kvadratnog ¢lana po a,, kao:

jp =1,,a". (3.2)

I1,,, je polarizacioni tenzor koji je dat izrazom:

I, = —itr[y,Sr(z,y) v Sr(y, )]. (3.3)

Sr(z,y) je fermionski propagator:

iSp(z,y) = (T(¥(2)¥(y))). (3.4)

Ova formulacija teorije podrazumijeva Pauli-Villars regularizaciju, o kojoj
¢e biti diskusije u dijelu u kom se odreduje polarizacioni tenzor. U Pauli-Villars
regularizaciji, ultraljubicaste divergencije se uklanjaju tako Sto se razmatra samo
provodni pojas. Zbog toga se ¢ak i u limitu kad je masa jednaka 0 dobija anoma-
Ina Holova provodnost od %, Sto se moze vidjeti iz dijela u kom je odredivana
Berry faza i zbog toga je neophodno dodati Chern-Simons ¢lan. Ovakva formu-
lacija daje HLR teoriju u limitu beskona¢ne mase[6] i na taj na¢in je obezbjedena
veza izmedu HLR i Sonove teorije.

Sonova teorija je originalno formulisana sa dimenzionom regularizacijom u
vidu, pri ¢emu se sumiraju doprinosi od provodnog i valentnog pojasa (beskon-
afnog mora negativno-energetskih Dirakovih fermiona). Tada se, na osnovu
prethodnog rac¢una vidi da je Holova provodnost za Dirakove fermione 0, sto
daje simetrijski zahtjevanu Holovu provodnost elektrona od %

1 2

Slika 7: 1-Pauli- Villars regularizacija; 2-Dimenziona regularizacija.

3.3 Polarizacioni tenzor

Analiza za polarizacioni tenzor za Dirakov kompozitni fermion u 2+1 dimen-
zije veé je ranije uradena u bezmasenom slucajul9]. Glavni rezultati tog ra¢una
¢e biti dati u prvom odjeljku, a u drugom ¢e biti prezentovan racun za maseni
slucaj. Oba racuna su radena u hidrodinamickom limitu (k| < |7 ~ p), gdje je
sa ¢ oznacCen unutrasnji impuls a sa k probni u impulsnoj reprezentaciji propaga-
tora i polarizacionog tenzora. Koristi se RPA aproksimacija koja podrazumijeva
uzimanje samo propagatora nultog reda u polarizacionom tenzoru:

14



3 KUPEROVA NESTABILNOST

Slika 8: Dijagram za polarizacioni tenzor v RPA aproksimaciji. Na svakom
verteksu nalazi se po jedna gama-matrica.

3.3.1 Bezmaseni slucaj

Fajnmanov propagator u impulsnoj reprezentaciji za Dirakov fermion u bez-
masenom slucaju dat je sa:

At(l_) At(1+)
@0 — 141 + mlo(q — 1) — 0 — 1] g0+ 1] - in)’
(3.5)
gdje je A((Zi) = %(1 + %)7 a a@ = ~°9. n je mala vrijednost koja obezbjeduje
konvergenciju i ¢iji predznak obezbjeduje kauzalnost. Uzima se sljedec¢a kon-
vencija za gama-matrice: v* = (03, iol,io?).

G°(q0, )lm=0 = i° (

Opsti izraz za polarizacioni tenzor u hidrodinamickom limitu je[9]:

(T;L

. (9" + L) (9" + &)
X /dqod q - - = =
(40— 121+ 001 — 1) — 02— 1)) (o + ko — [T+ k| + in0(1d+ R — ) — 01— 17+ R)])
. 122 pn0 0 (jﬂqv 1
(oot ) <<qo+q'1m><qo+ko|@+E|+m[e<|fz+ Rl =) — 00— 17+ D))

1

S B

(g0 = |q1 +in[0(1q] — p) — 0(u — a1 (qo + ko + |7+ k| — in)

(3.6)

Notacija ¢" oznacava da, kada je p = 0, ¢* = 0, a kada je u prostorni
indeks, ¢ = ¢". Koordinatni sistem moze biti pogodno izabran tako da je
vektor k = (|k|,0).

Iz prethodnog izraza dobija se (00) komponenta polarizacionog tenzora:

g( :ge(k% 1 i,/_k—lgze(—kz’)). (3.7)

HOO(]C): H o
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3 KUPEROVA NESTABILNOST

Ostale komponente tenzora su:

% (k) = k—fnoo(k)
k|

% (k) =0

117 (k) = 40001 38)
|k[? '
M k% - |E|2 00

v (k) = — — 2900 1109k

(k) o TE (k)
%Y (k) = 0.

Ovo se kompaktnije moze zapisati kao:

) K
% (k) = ko——1(k)
k[ (3.9)
i LAY . ‘E|2 00 k'K k§ oo -
IIY (k) = (6% — — — — ————1IT""(k — ——II"" (k).
( ) ( |k|2)(27r \k|2 ( )) \k|2 |k:|2 ( )

U proracunu je koristena Pauli-Villars regularizacija za uklanjanje divergen-
cija, a za cut-off se dobija da je 0 koris¢enjem Ward-ovog identiteta:

kM, (k) = 0. (3.10)

3.3.2 Konaéna masa

U slucaju Dirakovog kompozitnog fermiona konac¢ne mase disperziona relacija
ima formu ez = +/|¢1? + m?, a odgovarajuéi propagator u impulsnoj reprezentaciji
moguce je izracunati iz izraza za propagator u koordinatnoj reprezentaciji,
datom u referenci [10].

3q 1 _

- — (0 _ 0 _ D e—ia(z—y)

iSr(z,y) =0(z" —y )/ 57)7 200 {(wﬁm) x 0(qo — p)e }
1

dg(j —ig(x— 1q(x—
—0(y’ —2?) / 2n) 200 {(w +m) X 0(p— go)e ") 4 (g — m)e' y)] :

Koris¢éenjem integralne reprezentacije step-funkcije:

1 [ e—iw(@®—y%)
0 0o_ 0y _ __~ -
@ =) =55 ot

9
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3 KUPEROVA NESTABILNOST

i zamjenom ¢ — —¢ u posljednji integral, slijedi da je:

GO (qu (T) |m;£0 =
)

" (QO = VIa? +m? +in0(/[q* +m? — p) — 0(p — /I[@1* +m?)]  (3.13)
Q(+)
lJO +VIq? +m? - ”7>

Projektori Q;t su definisani kao:

0 0
0 = 1(1 i D) AP (314)

F .
! Vit @m0 T e

S obzirom na to da je racun za polarizacioni tenzor prilicno dugacak, bic¢e dat
u appendix-u. Komponente polarizacionog tenzora u masenom slucaju mogu se
kompaktno zapisati u poredenju sa bezmasenim slucajem, za koji ¢e komponente

biti oznacene sa tildom. Biée koristen skraceni zapis za faktor reskaliranja koji
se javlja u rezultatu: ap = ———.
Javlj F 2 rm?

1% (ko, k) = % (ko, apk); (3.15)

ikjm k‘ im

HO’L' — H Jt
(k07k) R (k()?aFk) +e€ ( A7 2,L,L

M (ko, apk);  (3.16)

11 (o, k) = 311 (ko, apk). (3.17)

3.4 Kuperov kanal

G. Moore i N. Read su 1991. predlozili stanje za polupopunjeni nivo koje
ima sljededi oblik[23]:

U({z}) = Pf( ! z) [ ==z (3.18)

g I/ i<y

Izostavljen je gausijanski faktor, koji se uvijek javlja u simetri¢nom gauge-u.
Talasna funkcija je anti-simetri¢na, tj. fermionska, ako je m parno, za razliku
od Laughlin-ovog stanja. Sa Pf oznacen je objekat koji se naziva Pfafijan. U
matematici je uvijek moguée zapisati determinantu antisimetricne matrice M;;
kao kvadrat polinoma po matri¢cnim elementima. Taj polinom se naziva Pfafijan,
i moze se zapisati kao:

M\Z

P{(M

m‘z

N ngn HMP(Qifl),P(Q’L')' (319)
7 P

i=1

2
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3 KUPEROVA NESTABILNOST

Ispostavlja se da Moore-Read stanje predstavlja stanje koje nastaje usljed
BCS (Bardeen-Cooper-Schrieffer) nestabilnosti na sparivanje, koje nastaje na
Fermi tecnosti kompozitnih fermiona. U sljede¢em odjeljku ¢e biti skicirano
kako dolazi do toga, Sto je teorija koju su postavili Read i Green|[24].

3.4.1 p-wave sparivanje

U elementarnoj BCS teoriji sparuju se dva elektrona sa suprotnim spinom,
tako da je orbitalni dio s-wave (1=0). Kompozitni fermioni u polupopunjenom
Landauvljevom nivou, s druge strane, imaju spinove iste orijentacije, tako da
antisimetricnost talasne funkcije mora dolaziti od orbitalnog dijela, a najprostiji
izbor je p-wave. Dodatno, ispostavlja se da je za Holovu fiziku relevatna p, +ip,
superprovodnost. Talasna funkcija koja se javlja u tom sluc¢aju, u limitu slabog
sparivanja, ima pfafijansku formu.

Efektivni BCS Hamiltonijan je:

1 *
Heys = Z [€reher + 5 (Dfe_pep + Agete! D], (3.20)

E
gdje je & = €5 — p, € jednoCesticna kineticka energija, Ay "gap'funkcija,
a —u treba posmatrati (u kontekstu Holove fizike) kao niskoenergetski limit od
§i» bududi da se kineticka energija za malo k ponasa kao %
"Gap"funkcija se bira tako da ima p-wave simetriju pri malim impulsima:

A ~ Ak, — iky), (3.21)

gdje je A konstanta.
Neki od osnovnih rezultata BCS teorije ¢e biti ponovljeni. Osnovno stanje
je dato sa:

1) = [T (ug + vgekel pl0), (3.22)

gdje primovanje oznacava da se svaki Kuperov par uzima u sumi samo jedan-
put.
Bogoljubovljevom transformacijom Hamiltonijan se prevodi u:

Hepp =Y Bgalag + const, (3.23)
F

gdje su aj; anihilacioni operatori za Bogoljubone.

agp = upcp — vEcT_ (3.24)

he

Vaze sljedece relacije:
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3 KUPEROVA NESTABILNOST

L 2 2
By =/ + A2
vi . Ep—&
R A%
1 . (3.25)
2= (14 2k
ezl 2( - E;;)

1 -

2 k
= (1-2k).
sl 2( E;Z)

Moguce je odabrati da uj bude realno, ali zbog prethodnih relacija, onda

. . . s . e s . . \2 . . e v
UE mora imati p-wave sunetruu. UZlmaJUCI u obzir da je (CE) = 0, jer je rijec

o fermionskim kreacionim operatorima, moZe se pokazati da se stanje moze
zapisati kao:

N 1
- H|uE|2exp<QZgEchCT_E>O>, (3.26)
R i

pri cemu je g; = -k Talasna funkcija koja odgovara ovom stanju ima oblik,

za N parno:

({ﬂ} ngn HQ(FP(%%) - 'FP(Qi))- (3.27)

Ovo je upravo pfaﬁjanskl oblik koji se trazi. Neophodno je jos pokazati kako
g(7) daje upravo Moore-Read stanje. Ispostavlja se da se to deSava u limitu
slabog sparivanja, koje se naknadno identifikuje sa slucajem p > 0. Kada je
w < 0 za g(7) se dobija eksponencijalna funkcija tipa e~ 70 $to znadi da su parovi
¢vrsto vezani, tj. da je rije¢ o jakom sparivanju.

Iz prethodnih jednacina se vidi da u slucaju g > 0, |vg| — 1 pri malim
impulsima, $to je upravo slucaj i sa Fermi tecnoséu. S druge strane |uj| ide u 0
i to kao up ~ k; +iky, Sto kad se vrati iz impulsnog prostora daje odgovarajucu
formu Pfafijana:

9 ~ (3.28)

Da bi izracunali efektivnu interakciju koja ¢e nam omoguéiti da provjer-
imo da 1i postoji Kuperov kanal, tj. da li je moguce sparivanje kada se u
teoriju Dirakovog kompozitnog fermiona uvede masa, neophodno je prvo preci
na konac¢no-temperaturni formalizam.

3.4.2 Prelazak na kona¢no-temperaturni formalizam

Kreéemo od sljedeéeg Lagranzijana:

Lo = i0(P+id) ¥ — mIV — Uy, 0. (3.29)
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3 KUPEROVA NESTABILNOST

Ovo je Lagranzijan za dvokomponentno maseno Dirakovo spinorsko polje ¥
koje intereaguje sa emergentnim gauge poljem a,. Generisudi funkcional moguce
je zapisati kao:

/ DY / Dt J @t [ dFtala] (3.30)

Nakon integracije po fermionskim poljima u aproksimaciji u kojoj se La-
granzijan razvija do kvadratnog ¢lana, generisuéi funkcional postaje[12]:

eifdtfdfn*‘"%' (3.31)

Koristimo sljedeé¢u konvenciju za polarizacioni tenzor[9]:

" = itr[(y*G(z, y)v" Gy, x)]- (3.32)

G(z,y) je Grinova funkcija u koordinatnoj reprezentaciji.

Posmatramo Sta se deSava sa polarizacionim tenzorom nakon Vikove rotacije,
analitickog produZenja u imaginarno vrijeme(t — —i7), koja daje efektivni eu-
klidski generisuci funkcional u konacno-temperaturnom formalizmu, ali se tem-
peratura postavlja na 0.[13]

2 e—defdf[—[«M(t_)_iTaf)]' (3.33)

Euklidski Lagranzijan je Lg = —Lp(t — —i7). Euklidski Lagranzijan daje
drugacije Dirakove spinore i gauge polja i zato ¢e oni biti indeksirani sa "E", kako
bi se napravila distinkcija sa pocetnim Lagranzijanom. Vremenska zavisnost
u pocetnom Lagranzijanu je ukljucena u vremenski izvod. Nakon analitickog
produzenja dobija se:

d 0rd )
vl 0. (3.34)
1z toga slijedi:

,CE = —Z\T!E(WO&—&-woa{f)\I/E—z\T/E(?ﬁ%—ﬁ&’E)\I!E+m\TJE\I/E—u\TIE'yO\I/E
(3.35)
Funkcional je u kvadratnoj aproksimaciji:

7

at a¥
o Jodr [diD.) Bt (3.36)

Inverzni Dirakov propagator D;l,l moguce je definisati na razli¢ite nacine.
Ovdje ¢e biti koristena konvencija u kojoj se ne prelazi na euklidske gama-
matrice.

D, = tr[y*GP (z,y)v" G" (y, ). (3.37)
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3 KUPEROVA NESTABILNOST

3.4.3 Veza izmedu D, i II,,

Da bi pronasli vezu izmedu D;Vl i 1I,, neophodno je pronadi vezu izmedu
fermionskih propagatora. Razlika je u tome Sto su frekvencije u konacno-
temperaturnom formalizmu (na 7" = 0) imaginarne, tj. w — iw,[13].

Na primjeru IT; (k) ili I1°°(k) moze se pokazati do ¢ega dovodi ova smjena:

™

(k) = 5 o x (

kcosp kcosp

). (3.38)

ko — kcosy +1in B ko + kcosp —in

Nakon smjene (kg — iw,,) integral postaje:

% kcosp kcosp
1% (k) = L/ d - . 3.39
(k) 272 J, v X wy —kcosy  dw, + kcosp ( )

Uklanjaju se infinitezimalne n-e u postupku, jer imenilac veé ima neinfinitez-
imalni imaginarni dio.

wo [ k2 cos? ¢

(k) = — (3.40)

= .
w2 Jo w2 + k2 cos? p

Brojilac se razvija kao: k? cos? p+w?2 —w?2 a proracun elementarnog integrala

daje:
mo0(k) = 2 wn 1 4
P ). A1
=3 (\ 22 ) (341

3.4.4 Pozitivno-energetska komponenta Dirakovog spinora

Neophodno je odrediti struje za interakcioni potencijal, a za to je neophodno
naci Dirakov spinor. Iz slobodnog dijela Lagranzijana slijedi sljede¢a jednacina
kretanja:

(V%0 + 7 -V +m)¥ = 0. (3.42)

Uzima se sljedec¢a reprezentacija euklidskih gama-matrica:

Ve = (03,01, 02). (3.43)

Lako se moze provjeriti da ove matrice zadovoljavaju euklidske anti-komutacione
relacije:

{U;L) Uu} = 26/1,1/I2><2- (344)

Koriséenjem Ansatz-a ¥ ~ €@ +E7 dobija se sljedeéa jednacina za Uy su

impulsnom prostoru:

(Vg E +iYe - 7+ m)¥g = 0. (3.45)
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3 KUPEROVA NESTABILNOST

Sistem je rjesiv ukoliko je determinanta za sistem jednacina jednaka 0:
tE+m  igy + gy
. 3 =0. 3.46
e —qy —tE+m ( )
(iE +m)(—iE +m) — (qy + iq:)(—qy +iq:) = E> +m* + ¢2 + ¢} = 0. Ova
jednacina se moze prepisati kao:

E? = —€%: ¢ = +£+/¢2 + m2. (3.47)

e(q) je disperziona relacija za Dirakov fermion. Kona¢no:

E = ie. (3.48)

Za potrebe ovog rada neophodno je samo pozitivno-energetsko rjesenje, koje
je predstavljeno gornjim znakom: FE = ie. Sad je mogude rijesiti jednacinu:

—e+m  ig— vl o
o ), o)

Pozitivni znak oznacava pozitivno-energetsko rjesenje, brojevi indeksiraju
spinorske komponente, a koristi se standardna notacija ¢+ = ¢, * ig,. Lako se
dolazi do normalizovanog spinora;:

U, = q2+(1€_m)2 L’Em] . (3.50)

3.4.5 Operator gustine

Operator gustine se definise kao:

Jo(k) = > Wp(@)v0Ve(d) = Vi(d)Ve(d). (3.51)
qiqz
Matri¢ni element operatora gustine je:

I = 5o [ =] |91 ] (3.52)

2¢(e —m €e—m
¢+ je definisan kao ¢, +iq, = gre®? | gdje se koristi nisko-energetska aproksi-
macija (radimo u blizini Fermi nivoa): ¢ ~ gp. 1z toga je €5, ~ €4, ~ [t = €.
U datoj aproksimaciji dolazi se do:

() + (u=m)?) = o (G m)e @) 4 (u=m). (353

, .. - i(02—07)
Ispred zagrade ¢e biti izvucen faktor e™ 2z .

Konacno, izraz za operator gustine je:

i(62—67) 92 — 01 .m 02 — 01 +
Jo(k) = Ze 3 (cos( 5 )—i—zgsm( 5 )>aq§aq;. (3.54)

qig3
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3 KUPEROVA NESTABILNOST

3.4.6 Transverzalna struja
Biée koriStena definicija transverzalne struje iz [14]:

Jr(k) =1 Z Eijif}z’\ijE(ql)'Yj\IjE((JQ)CLgQa,ql. (3.55)

q1,92

Radi jednostavnosti, bic¢e koristena uproséena notacija (Jr(k))q, .40 — (Jr(k)).
Radi se u sljedecoj reprezentaciji gama-matrica:

v = (03,101, i02). (3.56)

Prvo ¢ée biti odredena i€ fyOIAcifyj 2x2 matrica, a nakon toga ¢e na nju biti

djelovano sa obje strane Dirakovim spinorima koji su prethodno odredeni. ~0
dolazi od Wy = Wi AP.
ieijvol%fyj = ik, — iwovlky = [ Z] ky — { 1} ky =1 [A k_}
b 1 1 k+
(3.57)
Konjugat normalizovanog spinora je:
\1;1 = S [—iq+ €— m] . (3.58)
¢* + (e —m)?
Transverzalna struja je:
Jr(k) ~ b [—igoy e—m] |- k- [ia- . (3.59)
2€2 — 2em ki €—m

Treba primjetiti da je koriSteno da je €, = €4,. Koristi se aproksimacija u
kojoj se radi u blizini Fermijevog impulsa (nisko-energetski limit), pa se moduli
q1 1 g2 aproksimiraju sa gp, Fermijevim impulsom. Struja se moze procjeniti
kao:

1 - A
JT(k‘) = Z(QQ_;,J{}_ — q1_k+). (360)

Koristedi istu aproksimaciju, ¢;— i g24 se u polarnoj formi mogu zapisati
kao:
Got = Gou +iG2y = qacos O +igasin by ~ qre’®?; g1 ~qpe” . (3.61)

Bududi da je k= qQ—qs, k4 se takode moze predstaviti u polarnoj formi, sa

zavisnoséu od uglova 67 i 6. Prvo c¢e /%i biti zapisano kao % k+ u polarnoj
formi, izrazeno preko ¢o i ¢ je:
ki ~ qp(eFif — e%ifz), (3.62)

Moduli k4 i k_ su isti i to se moze jednostavno demonstrirati.
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3 KUPEROVA NESTABILNOST

|k:|:| ~ qF\/(eJriGl _ €+i92)(672—01 e i02)

(3.63)
Algebarskom transformacijom prethodnog izraza dolazi se do

|ky| ~ qF\/Q — 2cos(fy — 61)

Koristedi trigonometrijski identitet za polovinu ugla

(3.64)
5T 1—cosx
sin 5= 5 (3.65)
moze se odrediti |k4|:
. —0;
k| = 2| sin —=5—1. (3.66)
Sada se transverzalna struje moze zapisati na sljedeéi nacin
e " " ” 00 a0 w0
Jr(k i02 (o=i01 _ p=if2) _ o—i01 (,+i01 _ ,+i:
T~ 2|ki|\/qp+7m2 {e ) ( )
= { i(02— ‘91)}
k + m?
| i‘\/qi (3.67)
= qF 62;91 {671.92;61 _ 61-92;91 }
ksl Vag Fm
QZqF j02-01 6y — 64
~ 2  sin .
|/€ﬁ:|\/q+7m2 2

Zamjenom |k | dobija se:

. qr
Jr(k) ~i—————e
)~

s 02—01
i92;91 S111 3

—_— 3.68
| sin 02591 ( )
Moze se pokazati kako je koristena definicija transverzalne struje hermitska

10201 sin 92501
- :

2 a4l 3.69
Sl gt e )

Da bi ovo bilo ta¢no, mora biti ispunjena relacija J}(k) = Jr(—k). Trans-
formacija k — —k odgovara zamjeni 65 sa 61, 1 ¢; < ¢2 kod kreacionih i anihi-
lacionih operatora.

o 01—0o
0,0, sin A2
=D i \/72 e wﬁaiﬂqr (3.70)
q1,92 ap +m S
Koris¢enjem cinjenice da je sinus neparna funkcija to ponistava "—"u prethod-
noj relaciji, i na ovaj nacin je pokazano da je definicija struje hermitska
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3 KUPEROVA NESTABILNOST

3.4.7 Interakcioni potencijal

Iz interakcionog dijela efektivnog Lagranzijana moze da se procita izgled
interakcionog potencijala:

1 v
V;nt = _§DM (k)‘];i(k)‘]l/(kL w, v = OaT (371)

gdje je T indeks za transverzalnu komponentu gustine struje.

Trazimo Kuperov kanal tako da pravimo smjenu & — —k. Bududi da je
k= @G —q ,a —k = @i — G2 za odredivanje Jo r(—k) moZe se napraviti smjena
qi'2 = —qi2. 1z ovoga slijedi da je 6, — 6, + , jer je '™ = —1.

Jo,r(—k) su

i(02—61) 02 — (91 .m 92 — 91 +
Jo(—k) = Z e 2 (cos( 5 )+ zﬂ sin ( 5 ))aqaa_qq, (3.72)

qigs

02—61
2

. qr i270 S T B

i % 7\/We 7| i | al za_g. (3.73)
Ranije je odredeno da D~' = II. Neophodno je napraviti jedan dodatak:

neophodno je dodati Kulonovu interakciju transverzalnoj komponenti polariza-

cionog tenzora. U prirodnom sistemu jedinica to je %7:"2[14], gdje a = 2:—fz.Zbog

jednostavnosti, cijela transverzalno-transverzalna komponenta polarizacionog

tenzora bic¢e zapisana kao:

Jr(=k) =—

= k
7T — n?7 4+ f?. (3.74)
Inverz od D=1 je:
1 fITT _1170
D= [IOOTITT _ (II0T )2 [_HOT 700 ] (3.75)

3.4.8 Staticki limit

U ovom odjeljku ée biti pokazano da u statickom limitu(w,, — 0) ne moze
do¢i do pojave privlacnog potencijala, tj. da ne dolazi do stabilizacije sparenog
stanja u Kuperovom kanalu. U statickom limitu dolazi do uproséenja kompo-
nenti polarizacionog tenzora:
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3 KUPEROVA NESTABILNOST

Hoo_>_vq%+m2

2T
gT 4k dp Ve tm? ok ok
o/t mE  dhtm? 21 i in? (3.76)

T km (1 m \/q2p+m2):0'

_27r\/q%+m2 2 VazE +m? 2w

Moze se vidjeti da je detD~! < 0, a kasnije ée biti pokazano da je to gener-
alniji iskaz, tj. da vazi i van statickog limita koji se razmatra u ovom odjeljku.

k
~ 162 \/ %+ m2. (3.77)

Interakcioni potencijal ¢e biti podijeljen na tri ¢lana: longitudinalni, transverzalni
i onaj koji dolazi iz razmatranja I1°7 do prvog reda po k, tj. Chern-Simons ¢lana.
Ukupni interakcioni potencijal mogucée je zapisati kao:

detD ! =

Vit = Vi, + VL, +VOT (3.78)

int int *

Prethodno su odredene struje i konjugati za operatore gustine i struje. In-
terakcioni potencijal u RPA aproksimaciji ukljuc¢uje komponente polarizacionog
tenzora i proizvode gustina-gustina, gustina-struja i struja-struja. Prvo ¢e biti
zapisani proizvodi struja, a nakon toga ¢e biti razmatrani pojedinac¢ni dijelovi
interakcionog potencijala. Interakcioni potencijal je moguce zapisati u BCS
kanalu, a sume po talasnim vektorima nece biti zapisane zbog jednostavnosti.
Ispred zagrada izlazi faktor e?/(?2=91) gdje je | = 1 kvantni broj orbitalnog an-
gularnog momenta: razmatra se sparivanje u p-wave kanalu.

- 0, — 0 m m? 0, — 0
0/ _ 0 i(02—01) 2 2 1 . . - - .2 2 1
J(=k)J (k) =e [cos (2 ) +ZT$ sin (62 — 64) oz sin ( 5 )],

2
JT (VT (k) = —eit6—01) __4F
(=k)J" (k) e q%+m2’

) 2
JO(=k)TT (k) = T (k) I (k) = '~ [NZF sin (62 — 01) + 2;";3; sin? ("2 5 91) .
(3.79)
Chern-Simons ¢lan nestaje u statickom limitu, tako da preostaju longitudi-
nalni i transverzalni dio. U stati¢kom limitu opsti izraz Vi, = =DM (k)J, lt(k)Jy(k)
se pojednostavljuje:

1

Vint = T I00TTT

[ﬁTTJO(—k)JO(k) + HOOJT(—k:)JT(k)} , (3.80)
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3 KUPEROVA NESTABILNOST

L, a drugi Vi, u notaciji koja je uvedena. Kada se
eksplicitno zapisu operatori gustine i struje, dijelovi interakcionog potencijala
su:

1 . 0, — 0 m m?2 0y — 0
I i(02—01) 2 (Y2 1 S _ a2 (270
V;'nt — HOOe 2—01 |:COS ( 5 ) +1 m sin (92 6‘1) ‘u2 sin ( 2 >:|

2
o _ L 0y OF
wnt I:ITT q% T m2 .

gdje je prvi ¢lan V!

(3.81)

k, koji ulazi u , moze se zapisati preko uglova 2qF‘ sin (92591 )‘ Bududéi

da radimo u hidrodinamickom limitu (k¥ < |q]), ofekuje se forward-scattering,

tj. da razlika izmedu uglova A8 = 0, — 61 bude mala. Posto je II77 pozitivno, a

I1°° negativno, moze se zakljuciti da je interakcioni potencijal striktno pozitivan.

U longitudinalnom dijelu dominira kosinusni ¢lan zbog male razlike u uglovima.
Stoga je:

f[TT

2T . 0, — 0
Vi 2T i0a-0) o ( P 1)
int 7 /q%‘ + m2 2 (3 82)
) .
v Am 95 i(62—61)

1nt

qF|sin( 2 91)| q +m?

U bezmasenom limitu dobija se rezultat za transverzalni interakcioni poten-
cijal koji su dobili Wang i Chakravarty [15], koji su uradili slicnu RPA analizu.
Ovaj ¢lan dominira nad longitudinalnim zbog prirode Kulonove interakcije, koja
divergira za k — 0, ukoliko se ne uzme u obzir ekraniranje.

Pozitivni interakcioni potencijal ne omogucava kreaciju Kuperovog kanala u
statickom limitu (w, — 0). U sljedeéem odjeljku bi¢e razmatran interakcioni
potencijal pri konac¢nim frekvencijama.

3.4.9 Nestaticki slucaj

U ovom odjeljku bi¢e analiziran limit apk < w,, gdje je ap u prethodnom
dijelu teksta definisan kao faktor reskaliranja impulsa. Prvo ¢e biti zapisane
komponente polarizacionog tenzora koje se dobijaju nakon sto se uradi smjena
ko — 1w, u integralima.

(k) = “( “’32—1>;

o w2 + k2
1¢% w2+ k2 3.83
?T 9 | “n TN oo, (3.83)
(k) = 5 e
1m /(1 =«
I (k) = ———( = + =11°°(k) ).
) = —5- 2 (5 + T
Jos je neophodno dodati Kulonovu interakciju transverzalnoj komponenti
polarizacionog tenzora. Sa k oznacen je reskalirani talasni vektor k& = ——22

—E__[.
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3 KUPEROVA NESTABILNOST

Kao sto se moze vidjeti, sa poveéanjem mase reskalirani talasni vektor se sman-
juje.

Prvo, treba primjetiti da je II77 (k) striktno pozitivno. Koristeéi definiciju
za k, IITT (k) se moze prepisati kao:

2,2 7\ 2
qF“ﬂ”( 1+<k) —1>, (3.84)
2 k2 Wn

Sto je ocigledno pozitivna veli¢ina.
Opsti izraz za interakcioni potencijal zapisan preko komponenti polariza-
cionog tenzora i operatora gustine i struje je:

1
~ TI00TTT — (I197)2

Vit — [ﬂTTJO(—k)JO(k)
(3.85)

+ 17T (k) JT (k) — 2H0TJ°(1<:)JT(I<:)} .

Pokazano je da je IITT pozitivno, a lako se moze vidjeti da je II°° negativno.
Slijedi da je ¢lan fﬁ pozitivan.
U ovom limitu komponente polarizacionog tenzora postaju:

7 2
po— A1 ) A(F),
2 1_~_(L)2 47\ wy, ’

T P ak (3.86)

dr  Ax?’

HOTwii m
AT\ p

Dobija se da je interakcioni potencijal:

- 0y—0
A4r ., ., sin 2% Op—01 m . O—0;
Vit = i— !02—101 ﬁ cos + i— sin
m | sin %P 2 7 2
2
2 4r o s O2—0; 2
+ —47W dmp t A7 2qr|sin =5 |ei027i91 cos 7‘92 — + iﬂ sin 702 —0
m 2q% | sin #2501 |2 2 2

(3.87)
Tako se ni ovdje ne vidi razlog za postojanje Kuperove nestabilnosti, postoje
naznake parnih korelacije u prvom redu, te bi prelaskom na drugaciju kvaz-
i¢esticnu reprezentaciju eventualne korelacije mogle biti bolje prikazane. To je
i analizirano u [16], gdje je pronadeno sparivanje. Za malu masu, tj. kad je
mjesanje izmedu Landauvljevih nivoa slabo, javljaju se nestabilnosti pfafijan-
skog i anti-pfafijanskog tipa u zavisnosti od znaka mase. To odgovara i nu-
meri¢kim eksperimentima na drugom Landauvljevom nivou (v = 2). Na malim
masama je PH Pfafijan kritican, sto se takode vidi iz numerickih eksperimenata.
Za veliku masu pronadene su nestabilnosti PH-pfafijanskog tipa (I = 1), koji je
simetri¢an na PH transformaciju.
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4 Zakljucak

U ovom radu istrazivana je Sonova teorija polupopunjenog Landauvljevog
nivoa u kojoj je kompozitni fermion Dirakova Cestica. KoriStena je varijanta
Sonove teorije u kojoj Dirakov fermion ima masu, $to treba da simulira mijesanje
izmedu Landauvljevih nivoa. Istrazivano je da li u okvirima RPA aproksi-
macije postoji nestabilnost za formiranje Kuperovog para. Slicna analiza ranije
je uradena za bezmaseni slucaj[15] i otkriveno je da se nestabilnost ne javlja
u statickom slucaju. Dodavanje mase nije promjenilo zakljucke u statickom
sluéaju, ali su u okviru drugadije kvaziCesticne reprezentacije[16] pronadene
nestabilnosti.

A Polarizacioni tenzor

Definicija polarizacionog tenzora u impulsnoj reprezentaciji je[8]:

= _# /qudchtrh“G“(Q)v”Go(q + k)] (A1)

Buduéi da postoje dva ¢lana u izrazu za propagator, polarizacioni tenzor ¢e
se sastojati od 4 ¢lana. Medutim, proizvod drugih ¢lanova sadrzi polove koji su
na istoj strani realne linije u kompleksnoj ravni, i izborom konture koja lezi u
poluravni bez polova taj integral se anulira, te stoga ostaju tri nenulta ¢lana.

tr (14900477100 ]

/dqod (T( (g0 — €+ inl0(eg — 1) — 0(n — €)])(qo + ko — €z, +inl0(ezy 7 — 1) — 01 — €z, 7)])

1

tr 1700770000

i / dqod2§< tr 0707772, ) >
(2m)3 (g0 — eg +nl0(eg — 1) — O — €2)])(q0 + ko + €z g — i) )
(A.2)
gdje je ez skraceni zapis disperzione relacije /|q]? + m?2.
Tragovi koji se pojavljuju u brojiocima racunaju se u limesu \E| < p. Gama
matrice u dvodimenzionalnom slucaju postuju sljedecée relacije:

tr(y*) =0
[y, 7] = —2ie" * grg7”
{7} = 29" (A.3)

tr(y#9") = 2¢"
tr(y#9"7"77) = 2(¢" 9”7 — 9"79"7 + 9" 9"").

Tragovi se aproksimiraju kao: tr[ywmfﬁ)yw@(l(ﬂ] ~ trh“'yOQéi)fy”'yOQéi)].

q
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Prvi trag je moguée zapisati na sljede¢i nacin:

I = tr[y*7°00 7777200 )] =ty AL AL

m m m 2 (A.4)
AP AYAOA (] o RO A () A (7) trlvH Y]
+2€qrhvv q ]+2€qrhv g 1+ 2es r[y*+"]
Clanovi koji su linearni po masi nestaju, jer sadrze izraze oblika:
tr[y* {7, 7"} = 29" tr[y*] = 0. (A.5)

Koris¢enjem zapisanih identiteta dobija se izraz za prvi trag:

~V

) (0 )
——— |yt = A6
[T 7 )
Posljedica uvodenja mase u teoriju, ukoliko uporedimo ovaj izraz sa bez-
masenim slucajem, je da se |g] transformise u /|q]% + m?2.
Drugi trag je:

1= (g”0+

II = tr[’yu’ong-‘r)Vy’ong_)] - tr[,yu,yOA((I-‘r),yu,yOA((]—)]

m m A7)
AP A O AT o T A O A ) (T Qt BV (
26§tr[7 7 PY q ] 26[?1:1‘[7 7 q ,Y } <2€q> I‘[/y ,Y }

Zbir prvog i posljednjeg ¢lana se uvodenjem mase transformise na isti nacin
kao u slucaju traga I, dok ¢lanovi linearni po masi daju:

m m
_ My WAV OA(f) ¢ © OA(JF) v
26@1‘[777 q ]+2€Lyr[’Y’Y q'Y]
L 7Y SN (7 | R RPN Y Y O 7
4€qtr[’y v, "] + 463} tr[y"{7", 7" }] (A.8)

m
L
VP +m?

Konacni rezultat je:

— Ouv

g " im
— €
q? +m? /]2 + m?

Tredi trag je isti kao drugi, sa razlikom da je znak posljednjeg ¢lana suprotan:

II = g;J,Ogl/O o gp,l/

Oy (A.9)

aq’ im
|12 + m? VIa? + m?

Na ovaj nacin su dobijeni svi izrazi za brojioce, i moze se preéi na izracu-
navanje integrala. Za pocetak je zgodno uraditi integraciju po frekvencijama,
koristenjem proste konturne integracije, pri kojoj je kontura zatvorena u jednoj
poluravni, tako da jedan pol lezi unutar konture. Integrali su tipa:

IIT = g"0g"0 — ghv — O (A.10)
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dqo
/(qo_qé)(%—qg)’ (A.11)

i daju doprinos q?’_rfzz, ako je npr. p§ pol koji lezi unutar konture u gornjoj
0 0

poluravni, a integrali se u matematicki pozitivhom smjeru.
Zamjenom tragova i integracijom po frekvencijama, polarizacioni tenzor postaje:

1 /d2cj’(g“0+ 7 )(gyo+ 7 )
(2m)? V0?2 +m? V0?2 +m?
. <H(M—W)9(\/|J+E|2+m2—u) 0 — /|7 + K2 +m2)0(\/[q2 +m?® — ))

™ =

ko+\/|ﬂ2+m2—\/|J+E|2+m2+in ko + /112 +m2 — /|7 + k|2 + m2 — in

N 1 /dzq( JOG0 4 gy ¢ aq im Ow) (\/|q+k|2—|—m2 _M)
— — €
2 2 2 2 2 =
(2m) qF* +m* gl +m —ko + /Ia2 +m? + /|7 + K2 +m? —in
2 = /1,0 v0 nv q‘ll«(j"’ im Opv 9(\/ ‘Cﬂ2+m2 _'u)
d“q g +g" + 7%+ m? + 5 =€ = .
q VI@?*+m ko + /@2 + m2 + \/ |7+ K2+ m2 — in
(A.12)
Integrali ¢e biti oznaceni pomoc¢u + znakova, koji govore o projektorima u

tragovima, koji su dio pojedina¢nih ¢lanova . Znakovi (——), (+—) i (—4) ée
oznacavati integrale, redoslijedom datim u prethodnom izrazu.

1
(2m)?

HOO(k)

U izrazu za (00) komponentu polarizacionog tenzora posljednja dva integrala,
(+—) i (—+), su 0 zbog traga, a prvi u brojiocu ima faktor 1. Dakle, neophodno
je izracunati sljedeéi integral:

0 g e TN T ) e B )

= 5 = -
(2m) ko + /1G> +m? —\/|T+ k[2+m2 +in ko +\/|q]> + m? —\/|T+ k[ +m? —in
(A.13)
—q — k, a potom q_;

—

U drugom c¢lanu razlike moze se napraviti smjena ¢’ =
preimenovati u ¢. Tako, II°° postaje:

1 N [ -
HOOZ W/d2q9<,u_ \/|q_]2+m2)9< ‘q+k|2+m2_/,l,>
(k0+\/q“|2+m2 \/|q+k\2+m2+m ko + £/ |7+ k|2 +m2 — \/|(j'|2+m2—m>

(A.14)
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U aproksimaciji malog |E|, |7+ E|2 postaje:

|7+ E|2 = ¢® 4+ k2 4 2qk cos ¢ ~ ¢* + 2qk cos . (A.15)

U nastavku ¢e biti koristene polarne koordinate, pa ¢e |q] biti zapisivan kao
g. Ovo ne treba mijesati sa notacijom za vektor ¢ = (qo, q)-

\/ |7+ k|2 +m? se moZe razviti u Tejlorov red:

2qk cos 3 kcos
VIG+E?2+m2=/¢ +m2(1+ a @>2 \/q2+m2<1+u)

q2 + m2
(A.16)

Step-funkciju 0(1/ |7 + k|2 + m2—p) je takode moguée razviti pomoéu Tejlorovog

razvoja:

O(V/a =t SEEEE N (g ) (/4 )

N Vg2

(A.17)

Delta funkcija dolazi zbog toga sto je delta funkcija izvod step funkcije. Prvi

¢lan u razvoju se mnozi sa 0(p—+/¢% + m?), limiti integracije postaju isti, pa je

doprinos tog integrala ukupnom izrazu 0. Ista aproksimacija moze da se koristi
sa drugim ¢lanom I1°°(k). Ono §to preostaje je:

1" 2%
(k) = on)? / do [ dab(n — N/Z T D)6+ m? - )L
- 0

1 1
X ( gk cos ¢ gk cos ¢ )
ko \/qiT + ZT) ko -+ \/m — ZT}

(A.18)
Bududi da je 6(f(z)) = >, %, gdje su z; nule od f(z), slijedi da je:
/2 2 Vag +m?
(Vg +m? —p) = T(S(Q—CIF), (A.19)

pri ¢emu je p = \/q% +m?, a qr je Fermijev impuls. Step funkcija nakon
integracije daje 6(0) = % Moze se, takode, primjetiti da, bududi da je integrand
parna funkcija u simetri¢nim granicama integracije po ¢, integral moze prikazati
sa faktorom 2, a granice promjeniti od 0 do 7.

k T 1 1
n° k) = 2~ / d@COS@( )
2 2 _ grkcosyp - qrk cos g .
( 7T) 0 kO \/W +ZT] kO + /72+ > —1m

(A.20)
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Identitet ﬁm = 77% Fimd(w)! se koristi za razdvajanje izraza na realni i
imaginarni dio.

2qrk cos? [

RelT% (k) — qrk / d(p<2 W) (A.21)
0 k2

(27’()2 q5k? cos? o
q%+m?

Ugaona integracija daje:

U poredenju sa bezmasenim slucajem, moze se zakljuciti da uvodenje mase
qF

dovodi do reskaliranja impulsa k, k — Wk.
Ostale komponente polarizacionog tenzora

Opet se bira koordinatni sistem tako da je k = (|k[,0). Ovo automatski
dovodi do toga da je u hidrodinamic¢koj aproksimaciji 1% (k) = 0. Nastavimo
analizu sa I1°%(k). MoZe se primjetiti da prezivljava samo (——) ¢lan, i to sa
faktorom Ly

Vg eme

o oL [t (9< — VP Em)0( I+ EP + m? ) e(—mﬂm—m)
i\ g e JIa+EE+m2 4y ko+ T mE — I+ F2 +m2 — iy

(A.24)

Moze se napraviti ista smjena kao u prethodnom clanu ¢ — —¢ — k sto
omogucava step funkciji da izade ispred zagrade. Medutim, u ovom sluc¢aju, u
poredenju sa 10, faktor ispred takode mijenja oblik prilikom smjene. Faktor
postaje:

x - :v_k
kS d , (A.25)
VIR +m® g R 4 ome

1Sokhotski-Plemelj teorema.
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uzimajuéi u obzir ¢injenicu da postoji samo x komponenta vektora k. Ovaj

faktor se moze aproksimirati kao ——=— pa se dolazi do izraza:
\/\72

o oL [t (9< — VIaP +)e Mm—u) 0 — |+ i + m2)o (/T T u))
T s T ST Bt i kot R —

(A.26)
q. je gqcosp u polarnim koordinatama, a aproksimaciona procedura je 1bta

kao kod T19°(k).

1 kqQ ™ 1 1
07 (k) = — — 4 dcpcos2<p< )
7% /ag +m? Jo ko_jqk(:#‘f'm ko-i—:l/F%—in
F
(A.27)

Rjesenje ovog integrala je:

II"* ima sve komponente: (——),(+—) i (—+). II{Z_, se racuna na slican

2
v .. . . . . . qI
nacin kao prethodne dvije komponente. Faktor koji se sad pojavljuje je el

a nakon smjene i aproksimacije moze da dode ispred zagrade.

T 1 /d% ¢ (9( — V@ +m2)0(\/|7+ k|2 +m2 — p) 9( — 1T+ k|2 +m2)6 (\/|6ﬂ2+m2—,u)>
(2m)* T2+ o+ T2 = \JIT+ B2+ m2 i ko + |7+ K2+ m? — /TP T w2

(A.29)
Sto se nakon integracije po g pretvara u:

1 kep 1 1
- (k) / ng cos SO( cos . cos . )
=) (2m)2 ¢% +m? ko~ DESSE fin ko + TEESE i
(A.30)

Realni dio ovog izraza je:

1 i ko 2
e S ¢ A el1v A.31

a imaginarni:
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ImlIT* (k) = (720) ImI1% (k). (A.32)

Sada nastavljamo sa ra¢unanjem vrijednosti (+—) i (—+) ¢lanova. Odmah
je jasno da su ovi ¢lanovi divergentni i da ¢e biti neophodno primjeniti neku
vrstu regularizacione procedure.

Pauli-Villars regularizacija je pogodna, jer odrzava simetrije teorije. Bozon-
sko ghost-polje sa velikom masom (u odnosu na druge veli¢ine) se dodaje u
Lagranzijan, i zbog statistike koju posjeduje dolazi sa predznakom minus. Ono
manifestno rjeSava problem divergencije na visokim impulsima (ultraljubic¢aste
divergencije), jer daje nulti doprinos za male impulse, a za velike impulse se
potire sa pocetnim doprinosom.

Npr. originalni ra¢un za 1% (k) je davao:

k 4 1 1
(k) = qL/ dgocosgo( )
2 k cos . k cos -
2m)? Jo ko — 7‘1%%4_7:; +in ko + 7%# s 2 —in
(A.33)

U PV regularizaciji, velika masa dovodi do toga da se drugi ¢lan u imeniocu
anulira, jer je reskalirani impuls nula, i nema doprinosa od bozonskog polja
00 komponenti polarizacionog tenzora. Ovo prosto govori o tome da u ovoj
komponenti ne postoji divergencija pri visokim impulsima. Sli¢ni zakljucci se
mogu primjeniti i na I1°%, koji je jednak %Hoo(k).

Predimo na odredivanje (+—) i (—+) clanova. Za pocetak se uvodi cut-off
frekvencija A. Ako se naprave aproksimacije kg — 0 i kK — 0 ova dva integrala
su ista, i preostaje:

q*cos® o\ 0(q—qr)
T Hm d d -1 . (A.34
(+_)+ / 90/ QQ< + +m2>2 /—q2+m2 ( )

Ovo je elementarni integral koji ima vrijednost:

m2 m2
+ VAZ+m2 — /i +m?— + )
(o HHEn = ( i VA2 +m? g} +m?
(A.35)

Kombinujuéi ovo sa (——) dijelom, dobija se da je II**(k):

wepy (/a2 2 /.2 ;. m? m’ >_1 Gk <k0> 00
(6) = = (VA F =i VAt ) an gz e k) T
(A.36)
Moze se primjetiti da treéi i etvrti ¢lan daju tacno drugi ¢lan sa negativnim
predznakom, tako da je:

m2
%% (k) = —% A2 +m? + (Z) % (k) — NrEr=i (A.37)
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Ukoliko se na ovo doda bozonsko ghost polje sa velikom masom, dobija se:

1 2
o = vl (5 i+ Ly, - () ).,

k
m2 n M?
VAZ+m2 A2+ M2

(A.38)

Cetvrti ¢lan je nula iz istog razloga kao i za (00) komponentu tenzora.

Neophodno je prvo uzeti limit velikih impulsa, a zatim limit velike mase. To

odmah ¢ini da su posljednja dva ¢lana 0. Prvi i treéi ¢lan se potiru u lim-

itu visokih impulsa, jer se svode na iste ¢lanove suprotnih predznaka. Dakle,
preostaje samo drugi ¢lan:

wz ko
o = (%) ey (A.39)
Konacno, IT** (k) ima vrijednost:

**(k) = (’?) % (k). (A.40)

ImYY_(k) je slican komponenti I1**_(k), izuzev Cinjenice da se sada ispred

"9. sin? ¢ se moze zapisati kao 1 — cos? ¢, tako

zagrade pojavljuje faktor % 7 +

da se dobija jedan integral identi¢an sa II°°, izuzev ¢injenice da se sada mnozi

TT

faktorom minus integral isti kao H(ff). Koriséenjem iste aproksimacije,

dr
q%+m?’
%Y i 11%Y, su isti kao I157_ i ITI¥Y, , sa jedinom razlikom u tome da je sada sin® ¢
na mjestu cos? ¢, ali ugaona integracija sada uklanja ovu razliku.
Ako se uvede cut-off, IT¥¥ (k) je:

KK

(k) = =

% (k) +

1
B J 1/ 2 2
o + — - A2 4+m |A (A.41)

Regularizovana yy-komponenta tenzora:
v (k) = k;2_k8H00(k)+i72 /A2+m2’
PV k2 o \/m A—oo

k2 — k2 1 2 oY)
k2 0H00(k)|boson o 27 \/QT + A A2 |A—>oo
(A.42)

Prvo se treéi i posljednji ¢lan potiru u limitu visokih impulsa, a zatim se
anuliraju ¢etvrti i peti ¢lan u limitu visoke mase ghost polja. Stoga je regulari-
zovano 1YY (k) :

k2 — k2

q%
- . (A.43)

1
Hyy — HOO
py (k) (k) + 27 B
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Konacno, moze se zakljuciti da je II"¥ = 0, pri ¢emu jedini doprinos dolazi
od ¥ ¢lanova, koji dolaze sa suprotnim znakovima i u koristenoj aproksimaciji
se potiru.

Chern-Simons clan

Svi prethodni proracuni su ¢uvali samo prvi ¢lan u razvoju traga. Zaklju¢eno
je da je u ovoj aproksimaciji 11 (k) = 0. MoZe se postaviti pitanje koji je sljede¢i
prvi nenulti ¢lan. Ocekuje se da bude linearan po k i to je ¢lan koji je znacajan
za kvantnu Holovu provodnost.

Vrativsi se na tragove, pogledajmo koja je razlika ukoliko se ne koristi
aproksimacija Qg4 ~ €.

I = tr['y“woﬂg_)v”'yoﬁgl)k] = (lg =0)
1 077 0 0»];’
_tr[vﬂvo ) 1774 my ) voo 7

(A.44)
(- Vet V) s )

1

Ovdje se ———=—— aproksimira kao ————.
VIad+k[2+m? Va2 +m?

v =y dobija se sljededi rezultati (iskljuéujuéi ¢lanove koji su veé izracunati):

Ukoliko se stavi p = 0 i

_ gy ¢ O i Ynad i g Oyzkz:_
I, [y k" + i """y lq i r[y"7"'] 20q2 + m?)
(A.45)
_Jedini doprinos dolazi od treceg clana, uzimajuci u obzir ¢injenicu da je
k= ([k[,0).

Druga dva traga su:

IT+111 = tr['y“'yoﬂg_)v”woﬂgil] + trh“'yoﬂff)w”vo@g;)k] (k=0

=

1 ol °9q my" v_0 77k
ot 7905 (1 - + I
27 e i me ) v (a40)

1 1 7097 m° y 77k
_2tr[7#702(1+ 212 2 2)7 7’
VIdE+m? /]2 +m

Clanovi linearni po k za I19%(k) su:

1 . ) m imk
[V YY)k o tr[y Yk = e (AA4T
207 +m?) [y vy ]q 503 - m?) [y ¥77] T (A.47)

Sada je moguée izracunati vodeéi nenulti ¢lan za I1°%(k).
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ikm  [° q ikm 1 1
(=+) (+-) ar J, (¢ + mQ)% A7 \/q% Tm2 VA2 L m?2
ikm
1§ NS § 1 NP —
CH T T T S me
Hoy _ imk HOO

9 T T+ m?)

Rezultat koji se dobija sumiranjem ovih ¢lanova je:

Kraée zapisano, Chern-Simons ¢lan je:
imk 1 =
S — . L R A.50
o (2 ) 450

Drugi ¢lan dolazi od (——) dijela koji nije divergentan, pa za bozonsko polje
ide u 0. Clanovi (+—) i (—+) sa dodatkom ghost polja su:

ikm 1 1
I (8 4 T () = = T2 | e — o
ikM[ 1 B 1 ‘ }
dr L\ /g2 + M2 VA2 + M2 Aol
(A.51)

Drugi i ¢etvrti ¢lan su 0 i jedina razlika u odnosu na pocetni polarizacioni
tenzor je u treéem ¢lanu, koji je u limitu visoke mase (¢p < M):

ikm 1 +ﬁ%
At /% +m2  Am M|

Chern-Simons ¢lan regularizovan pomoc¢u Pauli-Villars regularizacije je:

0 0
0%, (k) + 1094, (k) = — (A.52)

0y o imk L ﬁ
g, (k) = 27 (qs + 72 <2 + MH (k)) + 47rsgn(M). (A.53)

Zakljucak je da je PV regularizacija uklonila visoko-energetske divergencije,

ali je dodala ¢lan %sgn(M ) u Chern-Simons komponentu polarizacionog ten-

zora. Ovo se i oc¢ekuje u skladu sa prethodnom diskusijom.
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