8.X 2018.

DRUGA KVANTIZACIJA

A2 2
1. Nadi energijski spektar jednodimenzionalnog harmonijskog oscilatora opisanog Hamiltonijanom H= % + m;u 2
m

uvodedi operatore b7 bt na sledeéi nacin

h= %@_’_;ﬁ pt = %Qg_éﬁ
V' 2h V2hmw 2h V2hmw
Koristiti komutacione relacije izmedu operatora l;, Z;T, kao i fizicku ¢injenicu da je spektar Hamiltonijana ogranicen
odozdo, odnosno postoji stanje najnize energije (osnovno stanje).

2. Nadi proizvod neodredenosti (Az),,(Ap), u n—tom svojstvenom stanju jednodimenzionalnog harmonijskog oscilatora.
Kvadrat neodredenosti koordinate je definisan kao (Axz)2 = (n|&?|n) — (n|#|n)?, i slicno za kvadrat neodredenosti
impulsa. Posebno diskutovati slucajeve n =01in = 1.

3. Pokazati da operator polja ﬁl(r) kreira jednu cesticu spina o u tacki r.

4. Polaze¢i od operatora broja Cestica zapisanog u obliku N = Zd} Lo (gde je koriséen kompletni ortonormirani

fio
jednocesticni bazis {|f)|o)}, kvantni broj f opisuje stanja Cestice u orbitnom prostoru, dok je o spinski kvantni broj)

i prelazedi na operatore polja 1&0(1‘) = Z<r|f>df,g, pokazati da se isti operator moze zapisati kao

f
N = / dr p(r)
gde je p(r Zi//T r) operator gustine broja Cestica. Pokazati da je Fourierova transformacija operatora p(r),
koja se deﬁnlse izrazom p(r -1 Z T p (Q je normalizaciona zapremina), data kao p(q Z g, Ok+q,0, gde

k,o

su dL’U, (k- Fourierove transformacue operatora polja.

5. Napisati operator ukupnog spina sistema elektrona S = Zé’ koristeéi jednocesti¢ni kompletni ortonormirani bazis

K3
{If)|o)} definisan u zadatku [4] Koristeéi dobijeni rezultat i prelazeéi u koordinatni bazis {|r)|o)}, napisati operator
gustine spina 5(r) u tacki r. Izracunati komutator [§,(r), §,(r")].

6. Posmatrajmo mnogocestic¢ni sistem koji se nalazi u spoljasnjem polju (potencijal interakcije U(r)) i ¢ije Cestice intera-
guju parnom interakcijom (potencijal V(r—r’)). Polazedi od opsteg izraza za Hamiltonijan ovog sistema u proizvoljnom
jednocesticnom bazisu, pokazati da Hamiltonijan izrazen preko operatora polja glasi

H= /drz ol (r) ( —VQ +U(r ) /drdr Z DEE)PL (YW (0 = )i (1) by (x).

7. Neka je pq(r1, ..., ry) talasna funkcija koja opisuje svojstveno stanje o mnogocesticnog sistema definisanog u Zadatku@
(jednostavnosti radi, u ovom zadatku ne razmatramo spinski stepen slobode), odnosno

h
Z <—V2+U r; ) ZV i — 1) | pa(rl,....,tn) = Eqpa(ry,...,rN).

L#J

Pokazati da je vektor |p,) = /dr1 dry o (ry, .. rn) OF () . 0T (ry)]0) svojstveni vektor Hamiltonijana H de-
finisanog u zadatku |§|, odnosno H|ps) = Eqalea).

8. Pokazati da je Hamiltonijan mnogocesti¢nog sistema definisanog u zadatku |§| izrazen preko operatora dLU, Gx,» oblika

h2k? 1 R . 1 R . N .
- Z ak Uak’o + 5 Z U(q) a;LJrq,(Tak"7 + E Z V(q) aL1+q,0’1 aJl[(z*q,Uzak%"?akl"Tl’

k,q ki.k2,q
o 01,02

gde je Q normalizaciona zapremina, dok je U(q) = / dr U(r)e™i9 (i slicno za V(q)) Fourierova transformacija poten-

cijala interakcije.
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Za Hamiltonijan dobijen u zadatku 8] izracunati komutatore [H,N] i [H,P], gde su N i P redom operatori broja
Cestica i ukupnog impulsa.

Neka Hamiltonijan sistema komutira sa operatorom ukupnog broja ¢estica [ﬁ N ] = 0. Pokazati da tada vazi selekciono

pravilo

(@h, ...al ap.ap) o< O

odnosno za n # m data srednja vrednost je jednaka nuli, dok moze biti nenulta samo za n = m. Pod usrednjavanjem
se podrazumeva termodinamicko usrednjavanje

S i)

Tre—AH

Neka Hamiltonijan sistema komutira sa operatorom ukupnog impulsa sistema [ﬁ ,f’] = 0. Pokazati da tada vazi
selekciono pravilo
n m
(@f, ...al apr .. ap ) o8 (Zpi,ng> ,
i=1 =1

n m n m
odnosno za Z p: # Z p; data srednja vrednost je jednaka nuli, dok moze biti nenulta samo za Z pi = Z p;. Pod
i=1 i=1 i=1 i=1
usrednjavanjem se podrazumeva termodinamicko usrednjavanje. Specijalno, kako izgleda izvedeno selekciono pravilo
ako pored [H,P] =0 vazii [H,N] =07

Posmatrati sistem opisan Hamiltonijanom iz zadatka [} Znajuéi da je operator gustine broja Cestica definisan kao u
zadatkul definisuéi operator gustine struje cestica j(,r) tako da vazi jednacina kontinuiteta d; (¢, r) + div j(t,r) = 0,
pokazati da je operator gustine struje cestica dat izrazom

i(t.x) = g 3 (5 00) (Ve () = (VL0 Do)

2mi

Vremenski zavisni operatori su definisani u Heisenbergovoj slici p(t,r) = enf!j(r)e™n

Napisati Hamiltonijan sistema identi¢nih cestica mase m i naelektrisanja ¢ u elektromagnetnom polju opisanom poten-
cijalima ®(¢,r) i A(t,r) koristeéi operatore polja. Znajuéi da je varijacija Hamiltonijana ¢ H usled varijacije vektorskog

potencijala 0 A (¢,r) oblika
/ drj. (x) - 2ALT).
c

izvesti da se operator gustine elektricne struje j. (r) moze zapisati u obliku

5ete) = 5 37 (9408 (Vet0)) = (V110)) o) — A C0) S 10

SH

Pokazati da je Fourierova transformacija j(q) operatora gustine struje Eestica j(r) definisanog u zadatku data

izrazom 5
2 q\ . N
i(a) = ; m (k + 5) aI{,aa’kJrq,a"

Posmatrati sistem dva identi¢na interagujuéa linearna harmonijska oscilatora (masa m, frekvencija w), ¢ija je interakcija
opisana Hamiltonijanom lflint = 129, gde su 1, T2 operatori koordinate za pojedinac¢ne oscilatore. Posmatrati
transformaciju operatora . R
X1 =21 +T2, Xo=1=T1— T2

Prepisati Hamiltonijan sistema pomocu operatora X 1, Xg i njima konjugovanih impulsa Pl, Pg. Koristeéi zadatak
pokazati da je moguce uvesti kreacione i anihilacione operatore tako da se Hamiltonijan raspreze na sistem dve neinte-
ragujuce bozonske mode. Cemu su jednake frekvencije dobijenih bozonskih moda? Napisati odgovarajuée komutacione
relacije.

Nadi energijski spektar Hamiltonijana

B
H=cala+ Slaa+ atah)

koriste¢i kanonsku transformaciju a = ub + UBT, gde su u,v realne konstante. Operatori @,a' (kao i operatori l;, I;T)
zadovoljavaju bozonske komutacione relacije, dok za konstante € i § vazi [0/¢| < 1.



