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1 Uvod
Jedan od najva�nijih ciǉeva fizike qvrstog staǌa je nala�eǌe novih ma-

terijala sa interesantnim transportnim, optiqkim i termodinamiqkim svo-
jstvima. Neki od poznatijih primera su visoko-temperaturni superprovod-
nici, kvantni Holovi sistemi, sistemi texkih fermiona, dopirani polupro-
vodnici i drugi. Razumevaǌe i objaxǌeǌe fiziqkih osobina ovih sistema
predstavǉa izazov i glavni zadatak mnogim teorijskim fiziqarima. Glavna
potexko�a u razvijaǌu teorije je postojaǌe vixe konkurentnih procesa u
okviru jedne pojave. Neke interakcije mogu da favorizuju metalno ponaxaǌe,
feromagnetizam, dok druge mogu da favorizuju lokalizaciju valentnih elek-
trona i/ili antiferomagnetizam.

Fiziqke osobine metala - dobrih provodnika - se odliqno opisuju mod-
elom slobodnih (neinteraguju�ih) elektrona u statiqkom usredǌenom poǉu
ostalih elektrona i poǉa jona rexetke [1]. Taj model objaxǌava i pos-
tojaǌe zonskih izolatora kod kojih je provodna zona potpuno popuǌena, a
slede�a je suvixe daleko od Fermijevog nivoa. Me�utim kod nekih mater-
ijala sa delimiqno popuǌenom provodnom zonom, takav opis nije dobar, jer
elektroni ”provode“ vixe vremena u blizini odre�enog atoma, ili qvora
kristalne rexetke i imaju tendenciju da se lokalizuju. Elektroni poqiǌu
da ose�aju jedni druge i efekti korelacija poqiǌu bitno da utiqu na ǌi-
hovo kretaǌe. Odnos Kulonove (potencijalne) i kinetiqke energije elektrona
raste. Kao rezultat toga, delokalizacija elektrona postaje maǌe energetski
povoǉna [2]. U nekim ekstremnim sluqajevima elektroni ostaju lokalizo-
vani oko qvorova rexetke i materijal postaje izolator - Motov (Mott) izo-
lator. Motov metal-izolator prelaz, dakle, nastaje usled jakog Kulonovog
odbijaǌa elektrona u delimiqno popuǌenoj valentnoj zoni. Qini se da su
modeli slobodnih (”putuju�ih“) i lokalizovanih elektrona potpuno razdvo-
jeni i da opisuju potpuno razliqite pojave. Najinteresantnije pojave, koje
je i najte�e objasniti, su one u kojima koegzistiraju lokalizovani elek-
troni na kratkim vremenskim skalama i delokalizovani na dugim. U takvim
sluqajevima, elektroni se nalaze, ”lebde“, izme�u ova dva staǌa. To pred-
stavǉa izvor mnogih fiziqkih fenomena za qije objaxǌeǌe je neophodno
razmixǉati na oba naqina: i talasno (impulsni prostor, delokalizovani
elektroni) i qestiqno (realni prostor, lokalizovani). Izrazit primer
ovakvih sistema su visokotemperaturski superprovodnici. Neke ǌihove os-
obine se mogu opisati slobodnim elektronima, a neke vezanim. Za sada ne
postoji jedinstvena teorija koja dobro opisuje sva svojstva superprovodnika.

Predmet istra�ivaǌa ovog rada su transportne osobine neure�enog met-
ala u blizini Motovog prelaza. Primenili smo dinamiqku teoriju sredǌeg
poǉa [3, 4] na Habardov (Hubbard) model popuǌenosti 1/2 u qistom sluqaju i u
prisustvu neure�enosti. Izraqunali smo i analizirali provodnost sistema
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za razliqite nivoe interakcije, neure�enosti i na razliqitim temperatu-
rama. Za nala�eǌe lokalne Grinove funkcije korix�en je ”NCA“ [5] algo-
ritam za rexavaǌe problema Andersonove neqisto�e. Dobijeni rezultati
u najve�oj meri kvalitativno korektno opisuju fiziku u blizini Motovog
prelaza, ali i jasno ukazuju na nedostatke NCA aproksimacije, zbog qega
�e biti neophodan boǉi algoritam za dobijaǌe detaǉnih i kvantitativno
pouzdanih rezultata.

Rad je organizovan na slede�i naqin. U poglavǉu 2 su uvedene osnovne
ideje dinamiqke teorije sredǌeg poǉa i ukazano je kroz primere na znaqaj
efekata neure�enosti u mnogim jako korelisanim materijalima. Glavni
rezultati rada su izlo�eni u poglavǉu 3. Zakǉuqni komentari ukazuju na
neposredne pravce za nastavak rada.
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2 Motov metal-izolator prelaz u dinamiqkoj
teoriji sredǌeg poǉa

Motov metal-izolator prelaz se ne mo�e uspexno objasniti pomo�u teorije
sredǌeg poǉa Hartri-Fok (Hartree-Fock) tipa, koja je efektivno jedno - elek-
tronska teorija. U mnogim metalima koji sadr�e delimiqno popuǌene d,
ili f orbitale, kao xto su mangan, vanadijum, cerijum, valentni elektroni
ose�aju jako me�usobno Kulonovo odbijaǌe. Takvi jako korelisani elektroni
se ne mogu opisati kao slobodni u statiqkom usredǌenom poǉu ostalih elek-
trona, xto je zapravo Hartri-Fok pristup. U ovom radu �emo koristiti
dinamiqku teoriju sredǌeg poǉa (dinamical mean-field theory), ili skra�eno
DMFT, koja sa uspehom opisuje efekte jakih elektronskih korelacija. Za ra-
zliku od statiqke teorije sredǌeg poǉa, DMFT u potpunosti uzima u obzir
kvantne fluktuacije, dozvoǉavaju�i razmenu qestica izme�u
odre�enog qvora i ǌegovog okru�eǌa. DMFT je matematiqki dobro defin-
isana teorija koja postaje egzaktna u limesu velikog kordinacionog broja.
Ovaj metod i ǌegova uopxteǌa su dala znaqajan doprinos razumevaǌu fizike
jako korelisanih sistema i uspexno opisali mnoge materijale u kojima se
javǉaju jake korelacije. Dinamiqka teorija sredǌeg poǉa se pokazala naro-
qito korisnom u prouqavaǌu fizike u blizini Motovog metal-izolator
prelaza.

2.1 Dinamiqka teorija sredǌeg poǉa
Dinamiqka teorija sredǌeg poǉa predstavǉa uopxteǌe klasiqne, Vajsove

(Weiss), teorije sredǌeg poǉa koja aproksimira rexetku sa mnogo stepeni
slobode jednim efektivnim qvorom sa svega nekoliko stepeni slobode, spreg-
nutim sa rezervoarom koji opisuje ostatak sistema, slika 1. Rezervoar je
predstavǉen efektivnim (Vajsovim) poǉem koje se dobija samousaglaxenim
rexavaǌem problema.

Glavne ideje �e biti predstavǉene na primeru Habardovog modela, za
koga se mo�e re�i da je najjednostavniji, a ispostavǉa se i najboǉi model
za opis jako korelisanih sistema. Hamiltonijan ovog modela ima slede�i
oblik:

H = −
∑
ij,σ

ti,jd
†
iσdjσ + U

∑
i

ni↑ni↓ + ε0

∑
iσ

niσ, (1)

gde je niσ = d†iσdiσ okupaciono broj qvora i, a parametar U odre�uje jaq-
inu (ekranirane) Kulonove interakcije. Iz oblika hamiltonijana mo�emo
videti da opisuje skup ”atoma“ sa jednom orbitalom, stavǉenih u qvorove i
periodiqne rexetke. Izolovani atom ima qetiri svojstvena staǌa: |0〉, | ↑〉,
| ↓〉, | ↑↓〉, sa svojstvenim vrednostima (energijama), 0, ε0, ε0, U + 2ε0, respek-
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Slika 1: Teorija sredǌeg poǉa zameǌuje rexetku jednim qvorom spregnutim
sa samousaglaxeno odre�enim rezervoarom.

tivno. Orbitale susednih qvorova se preklapaju tako da elektroni mogu da
”preskoqe“ sa jednog na drugi qvor sa verovatno�om tij (hopping amplitudom).

Glavna veliqina na koju se DMFT oslaǌa je lokalna Grinova funkcija na
jednom qvoru rexetke [3, 4]

Gσ
ii(τ − τ ′) ≡ −〈Tdiσ(τ)d†iσ(τ ′)〉 (2)

U klasiqnoj teoriji sredǌeg poǉa, lokalna magnetizacija mi = 〈Si〉 je odred-
jena spinom na qvoru i koji interaguje sa efektivnim poǉem okolnih spinova.
Analogno, ovde uvodimo reprezentaciju lokalne Grinove funkcije koja opisuje
atom koji je spregnut (hibridizovan) sa efektivnim rezervoarom. Ovo se
mo�e opisati hamiltonijanom modela Andersonove neqisto�e

HAIM = Hatom +Hbath +Hcoupling, (3)

gde je

Hatom = Und
↑n

d
↓ + (ε0 − µ)(nd

↑ + nd
↓),

Hbath =
∑
iσ

ε̃ia
†
iσaiσ,

Hcoupling =
∑
iσ

Vi(a
†
iσdσ + d†σaiσ). (4)

U ovim izrazima je uveden skup neinteraguju�ih fermiona (a†), koji pred-
stavǉaju stepene slobode qestica efektivnog rezervoara (cavity field, hybridiza-
tion function), koji okru�uje qvor i. Parametre ε̃i i Vi, treba izabrati tako
da se Grinove funkcije d-orbitala (neqisto�a) u jednaqini (4) poklapa sa
lokalnom Grinovom funkcijom rexetke Habardovog modela. Zapravo, ovi
parametri ulaze jedino kroz hibridizacionu funkciju:

∆(iωn) =
∑

l

|Vl|2
iωn − ε̃l

. (5)
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Ovo se mo�e lako videti ako problem pretoqimo u oblik koji ne ukǉuquje
eksplicitno stepene slobode rezervoara. To, me�utim, zahteva korix�eǌe
formalizma efektivnog dejstva. Kada izvrximo integraciju po stepenima
slobode rezervoara, dobijamo efektivno dejstvo za ”neqisto�u“ u obliku:

Seff = −
∫ β

0

dτ

∫ β

0

dτ ′
∑

σ

d+
σ (τ)G−1

0 (τ − τ ′)dσ(τ ′) + U

∫ β

0

dτn↑(τ)n↓(τ), (6)

gde je
G−1

0 (iωn) = iωn + µ− ε0 −∆(iωn). (7)

Vidimo da lokalno dejstvo opisuje efektivnu dinamiku lokalnog qvora, pod
qim se podrazumeva: fermion se stvara na tom qvoru u trenutku τ (dolazi iz
rezervoara, tj. sa nekog drugog qvora rexetke) i nestaje u trenutku τ ′ (ponovo
se vra�a u rezervoar). Dokle god su prisutna dva fermiona (sa suprotnim
spinom) u istom trenutku, energija interakcije U je ukǉuqena. Odavde se
mo�e lako uoqiti da efektivno dejstvo opisuje fluktuacije izme�u qetiri
atomska staǌa |0〉, | ↑〉, | ↓〉, | ↑↓〉. G0 se mo�e interpretirati kao kvantna gener-
alizacija Vajsovog efektivnog poǉa u klasiqnom sluqaju. Osnovna razlika
izme�u klasiqnog sluqaja (teorija sredǌeg poǉa) i kvantnog (DMFT ) je ta
da je u drugom sluqaju dinamiqko sredǌe poǉe funkcija energije (ili vre-
mena), umesto samo broja (polo�aj qvora). Ova zavisnost je neophodna da
bi se potpuno uraqunale lokalne kvantne fluktuacije, xto je i svrha uvo-
�eǌa DMFT -a. G0 tako�e igra ulogu neinteraguju�e Grinove funkcije za
efektivno dejstvo Seff , ali je ne treba mexati sa neinteraguju�om (U = 0)
lokalnom Grinovom funkcijom kristalne rexetke.

Do sada smo uveli kvantnu generalizaciju efektivnih Vajsovih poǉa G0

i reprezentaciju lokalne Grinove funkcije G(τ − τ ′) ≡ −〈Td(τ)d+(τ ′)〉Seff
. U

daǉem postupku, potrebno je jox na�i vezu izme�u ove dve veliqine. U kla-
siqnom sluqaju je to bila relacija za samousaglaxeno rexavaǌe (relacija
samousaglaxenosti). Jedan od naqina da se dobije ova veza je da se defin-
ixe sopstvena energija (self-energy) pomo�u interakcione Grinove funkcije
G i Vajsovog dinamiqkog sredǌeg poǉa, na slede�i naqin

Σimp(iω) ≡ G−1
0 (iω)−G−1(iω)

= iωn + µ− ε0 −∆(iωn)−G−1(iωn) (8)

Sa druge strane, sopstvena energija rexetke je definisana pomo�u Grinove
funkcije Gij(τ − τ ′) ≡ −〈Tdi,σ(τ)d+

j,σ(τ ′)〉. U impulsnom prostoru

G(k, iωn) =
1

iωn + µ− ε0 − εk − Σ(k, iωn)
, (9)

gde je εk (disperziona relacija) odre�ena Furijeovim transformom hopping
integrala.

εk ≡
∑

n

tmne
ik(Rm−Rn) (10)
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Na ovom mestu vrximo aproksimaciju, da se sopstvena energija rexetke pok-
lapa sa sopstvenom energijom neqisto�e. Zapravo, ovde smo zanemarili sve
nelokalne komponente Σij i aproksimirali sopstvenu energiju na odre�enom
qvoru sa sopstvenom energijom neqisto�e Σimp,

Σii ' Σimp, Σi6=j ' 0. (11)

Oqigledno je, da je ovo dobra aproksimacija, samo ako vodi jedinstvenom
rexeǌu Grinove funkcije na jednom qvoru koja se poklapa sa Grinovom funkci-
jom neqisto�e. Ako izvrximo sumiraǌe po k u jednaqini (2), dobijamo
lokalnu Grinovu funkciju na i-tom qvoru. Kada iskoristimo jednaqinu (8),
dolazimo do uslova samousaglaxenosti

∑

k

1

∆(iωn) +G(iωn)−1 − εk
= G(iωn), (12)

gde je suma po impulsima normirana na jedinicu (
∑

k 1 = 1).
Mo�emo da definixemo neinteraguju�u gustinu staǌa na slede�i naqin

D(ε) ≡
∑

k

δ(ε− εk). (13)

Koriste�i se prethodnom definicijom, suma u jednaqini (12), postaje
∫
dε

D(ε)

∆(iωn) +G(iωn)−1 − ε
= G(iωn). (14)

Dobijeni uslov samousaglaxenosti povezuje, za svaku frekvenciju, dinamiqko
sredǌe poǉe ∆(iωn) i lokalnu Grinovu funkciju G(iωn). Ovim smo zatvorili
skup jednaqina koje, u principu, u potpunosti, odre�uju dve funkcije, ∆ i G
(odnosno G0 i G).

Mo�e se napraviti iterativni ”recept“ za nala�eǌe samousaglaxenog
rexeǌa. Polazna taqka je funkcija G0 = iωn + µ− ε0 −∆, koja se pretpostavi
u nekom obliku (od oblika zavisi broj iteracija). Potom se izraqunava
Grinova funkcija neqisto�e G korix�eǌem odgovaraju�eg algoritma. Pos-
toji nekoliko naqina za nala�eǌe Grinove funkcije Andersonove neqisto�e
[3]. U ovom radu �emo koristiti ”NCA“ aproksimaciju [5], koja se dobija
u najni�em (drugom) redu perturbacije po hibridizaciji V . Sopstvena en-
ergija neqisto�e se izraqunava po formuli (8), Σimp(iω) = G−1

0 (iω) − G−1(iω).
Nova lokalna Grinova funkcija se dobija integraǉeǌem (14), a nova Vajsova
funkcija iz relacije G−1

0,novo = G−1 + Σimp. Ona se ubacuje na poqetak i poqiǌe
nova iteracija. Procedura se ponavǉa sve dok se ne dostigne konvergencija.
Ovo je xematski prikazano na slici 2.

Prvi veliki uspeh dinamiqke teorije sredǌeg poǉa je uspexan opis Mo-
tovog metal-izolator prelaza u oksidima prelaznih metala, poput V2O3, koji
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Slika 2: DMFT iterativna petǉa. Gorǌa strela predstavǉa NCA, doǌa
postupak za dobijaǌe nove Vajsove funkcije.

poseduju jedan valentni elektron po qvoru rexetke. Osnovni opis ovih sis-
tema je dat Habardovim modelom popuǌenosti 1/2 (jedan elektron po qvoru).
Spektar jednoqestiqnih ekscitacija (gustina staǌa) se meǌa sa interak-
cijom U . Kao dodatak niskoenergetskim kvaziqesticama (koje imaju spek-
tralnu te�inu Z), jednoqestiqni spektar jako korelisanog metala sadr�i
visokoenergetske ekscitacije spektralne te�ine 1 − Z. Rezultat ovoga je
postojaǌe tri pika u gustini staǌa A(ω) =

∑
kA(k, ω). Sredixǌi pik je

kvaziqestiqni i nalazi se na Fermijevoj energiji, a okru�uju ga Habardovi
pikovi. Sa pribli�avaǌem Motovom metal-izolator prelazu, spektralna
te�ina kvaziqestiqnog dela se smaǌuje. U izolatoru, ni�a i vixa Habar-
dova zona su razdvojene energijskim procepom. Na slici 4 je prikazana ekspe-
rimantelna potvrda DMFT teorije dobijena fotoemisionim spektroskopskim
mereǌima na vanadijum oksidu.
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Slika 3: Lokalna spektralna funkcija za nekoliko vrednosti jaqine inter-
akcije [3]. Vidimo kako se kvaziqestiqni pik su�ava i na kraju potpuno
nestaje, sa porastom jaqine interakcije. Za U/D = 4 imamo energecki procep
izme�u Habardovih zona.

Slika 4: Fotoemisioni spektar vanadijum oksida (V2O3) u blizini metal-
izolator prelaza. DMFT proraqun (linija) prati kvalitativne osobine
eksperimentalnog spektra. Teorija daje oxtar kvaziqestiqni pik centriran
na Fermijevom nivou i Habardove zone. Fotoni ve�e energije (plave taqke)
su maǌe osetǉivi na kvalitet povrxine i boǉe prikazuju kvaziqestiqni pik.
Preuzeto iz [2].

9



2.2 Motov metal-izolator prelaz u neure�enim sistemima
U posledǌih dvadesetak godina, otkrivene su razliqite klase jako ko-

relisanih materijala sa strukturom koja znatno odstupa od idealno peri-
odiqne. To je naroqito sluqaj kod kompleksnih materijala koji se dobi-
jaju dopiraǌem, odnosno zamenom jednog atoma polaznog jediǌeǌa atomom
druge vrste. Polo�aj dopiranog atoma u rexetki je najqex�e sluqajan i
sistem postaje neure�en. Objaxǌeǌe fiziqkih osobina ovih materijala
predstavǉa veliki intelektualni izazov i istovremeno obe�ava znaqajne
tehnoloxke primene. Zbog toga je razumevaǌe osobina sistema u re�imu
gde su jake i elektronske korelacije i efekti neure�enosti jedan od najva�-
nijih otvorenih problema u savremenoj fizici kondenzovane materije. Ovo
�emo ilustrovati na nekoliko primera.

Slika 5 je preuzeta sa postera radionice ”Complex behavior in correlated
electron systems”, Leiden 2005. i pokazuje xirok spektar faza koje se mogu jav-
iti u mangan-oksidima. Slika 6 je dobijena iz tunelnih spektroskopskih
mereǌa (scanning tunnelling microscopy) na visokotemperaturnim superprovod-
nicima, materijalima koji se dobijaju dopiraǌem Motovog izolatora. Ve-
liki napredak u eksperimentalnim tehnikama, koje sada omogu�avaju lokalna
mereǌa na nanoskopskoj prostornoj skali, sve vixe ukazuje na znaqaj efekata
neure�enosti. Jedan od naqina da se efekti neure�enosti sistematski prouqe

Slika 5: Perkolaciona provodnost u polumetalnoj-feromagnetnoj i fer-
oelektriqnoj leguri ((La, Lu, Sr)MnO3) [9]. ǈubiqaste oblasti odgo-
varaju xestougaonim LuMnO3 (feroelektrik i antiferomagnetik), dok svetle
oblasti predstavǉaju ortorombiqne (La, Sr)MnO3 (feromagnetni metal).
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Slika 6: Prostorna raspodela superprovodnog procepa u Bi2Sr2CaCu2O8+δ

na T = 30K (levi panel) i rapodela provodnosti u normalnoj fazi na T =
93K.[14]

je unoxeǌe strukturnih defekata putem ozraqavaǌa materijala. Slika 7
prikazuje temperaturnu zavisnost otpora organskog kvazi-dvodimenzionog
materijala κ− (BEDT − TTF )2Cu(SCN)2 za razliqite nivoe ozraqenosti.

Slika 7: Otpor κ − (BEDT − TTF )2Cu(SCN)2 u funkciji temperature [6].
Strukturna neure�enost je proporcionalna stepenu ozreqenosti materijala
putem X-zraka.

Dinamiqka teorija sredǌeg poǉa pru�a odliqan (mo�da i jedini!) teori-
jski okvir za prouqavaǌe jako korelisanih neure�enih sistema. Slika 8
prikazuje fazni dijagram za Habardov model popuǌenosti 1/2 u prisustvu
neure�enosti. Za razliku od qistog, u neure�enom sluqaju potrebno je sa-
mousaglaxeno rexiti Andersonov problem za ansambl neqisto�a.
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Slika 8: DMFT fazni dijagram za neure�eni Habardov model na tempera-
turi T = 0 [7, 8]. Za malu neure�enost W , metal-izolator prelaz nastaje
usled jake interakcije U (Motov prelaz). Pri slaboj interakciji, prelaz je
Andersonovog tipa - jaka neure�enost dovodi do lokalizacije elektronskih
talasnih funkcija. DMFT metod je u mogu�nosti da opixe metal-izolator
prelaz u re�imu gde su jaki i interakcija i neure�enost (Mot-Anderson
prelaz).
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3 Provodnost u blizini Motovog prelaza
U ovom, centralnom poglavǉu diplomskog rada, bi�e predstavǉeni naxi

glavni rezultati. DMFT jednaqine su rexene za Habardov model popu-
ǌenosti 1/2 u qistom sluqaju i u prisustvu neure�enosti. Izraqunali
smo gustine staǌa i provodnost sistema za razliqite nivoe interakcije,
neure�enosti i na razliqitim temperaturama. Za nala�eǌe lokalne Grinove
funkcije korix�en je NCA algoritam [5] za rexavaǌe problema Andersonove
neqisto�e.

3.1 Grinove funkcije za Andersonovu neqisto�u u “NCA“
aproksimaciji

”Nepresecaju�a“ aproksimacija (noncrossing approximation, NCA) predstavǉa
najjednostavniju aproksimaciju u rexavaǌu Andersonovog problema. Sadr�i
najni�e qlanove u perturbativnom razvoju po hibridizacionoj funkciji i
prvobitno je razvijena za sluqaj beskonaqne jaqine interakcije U . Me�u-
tim, za opis fizike Motovog metal-izolator prelaza neophodna nam je gen-
eralizacija koja dobro opisuje sisteme sa konaqnom jaqinom interakcije.
Predstavi�u ukratko ovu generalizaciju. Ona oquvava simetriju virtuel-
nih prelaza na prazne, ili dvostruko popuǌene, lokalne nivoe. Ova osobina
je neophodna za dobijaǌe taqne Kondo temperature TK [15]. Vide�emo da za
dobijaǌe kvalitativno korektne Kondo temperature nije dovoǉno zadr�ati
se na prvom qlanu razvoja.

Razmotri�emo sistem u kome se lokalna neqisto�a (d nivo) hibridizuje
sa provodnim elektronskim staǌima. Energija Ed mo�e biti maǌa, ili ve�a
od Fermijeve energije, u zavisnosti od popuǌenosti nivoa. Dva elektrona
sa spinovima ↑ i ↓ na lokalnom nivou interaguju Kulonovom interakcijom U .
Pretpostavi�emo da su lokalna staǌa kreirana kvaziqestiqnim operatorima
b† (nepopuǌeno staǌe), f †σ (jednostruko popuǌeno staǌe sa spinom σ) i a†

(dvostruko popuǌeno staǌe), koji deluju na vakuumsko staǌe bez neqisto�e.
fσ je fermionski operator, a a i b su bozonski operatori koje �emo zvati
texki i laki, respektivno. Kreacioni operator lokalnog (fiziqkog) elek-
trona mo�e se napisati kao d†σ = f †σb + σa†f−σ, gde kvaziqestiqni okupacioni
brojevi moraju da zadovoǉavaju uslov

Q = a†a+ b†b+
∑

σ

f †σfσ = 1. (15)

Ovaj uslov izra�ava qiǌenicu da je u bilo kom trenutku vremena neqisto�a
u taqno jednom od staǌa: prazno, jednostruko, ili dvostruko popuǌeno.
Hamiltonijan Andersonovog modela izra�en preko kvaziqestiqnih opera-
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tora, dobija oblik

H =
∑

~k,σ

ε~kc
†
~kσ
c~kσ +Ed(2a

†a+
∑

σ

f †σfσ)+Ua†a+
∑

~k,σ

V (c†~kσ
b†fσ +σc†~kσ

f †−σa+H.c.), (16)

gde su c†~kσ
fermionski operatori koji kreiraju elektrone u provodnim staǌ-

ima |~kσ〉 sa energijom εk. V je hibridizacioni matriqni elment.
Jednoqestiqne Grinove funkcije se mogu izraziti preko sopstvenih en-

ergija Σf,b,c(iω) kao

Gfσ(iω) = [iω + µ− Ed − Σf (iω)]−1 ,

Gb(iω) = [iω + µ− Σb(iω)]−1 ,

Ga(iω) = [iω + µ− 2Ed − U − Σa(iω)]−1 . (17)

Lokalna Grinova funkcija provodnih elektrona ima oblik

Gcσ(iω) =
{[
G0

cσ(iω)
]−1 − Σcσ(iω)

}−1

, (18)

gde je
G0

cσ(iω) =
∑

~k

G0
cσ(~k, iω) =

∑

~k

[iω − εk]
−1 . (19)

Najlakxi naqin za izvo�eǌe aproksimacije je pomo�u odgovaraju�eg Latin
er-
Vord (Luttinger-Ward) funkcionala Φ iz koga raqunamo korelacione funkcije
i sopstvene energije. Izbor dijagrama za odre�enu aproksimaciju zavisi od
toga, koji je dominantni proces u sistemu. Funkcional sadr�i Fajmanove
dijagrame sastavǉene od kvaziqestiqnih Grinovih funkcija (Gf , Gb, Ga, Gc).
Sopstvene energije (Σf , Σb, Σa, Σc) se izraqunavaju pomo�u formule

Σµ =
δΦ

δGµ

. (20)

NCA je zapravo najgrubǉa aproksimacija (najni�i red u razvoju pohibridizaciji
V ) naxeg modela. Latin
er-Vord funkcional u ovom sluqaju je prikazan na
slici 9. Vidimo da su uzeti samo dijagrami u kojima nema presecaǌa linija.
To je i bila inspiracija za naziv aproksimacije.

Slika 9: Dva najni�a qlana u razvoju Latin
er-Vord funkcionala. Puna,
isprekidana, krivudava i cik-cak linija predstavǉaju provodni elektron c,
pseudofermion f , laki bozon b i texki bozon a, respektivno.
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3.2 Gustina staǌa blizu Motovog prelaza
Ukratko �u predstaviti DMFT jednaqine za Bete (Bethe) rexetku, izlo�iti

rezultate za gustinu staǌa i uporediti ih sa onim za hiperkubnu rexetku.

3.2.1 Bete rexetka

Videli smo, u poglavǉu 2.1, opxtu proceduru za nala�eǌe samousa-
glaxenog rexeǌa dinamiqkog sredǌeg poǉa. Sada �emo to primeniti na
sluqaj Bete rexetke, slika 10. Ono xto nama, u stvari treba, je lokalna
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Slika 10: Xemacki prikaz Bethe rexetke sa koordinacionim brojem z = 3.

Grinova funkcija, jer iz ǌe nalazimo lokalnu gustinu staǌa

A(ω) =
−1

π
ImG(ω). (21)

Kada se razmatra sluqaj beskonaqno velikog koordinacionog broja (z →∞),
mora se skalirati hopping qlan, tij = t/

√
z, jer bi u suprotnom funkcije di-

vergirale. Grinova funkcija neinteraguju�ih elektrona na Bete rexetki
ima oblik

G0(ω) =
ω −√ω2 − 4t2

2t2
, (22)

a gustina staǌa ima oblik poluelipse

D(ε) =
1

2πt2

√
4t2 − ε2, |ε| < 2t. (23)

Relacija samousaglaxenosti se ovde bitno uprox�ava

G−1
0 (iωn) = iωn + µ− t2G(iωn). (24)

Hibridizaciona funkcija ∆, je stoga vrlo jednostano povezana sa lokalnom
Grinovom funkcijom

∆ = t2G. (25)
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3.2.2 DMFT rezultati za Bete rexetku

U ovom delu �u izlo�iti numeriqke rezultate. Svi rezultati su izra�eni
u relativnim jedinicama: jedinica za energiju je jednaka poluxirini zone
(D) za neinteraguju�i sistem. DMFT jednaqine za Habardov model popu-
ǌenosti 1/2 su rexene na primeru Bete rexetke. Za rexavaǌe Anderson-
ovog problema, koji je tehniqki najzahtevniji korak u rexavaǌu DMFT jed-
naqina, koristili smo NCA kod, koji smo dobili od Kristjana Haulea sa
Univerziteta ”Rutgers”, ǋu �ersi, SAD.

Za proveru koda, ponovili smo rezultate iz reference [12] i dobili pot-
puno slagaǌe rezultata, slika 11. Rezultat za jaqinu interakcije U = 1.5 je
kvalitativno dobar, dok je u sluqaju U = 0.1 rezultat oqigledno lox (oqeku-
jemo gustinu staǌa oblika poluelipse). Ovako lox rezultat za sluqaj slabih
korelacija je posledica grube aproksimacije primeǌene u NCA algoritmu.
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Slika 11: Gustina staǌa za Bete rexetku u jako korelisanom (U = 1.5) i
slabo korelisanom (U = 0.1) sluqaju.

Na slici 12 su prikazani DMFT rezultati za Bete rexetku. Za poqetak
prodiskutujmo grafike za qist sluqaj (crvene linije). Na spektru se mogu
uoqiti tri pika. Visokoenergetski pikovi su ni�a i vixa Habardova zona
centrirane simetriqno oko Fermijevog nivoa na energijama ±U/2. ǋih razd-
vaja uzak kvaziqestiqni pik koji se nalazi na Fermijevom nivou. Uoqǉivo je
da se kvaziqestiqni pik su�ava, sa rastom interakcije, za U = 1.7 je priliqno
uzak. Odatle mo�emo zakǉuqiti da se sistem (za parametre T = 0.01 i U = 1.7)
nalazi u blizini Motovog metal-izolator prelaza. Kritiqna interakcija Uc

je pribli�no 1.9. Za vrednosti U > Uc potpuno nestaje kvaziqestiqni pik,
nastaje procep u energetskom spektru i imamo izolator. Kada xirina pika
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postane vrlo mala, DMFT jednaqine sadr�e dve vrlo razliqite energetske
skale, jednu datu interakcijom U , a drugu xirinom pika.
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Slika 12: Gustina staǌa (zavisnost imaginarnog dela Grinove funkcije od
frekvencije). Prikazani su grafici na temperaturi T = 0.01 i za jaqine
interakcije U = 1.2, U = 1.4, U = 1.5, U = 1.7, respektivno. Na svakom
grafiku se nalaze krive za nekoliko neure�enosti.

Posmatrali smo sistem razliqite stepene neure�enosti. Hamiltonijan
neure�enog Habardovog modela je

H = −
∑
ij,σ

ti,jd
†
iσdjσ + U

∑
i

ni↑ni↓ +
∑
iσ

εiniσ. (26)

Neure�enost modelujemo sluqajnim potencijalom εi, uzetim iz uniformne
raspodele na intervalu [−W/2,W/2]. Grinovu funkciju smo raqunali usred-
ǌavaǌem po lokalnoj Grinovoj funkciji

G(iωn) =

∫
dεjP (εj)Gj(iωn), (27)
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gde je P (εj) raspodela neure�enosti. Uoqava se da neure�enost utiqe na
gustinu staǌa tako xto sni�ava Habardove pikove, dok se kvaziqestiqni
pik se xiri. To efektivno odgovara smaǌeǌu jaqine interakcije, odnosno
udaǉavaǌu od metal-izolator prelaza.
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Slika 13: Gustina staǌa za Bete rexetku na temperaturi T = 0.1 i za jaqine
interakcije U = 1.2, U = 1.4, U = 1.5, U = 1.7, respektivno. Na svakom
grafiku se nalaze krive za nekoliko jaqina neure�enosti W = 0, 0.5, 1, 1.5, 2.

Interesantno je pogledati xta se dexava na vixim temperaturama. Slika
13 predstavǉa DMFT rezultate za Bete rexetku na temperaturi T = 0.1.
Vidimo da na toj temperaturi za jaqinu neure�enosti U = 1.7 nema kvaziqes-
tiqnog pika. Upore�uju�i slike 12 i 13 mo�emo zakǉuqiti da je kvaziqes-
tiqni pik vrlo osetǉiv na promenu temperature. ǋegova visina se smaǌuje
kada raste temperatura i pik nestaje kada temperatura dostigne karakter-
istiqnu vrednost ε∗F reda xirine pika na T = 0, ostavǉaju�i pseudo procep
na Fermijevoj energiji. To znaqi da ne postoje dugo�ivu�e kvaziqestice na
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temperaturi iznad ε∗F . Odgovaraju�a spektralna te�ina se raspodeǉuje u
velikom opsegu energija reda U (koje je mnogo ve�e od temperature). Ovo po-
tse�a na Kondo sistem, xto nije iznena�eǌe poxto znamo da DMFT ustanov-
ǉava formalnu i fiziqku vezu izme�u metala u blizini Motovog prelaza i
Kondo problema. Lokalni moment koji postoji na malim vremenskim skalama
je ekraniran izmenskim Kondo procesom koji ukǉuquje niskoenergecki deo
elektronskog gasa. Preraspodela spektralne gustine je karakteristiqna za
jako korelisane sisteme.

3.2.3 DMFT rezultati za hiperkubnu rexetku

Predstavi�u, u ovom delu, rezultate dobijene za qistu hiperkubnu rexetku.
Jedina razlika u DMFT jednaqinama za Bete i hiperkubnu rexetku je u nein-
teraguju�oj gustini staǌa. Gustina staǌa neinteraguju�ih elektrona na
hiperkubnoj rexetki ima Gausov oblik

D(ε) =
1

t
√

2π
exp

(
− ε2

2t2

)
. (28)

Uslov samousaglaxenosti je nexto slo�eniji nego za Bete rexetku i im-
plementirali smo ga koriste�i relaciju (14). Kritiqna jaqina interakcije
je nexto ve�a nego kod Bete rexetke. Sa slike 14, me�utim, vidimo da je
gustina staǌa blizu metal-izolator prelaza veoma sliqna gustini za Bete
rexetku, xto potvr�uje poznatu qiǌenicu da DMFT rezultati veoma malo
zavise od detaǉnog oblika gustine staǌa neinteraguju�eg sistema.
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Slika 14: Gustina staǌa za hiperkubnu rexetku na temperaturi T = 0.02 i
za jaqine interakcije U = 2, U = 2.2.
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3.3 Optiqka provodnost
Istra�ivaǌe elektriqnih osobina materijala na konaqnim frekvnci-

jama zahteva korix�eǌe optiqke spektroskopije. Optiqka spektroskopija
obezbe�uje direktan uvid u frekventnu zavisnost provodnosti. Optiqka
provodnost (σ) definixe se relacijom

~j(ω) = σ(ω) ~E(ω). (29)

Ona se mo�e izraqunati iz korelacione funkcije [10]

σ(ω) =
1

−iω
[
ne2

m
− 〈j(ω)j(−ω)〉

]
. (30)

Vidimo da se izraz (30) sastoji iz dva dela, vode�i dijamagnetni deo koji
opisuje visokofrekventni odgovor sistema na vektorski potencijal i drugi,
paramagnetni deo. Paramagnetni deo, tj. korelacionu funkciju 〈j(ω)j(−ω)〉,
mo�emo napisati u obliku

〈j(ω)j(−ω)〉 = i

∫ ∞

0

dtd3x〈[j(x, t), j(0)]〉eiωt. (31)

j je gustina struje definisana sa

j(x) = −i ~
m
ψ†(x)∇ψ(x). (32)

Mo�emo da vidimo da korelaciona funkcija zavisi od svih proxlih trenu-
taka vremena, tj. da je retardirana.

Za naxe potrebe koristi�emo formulu za optiqku provodnost izvedenu u
DMFT aproksimaciji [3]

σ(iω) =
1

ω

∫ +∞

−∞
dε

∫ +∞

−∞
dν

∫ +∞

−∞
dν ′D(ε)ρ(ε, ν)ρ(ε, ν ′)

f(ν)− f(ν ′)
ν − ν ′ + iω

, (33)

odakle se analitiqkim produ�eǌem na realnu osu dobija

Re σ(ω + i0+) = π
e2

~ad

∫ +∞

−∞
dε

∫ +∞

−∞
dνD(ε)ρ(ε, ν)ρ(ε, ν + ω)

f(ν)− f(ν + ω)

ω
. (34)

Ovde je f Fermijeva funkcija, D(ε) neinteraguju�a gustina staǌa, ρ jednoqes-
tiqna spektralna funkcija staǌa interaguju�ih elektrona

ρ(ε, ν) = − 1

π
ImG(ε, ν + i0+) = − 1

π
Im

1

(ν + i0+) + µ− ε− Σ(ν + i0+)
(35)

Naxe rezultate �emo normirati na faktor πe2/~ad.
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3.3.1 Optiqka provodnost slabo korelisanog metala

Slabo korelisan metal karakterixe slaba frekventna zavisnost sop-
stvene energije u blizini Fermijeve povrxi. U tom re�imu Drudeova teorija
dobro odre�uje optiqku provodnost. Za male vrednosti frekvencije Σ je
praktiqno konstantno. Imaginarni deo Σ povezan je sa Drudeovim vremenom
relaksacije τ preko:

τ−1 = −2 Im Σ. (36)

Fomula za Drudeovu provodnost je:

σ(ω) =
ne2

m

1

τ−1 − iω
(37)

Ovde smo jednostavno proverili nax numeriqki kod za dobijaǌe optiqke
provodnosti na Drude sluqaju. Rezultati su prikazani na slici 15, iz fita
se vidi odliqno slagaǌe rezultata sa Drudeov formulom.

 0

 0.5

 1

 1.5

 2

 2.5

 0  0.5  1  1.5  2

O
pt

icv

ka
 p

ro
vo

dn
os

t

frekvencija

Sigma=0+0.05*i

f(x)=a/(b+x*x)

podaci
Fit: a=0.020, b=0.010

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 1.2

 0  0.5  1  1.5  2

O
pt

icv

ka
 p

ro
vo

dn
os

t

frekvencija

Sigma=0+0.1*i

f(x)=a/(b+x*x)

podaci
Fit: a=0.040, b=0.040

Slika 15: Optiqka provodnost (Drudeov oblik) za dve vrednosti vremena
relaksacije. Numeriqki rezultati (zelena linija) su fitovani Drudeovom
formulom (crvena linija).

3.3.2 Optiqka provodnost u blizini Motovog prelaza

Numeriqki rezultati za optiqku provodnost na niskoj temperaturi su
prikazani na slici 16. Na prvi pogled se vide pojedina nefiziqka svojstva
dobijenog rezultata. U principu, na niskim frekvencijama trebalo bi da
Drudeova teorija dobro opisuje optiqku provodnost i da imamo oblik nalik
lorencijanu centriranom u nuli, xto ovde nije sluqaj. To je posledica
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ograniqeǌa NCA aproksimacije, koja ne reprodukuje dobro fiziku na niskim
temperaturama. Neka jox drastiqnija nefiziqka svojstva koja su se javǉ-
ala na niskim temperaturama (za pojedine vrednosti frekvencije optiqka
provodnost je bila negativna) smo ispravili ad hoc.1 Problem je bio xto
je NCA algoritam davao pozitivne vrednosti imaginarnog dela sopstvene
energije u intervalu oko fermjeve energije. Znamo da je imaginarni deo
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Slika 16: Zavisnost optiqke provodnosti od frekvencije. Korix�ena je is-
pravǉena NCA sopstvena energija. Prikazani su grafici na temperaturi
T = 0.01, za jaqine interakcije U = 1.2, U = 1.4, U = 1.5, U = 1.7, respek-
tivno. Na svakom grafiku se nalaze krive za nekoliko jaqina neure�enosti.

sopstvene energije povezan sa vremenom relaksacije (36), pa mora uvek biti
negativan. U intervalu gde je Im Σ bilo pozitivno zamenili smo ga vredno-
x�u −10−5 i dobili kvalitativno dobru provodnot. Sa slike mo�emo jox
videti kvalitativno korektno ponaxaǌe provodnosti za vixe frekvencije.

1Sugestije smo dobili od Kristjana Haulea.
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Uoqava se lokalni maksimum na frekvencijama koje odgovaraju jaqini inter-
akcije U , a nadaǉe provodnost opada asimptocki ka nuli.
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Slika 17: Zavisnost optiqke provodnosti od frekvencije. Prikazani su
grafici na temperaturi T = 0.1, za jaqine interakcije U = 1.2, U = 1.4, U =
1.5, U = 1.7, respektivno. Na svakom grafiku se nalaze krive za nekoliko
jaqina neure�enosti.

Nefiziqke osobine rexeǌa nestaju na vixim temperaturama. Na slici
17 su prikazani rezultati na T = 0.1. Provodnost ima Drudeov oblik na
niskim frekvencama, osim jako blizu prelaza, kada temperatura unixti
kvaziqestiqni pik. U qistom sluqaju, prime�ujemo maksimum na ω ≈ U ,
koji potiqe od ekscitacija izme�u Habardovih zona. Iz rezultata za op-
tiqku provodnost, tako�e vidimo da se sa rastom neure�enosti udaǉavamo od
metal-izolator prelaza. Prime�ujemo da provodnost na ω → 0 ima netrivi-
jalnu funkcionalnu zavisnost, poxto zavisi i od W i od T i od interaguju�e
gustine staǌa.
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3.4 Temperaturna zavisnost otpora u bliziniMotovog prelaza
Provodnost (DC conductivity) predstavǉa odgovor sistema na konstantno

elektriqno poǉe. ”DC“ provodnost se mo�e izraqunati iz optiqke provod-
nosti u limesu ω → 0, σDC = limω→0 σ(ω). Na slici 18 je prikazana tem-
peraturna zavisnost otpornosti, ρDC = 1/σDC za nekoliko jaqina interak-
cije. U blizini Motovog prelaza otpronost dramatiqno raste sa temper-
aturom i dosti�e maksimum na temperaturi koja unixtava koherentni pik,
xto dovodi do nastajaǌa pseudo procepa na Fermijevoj povrxi. Znaqajno �e
biti da uporedimo ovaj maksimum sa Mot-Jofe-Regel (Mott-Ioffe-Regel) grani-
com za maksimalnu metalnu otpornost [11]. Daǉim rastom temperature,
staǌa na Fermijevoj povrxi se popuǌavaju, xto odgovara ”izolatorskom“
delu krive na visokim temperaturama. Uoqavamo, me�utim da rezultati na
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Slika 18: Temperaturna zavisnost otpornosti za nekoliko jaqina interak-
cije.

niskim temperaturama pokazuju nefiziqke karakteristike, xto je artefakt
NCA aproksimacije. Odavde je postalo oqigledno je da nam je za daǉi rad
potreban boǉi algoritam (impurity solver) za rexavaǌe modela Andersonove
neqisto�e.

3.5 UNCA

Videli smo da NCA ne opisuje dobro fiziku Fermijeve teqnosti na niskim
temperaturama. Razlog je u izostavǉaǌu vixih qlanova u perturbativnom
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Slika 19: UNCA dodaje slede�i qlan u razvoju Latin
er-Vord funkcionala.
Puna, isprekidana, krivudava i cik-cak linija predstavǉaju provodni elek-
tron c, pseudofermion f , laki bozon b i texki bozon a, respektivno.

razvoju. UNCA [5] predstavǉa najjednostavnije uopxteǌe NCA, koja znatno
boǉe opisuje fiziku na niskim energijama. Razlikuje se od prethodne u tome
xto je dodat slede�i qlan u razvoju Latin
er-Vord funkcionala, slika 19.
Ova generalizacija NCA-a dobro proceǌuje Kondo temperaturu TK (xirinu
i visinu kvaziqestiqnog pika) i poznato je da se korix�eǌem ovog algoritma
dobija i kvantitativno korektno rexeǌe DMFT jednaqina, makar na temper-
aturama T > TK [13]. UNCA aproksimacija, koja do sada nije primeǌivana
za rexavaǌe jednaqina u prisustvu neure�enosti, se name�e kao metod koji
�emo koristiti u budu�em radu.
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4 Zakǉuqne napomene
U radu smo detaǉno prouqavali gustinu staǌa, optiqku i DC provod-

nost Habardovog modela u blizini Motovog metal-izolator prelaza. Radili
smo u okviru dinamiqke teorije sredǌeg poǉa. Lokalnu Grinovu funkciju,
koja je centralna veliqina u DMFT pristupu, smo raqunali koriste�i nu-
meriqki NCA algoritam za rexavaǌe Andersonovog problema. Koriste�i
ovaj pristup reprodukovali smo ve�inu rezultata poznatih iz DMFT teorije
za Habardov model. Me�utim, susreli smo se i sa znaqajnim ograniqeǌima
naxeg pristupa, koja su proizaxla iz korix�eǌa NCA algoritma, koji loxe
opisuje fiziku sistema na niskim temperaturama.

U budu�em radu koristi�emo uopxteǌe NCA algoritma, takozvanu UNCA
aproksimaciju, koja znatno boǉe opisuje fiziku Andersonove neqisto�e i
samim tim daje znatno boǉe rexeǌe DMFT jednaqina. Tako�e, za rexeǌe
jednaqina na najni�im temperatirama, T . 0.05, iskoristi�emo numeriqki
egzaktan Monte Karlo algoritam. Time �emo dobiti, praktiqno, egzaktno
rexeǌe DMFT jednaqina u celom opsegu temperatura. To je od kǉuqnog
znaqaja za detaǉno ispitivaǌe uticaja neure�enosti na fiziku u blizini
Motovog metal-izolator prelaza. Mogu�nost premaxivaǌa Mot-Jofe-Regel
granice za maksimalnu metalnu otpronost, stepen ekraniraǌa neure�enosti
na niskim temperaturama i uticaj neure�enosti na temperaturnu zavisnost
otpora, su samo neka od va�nih otvorenih pitaǌa na koja �elimo da damo
odgovor.
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