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1. Uvod

Ovaj rad zapoCeCemo opisom grafena i dvoslojnog grafena te njihovom elektronskom
strukturom. Pri opisu grafena koristi se Dirakov hamiltonijan u kontinualnoj aproksimaciji,
dok se za opis dvosloja koristi  niskoenergetski efektivni hamiltonijan u takode u
kontinualnoj aproksimaciji. Dac¢emo i kratak opis kvantnih tacaka, opisati njihovu strukturu i
ukazati na primene.

Grafenske kvantne tacke su u poslednje vreme postale predmet intenzivnog proucavanja,
zbog njihove netoksi¢nosti, lake dostupnosti, elektro-optickih osobina, beskona¢nog Borovog
radijusa itd. Mi ¢emo se u tre¢em poglavlju skoncentrisati na ispitivanje svojstvenih stanja i
svojstvenih energija za grafenske kruzne kvantne tacke nastale postavljanjem grafena u
beskona¢nu kruznu potencijalnu jamu. U ovakvom modelu kvantne tacke nema prolaska
elektricne struje izvan granica koje omedavaju kvantnu ta¢ku. U slucaju dvosloja razlika
potencijala unutar tacke je nula, a izvan je beskonacna.

Svojstveni problem za kvantnu tacku jednoslojnog grafena ovog tipa je ve¢ bio reSen, mi
smo detaljno opisali postupak i na analogan ali znatno komplikovaniji nacin to isto uradili i
za slucaj dvoslojnog grafena. Ovakve kvantne tacke nisu realne, razlika izmedu dvosloja ne
moze biti beskona¢na. Medutim, vide¢emo da svojstveni vektori za najniZe nivoe i za male
vrednosti radijusa mogu da posluze kao dobra aproksimacija za realnije slucajeve, kao §to je
kvantna ta¢ka u kona¢nom paraboli¢nom potencijalu. U petom poglavlju ¢emo da iskoristimo
prethodne rezultate da bi smo ispitali $ta se deSava sa osnovnim stanjem kada uvedemo
Kulonovu interakciju izmedu elektrona. Mi ¢emo pretpostaviti da je Kulonova interakcija
parametrizovana parametrom o. Kako se a bude menjalo tako ¢e se menjati 1 osnovno stanje
koje vise nece biti vakuum. Za prostor stanja pocetnog hamiltonijana ne¢emo uzimati celo
svojstveni prostor ve¢ samo konacni iseCeni potprostor. Za jednosloj vide¢emo za koje
vrednosti o ekscitonska fizika postaje bitna 1 to u slucaju kada uzimamo samo veli stepen
slobode i u sluc¢aju kada uzimamo i veli i spinski stepen slobode.

Ispitacemo i termodinamicki limit i videti da a ne zavisi od R. U petom poglavlju
ispitatemo ekscitonsku fiziku za dvoslojni grafen. Ispitatemo termodinamicki limit i
vide¢emo da u ovom slucaju a zavisi od R i da ve¢ za malo kriticno R_ ekscitonska fizika

postaje znacajna.



2. Uvod u grafenske kvantne tacke (GKT)

Ugljenik ili karbon (C, lat. carbonemum) je nemetal i pripada IV grupe. U prirodi
postojedva stabilna izotopa: C*?, C' i jedan nestabilni izotop C** koji nastaje od N** u gornjim
slojevima atmosfere. Za ugljenik se zna jos od davnina od i u svetu je poznat pod nazivom
carbo, $to znaci ugalj. Francuski hemicar Antoan Loren de Lavoazije je prvi ugljenik svrstao
medu hemijske elemente. Stvaranje jezgra atoma ugljenika nastaje u takozvanom trostrukom
alfa procesu, istovremenim sudarom triju a-Cestica (jezgra helija) unutar ogromne zvezde
giganata ili supergiganata.

Zahvaljuju¢i svojoj elektronskoj strukturi koja dozvoljava pojavu sp, sp’, sp®
hibridizacija, omoguéeno mu je da formira viSe alotropskih modifikacija od bilo kog drugog
elementa u prirodi. Medu alotropske modifikacije ugljenika pre svega spadaju, odavno nam
poznati grafit i dijamant (3D).

U zadnje vreme su otkriveni i1 intenzivno proucavani fuleren (0D) i grafen (2D). Na
ve¢im skalama poznate strukture grafena su nanotube (1D), nanopupoljci (kombinacija
nanotuba i fulerena) i nanotrake (trake grafena).

Avgusta 2014. medunarodni tim istrazivaca sa virdzinskog Commonwealth univerziteta i
istrazivaca sa kineskih i japanskih univerziteta su otkrili penta-grafen. Radi se 0 novoj
alotropskoj modifikaciji ugljenika sacinjenoj od pentagonalne reSetke ugljenika slicne Kairo
pentagonalnim plo¢ama.

U ovom radu posebnu paznju ¢emo posvetiti 2D alotropskoj modifikaciji ugljenika
grafenu. Grafen predstavlja ravanski sloj gusto poredanih atoma ugljenika u 2D Sestougaonu
kristalnu reSetku. Grafen poseduje mnoge neobi¢ne osobine. Oko 200 puta je jaci od celika,
elektricitet provodi jako dobro kao i bakar, skoro u potpunosti je providan i toliko je gust da
ni najmanji atomi gasa ne mogu da produ kroz njega. Ime grafen prvi put spominju Boehm,
Setton i Stumpp 1994-te godine [1]. Pored toga §to je grupa sa Mancesterskog univerziteta,
predvodena Gajmom i Novoselom 2004. godine prvi put uspeva da dobije grafen [2] , ovaj
2D kristal je proucavan jo§ od kasnih cetrdesetih godina. Grafen se mozZe zaviti u 0D fuleren,
umotati u 1D nanotube, ise¢i u 2D nanotrake i napakovati u 3D grafen, zbog Cega je polazna
tacka za ispitivanje ovih nanostruktura. Grafen je takode pogodan za izradu tzv.grafenskih
kvantnih tacaka o kojima ¢e se u ovome radu najvise govoriti.

Njegova (grafena) neobi¢na elektronska struktura omogucava ispitivanje (2+1) —
dimenzionalnu kvantne elektrodinamike. Ukoliko povecamo broj slojeva grafena, elektronska
struktura poc¢inje da se menja. Jednostavnu elektronsku strukturu poseduju grafen i njegov
dvosloj, ve¢ od 3-10 slojeva elektronska struktura je znatno komplikovanija, a strukture koje
poseduju preko 10 slojeva, ne mogu se vise smatrati 2D kristalom [3]. Mi ¢emo se u ovom
radu ograniciti samo na elektronsku strukturu jednoslojnog i dvoslojnog grafena.
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Slika 2.1: Sestougaona re$etka grafena dobijena kao superpozicija dve trougaone podresetke
A i B, sa bazisnim vektorima aj, i = 1,2 za podresetku A i vektorima ¢, i= 1,2,3 koji
povezuju A sa B. Na drugoj slici Sestougao je simetricna, a romb pomerena Briluenova zona
Sestougaone reSetke. Vektori reciprocne resetke su b, 1 = 1,2.

Jednoslojni grafen ima formu Sestougaone reSetke (oblik saca), koja moze da se
posmatra kao dve trougaone podreSetke A i B ili ekvivalentno preko jedne trougaone resSetke
¢iji bazis €ini par susednih atoma A 1 B. U sluc¢aju dvoslojnog grafena imamo dve reSetke
postavljene jedna iznad druge, tako da formiraju tzv. Bernalovo pakovanje. Atomi iz Al
podresetke nalaze se ta¢no ispod atoma iz A2 podreSetke dok su atomi koji pripadaju Bl
podresetki smestenim direktno ispod centra Sestouglova gornjeg sloja. Jednacina celija
jednoslojnog grafena sadrzi dva atoma A i B, u sluc¢aju dvosloja sadrzi Cetiri atoma Al, B1,

A2, B2. Rastojanje izmedu dva najbliza atoma ugljenika je a_ =1,42Ai predstavlja
konstantu resetke, dok je rastojanje izmedu razli¢itih slojeva oko 3,5A. Vektori primitivnih
translacija jednoslojne resetke su & =a(l/2,\312) i a, =a(l/2,-J312), gde je
a=la |Ha,[=\/3a,, dok su za vektori reciprotne resetke b =27/a(,1/+/3) i
b,=27/a(,-1/3) i za njih vazi ab = 275;. Temena simetriCne Briluenove zone
jednosloja nazivaju se K tackama i imaju koordinate +27/a(L,1/~/3), +2z/a(l,—1/+3) i
+27/a(2/3,0). Od ovih Sest tacaka imamo samo dve neekvivalentne i biramo ih tako da

pripadaju pomerenoj Briluenovoj zoni, tako imamo K, =+27/a(2/3,0).

Slika 2.2: Resetka dvoslojnog grafena. Jedinic¢na ¢elija sadrzi cetiri atoma: Al, B1 iz donjeg
slojai A2, B2 iz gornjeg sloja.



Pri opisu elektronske strukture jednoslojnog i dvoslojnog grafena koristili smo nekoliko
kljuénih aproksimacija.

1. Aproksimacije koje se pojavljuju u modelu jake veze, ukljucuju¢i efekt izmene
samo izmedu najblizih suseda.

2. Kontinualna aproksimacija.

3. Aproksimacija niskoenergetskog efektivnog hamiltonijana.
Treca aproksimacija se primenjuje samo u slucaju dvoslojnog grafena.

Sto se ti¢e modela jake veze, on predstavlja metod za proucavanje elektronskih grana
¢vrstoga tela. Koristi se skup aproksimativnih talasnih funkcija zasnovanih na superpoziciji
talasnih funkcija izolovanih atoma lokalizovanih na svakom poloZzaju atoma u ¢vrstom telu.
Elektroni u modelu su ¢vrsto vezani za atom kome pripadaju i imaju ograni¢enu interakciju
sa stanjima i potencijalima ostalih atoma. Interakcija izmedu atoma na razli¢itim polozajima
moze se smatrati kao perturbacija.

U grafenu sp® hibradizacija ugljenikovih atoma, omoguéavaju da se preostale 2p,

orbitali pri formiranju 7 veze slabo preklapaju. Ova ¢injenica nam omogucava koris¢enje
modela jake veze. Pri opisu grafena se zanemaruje preklapanje 2p, orbitala i uzima u obzir

efekt izmene samo izmedu najblizih atoma ugljenika. U dvoslojnom grafenu pojavljuje se i
interakcija izmedu razli¢itih slojeva. Energija prelaza izmedu najblizih atoma ugljenika i
izmedu atoma razlicitih slojeva za jednoslojni i dvoslojni grafen u hamiltonijanu modela jake
veze u drugoj kvantizaciji [4], oznaceni su sa parametrima intreakcijeti t, .

Sto se ti¢e kontinualne aproksimacije, kada predemo u impulsnu reprezentaciju, koristeéi
Furijerov transform, u hamiltonijanu se javlja strukturni geometriski faktor (k) [3].
Disperziona relacija za jednoslojni grafen tada glasi :

E. (k) =xe(k) =+t | y(k) |= it\/1+ 4cos’(k,a/2) +4cos(ka/ 2)cos(/3k,a/ 2) (2.1)

Imajué¢i u vidu da jednacina c¢elija sadrzi dva atoma, od kojih svaki daje po jedan
elektron po jedini¢noj ¢eliji i da se zanemaruje spin-orbita interakcija, sledi da je svaki nivo

dvostruko degenerisan. Grana E_(k) je valentna grana i potpuno je popunjena, dok je E+(IZ)
provodna grana i potpuno je prazna. Ove grane su prikazane na slici 2.3.
U tackama Ki disperziona energija je jednaka nuli, dok je u njihovoj okolini priblizna
S 3 i
vrednost ¢(K, +k) = ;ta%(kX Fik)).

U slucaju dvosloja javljaju se ¢etiri grane sa disperzionom relacijom:

£ =2 e O + s (—1)“\/[%j +E 1 OF (47 +0) @2



(=1,2); A- je razlika potencijala medu slojevima, gde su E;'(K) grane za niZe energije,

dok su Ezi(IZ) visokoenergetske grane (|E, K) =t ) koje odgovaraju ,,dimeru” A1A2 i

rezultat su interakcije medu slojevima.

Slika 2.3: Elektronske trake u grafenu. Provodna i valentna traka se dodiruju u Sest K tacaka
od kojih su dve neekvivalentne. U okolinama K ta¢aka grane su konusnog oblika.

21,2
Za niskoenergetske ekscitacije disperziona relacija je El+(K++k);J_er ,(m :327;1::_2).
B m a
Upravo razvijanje hamiltonijana i spinora u kojma se hamiltonijan reprezentuje u okolini
tacaka K, predstavlja kontinualnu aproksimaciju.
Transportne pojave zavise od niskoenertgetskih grana, pa je potrebno naci
niskoenergetski efektivni hamiltonijan [3]. Pri ovoj aproksimaciji se pretpostavlja da je

apsolutna vrednost razlike potencijala izmedu slojeva| A |<<t, mnogo manja od parametra
interakcije izmedu slojeva. Aproksimacija obezbedjuje izdvajanje podprostora sa
niskoenergetskim granama.

Nakon svih ovih aproksimacija, konacno u impuslnoj reprezentaciji hamiltonijani za
jednoslojni 1. i dvoslojni grafen 2. glase:

1. H(k)=hv.ké , o=(o,,0,)- Paulijeve matrice (2.3)

21,2 .
2. Het (k)=—%[(kf—kj)o-x+2kxkyay]=—zr: fiG, K =k(cosd,sing,) i (2.4)

n =n(cos24,,sin2¢,)
Treba napomenuti da se u opisu grafena pojavljuje analogon spinu, kao posledica
postojanja dve podresetke A i B. Prvoj odgovara pseudostanje pseudostanje ‘T> a drugoj

H«> . Pseudospin ¢emo oznaciti sa G .



Dobijeni hamiltonijani ¢e biti polazna tacka za modelovanje grafenskih kvantnih tacaka
(KT). Kvantne tacke (KT) je poluprovodni¢ka nanostruktura kod koje su nosioci
naelektrisanja lokalizovani u sva tri prostorna pravca. KT su sa¢injene od nekoliko desetina
do nekoliko desetina hiljada atoma i na taj nacin predstavljaju prelaz izmedu cvrstog tela
(kristala) i pojedinog atoma. Za razliku od ¢vrstih tela, odnos broj atoma na povrSini i U
unutra$njosti je mnogo veci [5]. Povrsinski efekti na KT se ne mogu zanemariti. KT je prvi
otkrio Alexey Ekimov 1981. [6], u staklenoj matrici, posle ih je otrkio Luis E. Brus 1985. u
koloidnom rastvoru. Termin “kvantna tacka“ je skovao Mark Reed [7].

Zbog male veliCine, elektroni u kvantnim ta¢kama su zarobljeni u malom prostoru
(kvantna potencijalna jama) i kada je radijus poluprovodni¢kog nanokristala manji od
ekscitonskog Borovog radijusa (ekscitonski Borov radijus je srednje rastojanje izmedu
elektrona u provodnoj grani i Supljine u valentnoj grani, nastale ekscitacijom datog elektrona)
imamo kvantizaciju energetskih nivoa[8]. Borov radijus za GKT je beskonacan.

Bulk Band Quantum
Structure Dots
Conduction 7§7 Eiii . .. .-
Band ' Slika 2.4. Na slici se vidi
e povecanje energetskog procepa
? Band izmedu valentne i1 provodne
G .
& A zone  poluprovodnika, sa
smanjenjem veli¢ine kvantne
Valence =— ———  tactke
Band = = ’

Decreasing Size

Ukoliko radijus kvantne tacke smanjujemo, energetski procep izmedu valentne i
provodne raste. Ovo ima za posledicu da pri deekscitaciji kvantne tacke dode do promene
emitovane svetlosti od crvene do plave, kada se njen radijus smanjuje .

Kvantne tacke imaju Siroku primenu, od izgradnje LED-a (svetle¢ih dioda), displeja,
SSD osvetljenja, solarnih ¢elija, biosenzora u medicini, do potencijalnih kandidata za izradu
kvantnih racunara. GKT su osim §to imaju beskonacan Borov radijus znacajne i zbog
njihove netoksi¢nosti, lake dostupnosti i samih osobina grafena.

U ovom radu ograni¢i¢emo se na beskonacnu kruzu grafensku kvantnu tacku. Unutar
ove GKT potencijal je jednak nuli, a izvan potencijal je beskonfan, dakle zidovi su joj
neprobojni.



Slika 2.5. Grafenska kvantna tacka



3. GKT u beskona¢noj kruznoj potencijalnoj jami

3.1. Slucaj za nerelativisti¢ku €esticu

Krenu¢emo od odredivanja energetskog spektra i svojstvenih stanja za nerelativisticku
¢esticu u beskonacnoj kruznoj potencijalnoj jami.

Posle ¢emo ovo prosiriti na slu¢aj kada imamo hamiltonijan koji opisuje jednoslojni
grafen (Dirakova jednacina) i slu¢aj za dvoslojni grafen sa niskoenergetskim efektivnim
hamiltonijanom.

Ovi rezultati ¢e nam posluziti za ispitivanje ekscitonske nestabilnosti u grafenskim
kvantnim taCkama. Takode, pokazacemo da ovi rezultati mogu da posluze kao aproksimacija
GKT sa konacnim potencijalom 1 realnijim grani¢nim uslovima. Takav primer je GKT u
dvoslojnom grafenu sa kona¢nim paraboli¢nim potencijalom , obradena u referenci [9] .

Nerelativisticka Cestica u beskona¢noj kruznoj potencijalnoj jami opisana je slede¢im

hamiltonijanom [10] :
2

H=—"" Avv(r) 3.1)
2m
i
0, r<R
V(r):{oo , Fr>R (3.2)

Vremenski nezavisna Sredingerova jednaéina u ovom slucaju je:
(o> 10 106
|ttt
2u\or® ror rop

Dalje u racunu moramo izvrSiti separaciju promenjivih na slede¢i nacin

j‘P(MD) =EY(r.9) 3.3)

Y(r,p) =R(r)0(p) . 1z ovoga dobijamo ugaonu i radijalnu jedna¢inu:

d2«9(§0) —_m?0. () (3.4
de
dZRgr) +l dR(r) +m_2 R(r) = —k2R(¢) (3.5
dr r dr r

i k =\2uE [ 7 (3.6)

. . .. 1 T
Ugaona jednacina ima reSenje 6, (@)= Fe'm“’ . Periodi¢ni uslov 6, (p+27)=6,(p)
V4
implicira:
M) =™ — m=0,+1,+2... (3.7)
Ugaoni momenat moze se pojaviti samo u diskretnim celobrojnim vrednostima.
Konac¢no jednaéina za radijalnu komponentu kad izvr§imo smenu z =Kkr je:



d’R(z) 1dR(2) m® B
7 'z +(1_?JR(Z)_O (3.8)

koja je zapravo Beselova jednacina. Ona ima dva nezavisna reSenja za svaku vrednost |m|,
regularno J_(z) i singularno Y, (z) (divergira kad z—0) koje se odbacuje. Regularno
reSenje zadovoljava granicni uslov: J_(kR)=0 (3.9

, §to dovodi do nula struja na granici.
Energetski spektar koji se dobija iz ovog grani¢nog uslova glasi:

h2k? h
(m,n,) :Z :W(Z(m,n,))z (310)

Ovde je z,,,, h -ta nula. Beselove J, (z) funkcije. Potrebno je jos izvrsiti normalizaciju
kompletne talasne funkcije:
, 27 R 2 1| ,
NG| [ [[ 3y (k)] rdrdgo:ZﬁF“Jm(z)] zdz =1 (3.11)
00 0

= Ny ={7[ 3, (zmn)—Jm_l(zmn)am+1(zmn>]}3 (R=1 A ky=2,) (312)
Energije normalizacione konstante za najniZa tri su:
En=58 Nj,=11
E,=147 N, =14 (3.13)
E, =147 N =14

E je u jedinicama
(E jeuj 2ﬂRz)

300 —

200 B

Energy

150 B

O_I L P P S S S S T S R S |
-4 -2 0 2 4

Slika 3.1. Vrednosti energija u funkciji ugaonog momenta m za slucaj nerelativisticke cestice
u beskonacnoj kruznoj potencijalnoj jami.
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Slika 3.2. Talasne funkcije za najniza tri energetska nivoa za nerelativisticku ¢esticu u
beskonacénoj kruznoj potencijalnoj jami, radijusa R=1. Relevantne vrednosti talasnih funkcija
su u okviru radiusa KT. Struja normalna na granicu KT u R=1 uvek je jednaka nuli.

3.2. Slucaj relativisticke Cestice ili jednoslojnog grafena

3.2.1. Svojstvene energije i stanja

Poznato je da na niskim skalama energije kvaziCestice u jednoslojnom grafenu su
opisane sa Dirakovim hamiltonijanom, koji glasi:
H =—iav.V+V (r)o, (3.14)
U slucaju kona¢nog potencijala oblika:
V(r)zve(R—r)z{O’ osr<k (3.15)
V, R<r<ow
Hamiltonijan glasi [11] (R=1):

VolL-r) —i[ﬁ—igj
ox oy

—i (£+ i 3} -Vo(l-r)
ox oy

- 1
k+ik, -VoL-r) (3.16)

= Ve

. VOoQL-r k. —ik
H [( ) g y}:th
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(0 - step funkcija)
Prelaz na polarne koordinate:

04i 0 |oev[ 2410 (3.17)
ox oy or rop
omogucava nam lakse reSavanje svojstvenog problema:
HW¥(r) = E¥(r) (3.18)
= (V-E)¥, =ie" o019 ¥, (3.19)
op rop
[0 10
+E)Y, =ie"| —+——|¥ 3.20
v +E)Y, (arra¢jl (320)
(v =1)
Na osnovu kruzne simetrije naseg problema, pretpostavimo da je reSenje sledeceg oblika:
W (r a(r
\P(r): l( ) :ezm(p i ( ) (321)
Y, (r) ie”b(r)
Ubacivanje ove forme resenja u 3.18 1 3.19 sistem diferencijalnih jednacina dobijamo:
(V —E)a= —[i+m—+1jb (3.22)
dr r
d m
(V+E)b=|———la (3.23)
dr r
Kad raspregnemo ovaj sistem linearnih diferencijalnih jednac¢ina dobijamo jednac¢inu za a:
2 2
d_2+li_m_ a(r)=—(V —E)%a (3.24)
dr* rdr r
Ako zamenimo konac¢ni potencijal V sa potencijalom 3.2, reSenja za a(r) su:
a(r)=A,J,K.,.r (3.25)
Ukoliko ovo resenje vratimo u (3.22), kona¢no dobijamo:
Y. (r : AJ, (kr
lIJ(r): l( ) :elm(p . m( ) (326)
\PZ (r) Ale ¢Jm+1(kr)

Ostalo je joS da se nade konstanta A.

3.2.2. Graniéni uslovi

I) Osnovni grani¢ni uslov je da nema prolaska struje izvan radijusa r = R. 1z ovoga sledi:
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ﬁ<j>=COS(D<jX>+Sin(p<jy>=0 (r=R) (3.27)
S oH_ o

= = = = 3.28
I x O Jy o, o, (3.28)
= cosp¥ 6, ¥ +sing¥’6,¥=0 = (3.29)
= cosp(W|W,+ W, W, )+sing(—iW, ¥, +i¥,¥,)=0 (3.30)
= e VYV, +e"¥,P, =0 (3.31)
= cos@R (V,¥,)+sinp(¥,¥,)=0 (r=R) (3.32)
Pretpostavimo sledege: ¥, (R) = f,(R)e (3.33)
¥, (R) = f,(R)e" (3.34)
= C€0S@Cos(p, —¢,) +Sin@sin(p, —@,) =cos% (3.35)
ya
= cos((p,—@)—9)= cos > (3.36)
T
= ¢2_¢1:¢+E (3.37)
I PR A GO G PG (3.38)
Y, fi(R)
f,(R)

Sad je potrebno odrediti konstantu B = :
fi(R)

1) Uzmimo u obzir dodatni grani¢ni uslov [12] . ReSenja svojstvenog problema Dirakovog
hamiltonijana u Dekartovim koordinatama i u oblasti V =0, su ravni talasi oblika:

1 e_Eieo N
(k=hv.E=E) ¥, =—— e (3.39)

7|
Da bismo odredili koeficijent B, potrebno je prvo da nademo koeficijent refleksije R za

upadni 1 reflektovani ravni talas na granici koja omedava potencijalnu jamu.
Talasna funkcija unutar potencijalne jame (upadni plus reflektovani talas) je:

“Lig Lig
1 g2 . 2 .
Y= &' +R g™ (3.40)
N2 e%ieo e%ie1

Veza izmedu uglova ova dva talasa je:
6 =n+29-6, (3.41)
Videti sliku 3.3 :

12



Ove komponente talasa unutar jame, moraju kontinualno da se nadovezuju na talas izvan
jame (zaSivanje).

Slika 3.3. Upadni i reflektovani ravni talas unutar kruzne kvantne tacke

Talasna funkcija koja je sa vanjske strane potencijalne jame, a koja osciluje duz njene
granice i &iji je talasni broj k, a energija je E? = V? — g% + k2, u slu¢aju konacnog
konstantnog potencijala V je:

Si[(V +E)(q- K)]é e 2’

[V -E)q-w)]ze”

Pri ratunanju izvrSena je smena 8xii6y=eﬂ(”(ﬁni85) gde su n,s normalna i

. 1
Y=T el™ " /[2(vq-Ex)] (3.42)

tangencionalna koordinata.
Ukoliko pustimo da V — o §to povlaci da q — oo zaSivanje na granici u ovom limesu

glasi:
Lig, e L
e? +Re? =-iTe ? (3.43)
Lio Lig Lip
e? +Re? =Te? (3.44)
Dalje treba da eliminiSemo T :
1. 1. 1. 1. 1. 1.
i(e29°+ReZQJeZ(p:(eZGWReZ@}ezw (3.45)
Lig L tie ) Lig Lz “Lig, .
= i[e 2” L Re 2 g2 °e'¢’Je'“’:(e2 "+ReZ e ? °e"”j (3.46)
“Lig, . Lig, Lo lig,
= ie? e7+Re? =iRe 2 e“ +e? (3.47)

= R=1
Na osnovu ovoga dobijamo odnos prve i druge komponente spinora:
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g Lig Lig Lig Lig Lig
2% o2 2% 02" i 2% 02" i ,
¥.(R) e : +e1 _ e1 ie : e =_i_ (e : ie e1 ) _ e (3.48)
\PZ(R) 2i% 24 56 . TG " L -=ig,
e?  +e? e +ie 2 e* (e e +e? )
Sad mozemo da izraCcunamo konstantu B, koja je u naSem slucaju 1.
Dalje imamo: LAG)) =- i‘]m(kR) —_je ' (3.49)
¥,(R) i€“J,,(kR)
= ‘]m(kmn) = ‘]m+1(kmn) (350)

Iz ovog uslova dobijamo energetski spektar. Ostalo je jo§ da normiramo naSu talasnu
funkciju:

()= [ [ [¥(r,0)f rdrdp=1 (3.50)
27| Av[* [(J(O)" + () ) rr =1 (3.52)

2ﬂ|Am|2T(IJm<kr)|2 k) rdr ={7[ 9243, 13,0970 = 30300 || (359)
0

= A ={7[ 3, Kan) = I k) I 2 (ki) 902 ) = 3 K ) 3z (ki) ) 2

3.54
Energije 1 normalizacione konstante za najniZa tri nivoa su: .
1. Ey, =14 A,=0.6
2. E,=26 A,=0.93 (3.55)
3. E, =31 A, =0.89

3.2.3. Svojstvena stanja za E <0 jveli 7=-1

Ispitajmo sad svojstvene funkcije za negativne vrednosti energije i za veli 7 =-1 stepen
slobode.

Neka je A=U% antiunitarni operator, gde je U unitarni deo, a & operator kompleksne
konjugacije. Delovanjem ovog operatora, stanja se transformisu na slede¢i nacin [12]:

y'=Ug| *|=U| ! (3.56)
Y, Y,
Proizvoljna opservabla B se transformise na sledeéi nadin:
B'=ABA' =U£BU"=UBU" (3.57)

Prvo pokazimo da je spektar simetri¢an oko E =0. Razmotrimo slu¢aj kada je:
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. [o1
U=6,= (3.58)
10

Pod dejstvom operatora A=,k hamiltonijan se transformiSe na slede¢i nadin:

g [0t Vv 4@fmp*01__ﬁ (359
|1 0]|-ie,+i8,) -V 1 0| '
To znaci da ako je ¥ svojstveno stanje od H za svojstvenu vrednost E, onda za
\P*
‘P':{ f} (3.60)
lP1
vazi HY'=—E¥" (3.61)

Sada jos da pokazemo da H ne poseduje simetriju vremenske translacije. Kada je A
operator vremenske inverzije T, onda je U :
Uzdé-:{ 01 (3.62)
Y110

H se tad transformise na slede¢i nadin:

AI[01N Vv -ﬂ@qm)ﬁ 4}
H'= U =
-1 0]|-i(0,+i9,) -~V J1 o0

-V i(0,—i0,)
| -i(e, +io,) Y,
Ovde je narusena vremenska inverzija. Ukoliko je W svojstveno stanje naSeg
Hamiltonijana, sa potencijalom V i energijom E, onda je:

za ‘P:Llpz} (3.64)

1

}zéﬁ—V@ﬁgiﬁ (3.63)

H_ ¥'=E¥' (3.65)
svojstveno stanje naSeg hamiltonijana sa energijom E i potencijalom -V . Ovo odgovara
slu¢aju veli stepena slobode 7 =-1.

Sto se ti¢e energetskog spektra za negativne energije, on je isti po konfiguraciji kao i za
pozitivne energije, jedino je razlika u predznaku. Za slucaj velija 7=-1, konfiguracija
spektra je nesto drugadija, jer se dobija da je konstanta B=-1 kad V — o, pa je spektar
odreden na slede¢i nacin:

I Kom) = =1 (Kn) (3.66)

Na slede¢im slikama mozZemo videti energetski spektar naseg Hamiltonijana za najnize
vrednosti:
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Slika 3.4. Vrednost energije u funkciji ugaonog momenta m za slucaj jednoslojnog grafena u
beskonacénoj kruznoj potencijalnoj jami i to kada je t=1.
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04t \\ 1 / s \
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o 02 ) 1 o Jrff - \\ \\
L 0.0 H— N
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08l ‘“\
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\\
04f N
= 02k . '_/"' T ~_]
o = \\ -
0.0 .
-
—02f
—04f N
0.0 0.3 1.0 15 2.0

r

Slika 3.5. Talasne funkcije za najniza tri energetska nivoa u slu¢aju jednoslojnoj grafena
ubeskonacnoj kruznoj potencijalnoj jami, radijusa R=1. Relevantne rednosti talasnih funkcija
su u okviru radijusa KT. Struja normalna na granicu KT u R=1 uvek je jednaka nuli.
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3.3. Slucaj dvoslojnog grafena

3.3.1. Svojstvene energije i stanja

Dvoslojni grafen opisujemo u kontinualnoj aproksimaciji i sa niskoenergetskim
efektivnim Hamiltonijanom:

A 2 0 k —ik,)?] .
He K)=—" o (ke =Tk,) +V(r)o, (3.67)
2m| (k, +ik,) 0
2
Uzmimo da je h—:l i da je 7 =1, tako da imamo:
m
A R 1 R
He (k) =H = —E[(kf —k)o, +2k k0, |+V (r)o, (3.68)

Resimo sad svojstveni problem hamiltonijana H u koordinatnoj reprezentaciji, za konacan
potencijal [11] V (r) =VO@1-r):

1|:V¢9(1—r) (ax—iay)z}{%} E{‘Iﬁ} (3.69)

2| (8, +i0,)F ~Ve@a-r) ||, ¥,
_1fo ;oY
= (E-V)¥, = 2[8x 'ayj P, (3.70)
1o .8Y
(E+V)VY, :—E(&Haj Y, (3.71)

Dobili smo sistem od dve linearne diferencijalne jednacine drugog reda. One mogu lako da se
raspregnul.

{%V“—(E—V)Z}Pl:[%AHE—V)}{%A—(E—V)}‘IQ (3.72)
Uzmimo da je na$ spinor oblika:
W (r : a(r
lIJ(r)=|: 1( ):|=e|m(p|: iz( ) j| (373)
¥, (r) e"b(r)
Kad u diferencijalnoj jednacini za W, (r) , zamenimo W¥,(r) sa €™a(r) dobijamo:
d> 1d m’
—+=—+|x(E-V)——-[;a=0 3.74
{dr2 rdr {( ) rz}} (3.74)

Resenje ove dve diferencijalne jednaCine unutar beskonacne kruzne potencijalne jame su
Beselova i modifikovana Beselova funkcija.
Ukupno resenje je superpozicija ove dve funkcije. Tako da imamo:

a(r)=FJ,,(kr)+Gl (kr) (3.75)

Sli¢no dobijamo i za W, (r) =e'™??b(r):
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{d—2+11+{i(E _yy-{m :22)2 }}b(r) =0 (3.76)

dr® rdr
b(r)=FJ,,,kr)+GlI_,,(kr) (3.77)
Ukupni spinor je oblika:
T(r){\yl(r)}: m{ R (kn)+Gl, (kr) } (3.78)
¥,(r) e’ [FJ,,(kr) +Gl,,,, (kr)] '

Da bismo dobili energetski spektar i potpuno odredili svojstvene vektore, moramo da
ispitamo granicne uslove i izvrSimo normalizaciju.

3.3.2. Graniéni uslovi

Imamo dva grani¢na uslova
I) Srednja vrednost pseudospinskog dela efektivnog hamiltonijana na granici potencijalne
jame, trebala bi biti jednaka nuli. Ovo je zahtev da je energija konacna kad potencijal ide u

beskonac¢nost na granici:

V(c,)=0 (r=R) (3.79)
* * * 1 \Pl 2 2
(0,)=¥o,¥=[¥V¥,] g [= 1% =l =0 (3.80)
o 2
= [aR) =|b(R)[’ (3.81)
= a(r)=4b(r) (3.82)
IT) O¢ekivane vrednosti struje normalne na granicu, na samoj granici (r=R) je jednaka nuli:
i(])=cosg(j,)+sinp(j,)=0 (r=R) (3.83)
. oH _oH

k6, +K S,

I = 8_kx — AOx TRy
Dalje nastavljamo (podrazumevajuci da je r = R)
i(7)=cosp(ko,)+sinp(ko,)+cosp(k o, )-sinp(k o, ) =
= cos Wk W, + Wk, ¥, ) —ising(Wik, ¥, — W3k, W, )
—icosp(Wik, W, =Wk, W, )—sinp(Wik W, + Wk W, ) =

=—=-ko,+ko,; (3.84)
oK, y Y

=e "Wk W, +e"Vk W, —ie "Wk ¥, +ie” Wk, ¥, =0 (3.85)
Izrazimo k,,k, preko polarnih koordinata:
K, =i (e“” £+ei‘” gj+ —e 1o, e 10 _iZCOS(pg+ 2ising 0 (3.86)
or or r op r op or r oe
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ky:(e“‘/’ﬁ—e“"gj—i gwld gl :—iZCOSgog—Izsm(Di (3.87)
or or r op r op 0

Kad uvrstimo ovo u grani¢ni uslov za struju dobijamo:

()= {e”’(—iZcos (p)<‘P1 Q\P2> +e'(—i2cos (p)<‘P2 Q\Pl> —ie ' (~i2sin @)
or or

0 07 oo 0 _io 2SINQ 0
Y. —W¥, )+e'“(-i2sin Y, —W¥. ) |+|e™ Y, —W¥, )+
< P 2> ( ¢)< 2 5 1>} [ r < l@(p 2>

+e 23'”¢’<\P2§\m>—e-i‘ﬂ ZC°S¢<W1§\P2>+W 2C°S<"<Lp Oy ﬂ
r @

@ r r 8g0
:_iz{ "2"’<‘P Oy >+ei2<"<‘P2£\Pl>}+
or or
_pi2e g<\{11i\{12>+ei2¢ 2<\P i\}' > 0 (3.88)
r o r op
= < > —2{<a(r)—b(r)> <b(r)§a(r)>}—
- anb(r)) +2 (br)a(m) =0 (2.9

Da bismo izracunali energetski spektar, uvrsticemo prvi grani¢ni uslov u drugi.

Ovde nismo u moguénosti da izratunamo konstantu B kao u jednoslojnom grafenu, iz
razloga S§to ne postoji reSenje slicno reSenju 3.42 ( u jednoslojnom grafenu ) konacne
energije . Zbog toga ispitujemo dva slu¢aja a(R) =+b(R).

1) B=1 ili a(R)=Db(R)

i(])=-2i {a(r) D), b(r) aaé(rr) } —ﬂa(r)b(r) _

{a(r) o) , ()a""(r)} A arbr) (3.90)
(i) =-| 20 2O 2y -

B [ab(r) aa(r} b(r)+b(r)

_ {ab(r) oa(r) |, b(r) +a(F) 0 (3.91)
or .
_, oa(r)  ab(r) a(r) +b(r) 1 (3.92)
or or r k
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X300 = M3, (0 =X0 (9 _ 6%
X (00 =l (0~ X1 a()

- F[me —Jml}e{m'm + |m+1}+ F{—(m“LZ)JM —Jm+3}
X X

X
G{%HM}_HHG CVFJ 4Gl o
X X
= m—+la m+3b F[J 2(m+2) Jm+2_‘Jm+1}+G[|m+l+lm+3]=
X X X
M+l M3y F2<m+2)+G(Im+l+lm+3):0 (3.95)
X X X

i L —b-Gl (3.96)

m+1 m+3

X
= (m+Da+(m+3)b—2(m- 2)b+Gx[ I A

=ma+a+ma+3a—-2ma— 4a+Gx[Im+1 Im+3]:
=GX[l,y +1,,.5]=0 (3.98)

Obzirom da funkcija X[I,,,(X)+1,,,(X)] nema nula izuzev mozda u nuli, onda sledi da

b—2(m+2)— +G|m+2+G[Im+l+Im+3]:0 (3.97)
X

je G =0, a trazeni spinor je oblika:

e™J (k_r
P()=Fon| m(Kon) (3.99)
€ ‘]m+2(kmnr)

Normiranjem dobijamo konstantu F i kona¢nu formu spinora. Dakle:

<4’PP>:4F;JZZET(Un(krM2+¢JMQ(MﬁF)rdr:| |22”'IQJ @ +35, @) ) 202 =

= {ﬂ-[‘]ri (Zmn) - ‘]m—l(zmn)‘]m+l(zmn) + ‘]n21+2(zmn) - ‘]m+1(zmn)‘]m+3(zmn):'} (3100)
1
an = {”I:‘Jri (Zmn) - ‘Jm—l(zmn)‘Jm+1(Zmn) + ‘Jrfw-z(zmn) - Jm+1(zmn)Jm+3(Zmn)]} 2 (3101)
Sto se ti¢e energetskog spektra, on se dobija iz 0odnosa :
a(r)
——=1=J_(kr)=3J,.,(kr 3.102
oy~ 1= Ik = 32 (k) (3102)
E
K=k, =Zm _N=m (3.103)
R R
=30 (Zm) = In2(Z)  (R=1) (3.104)
Energije i normalizacione konstante za najniza tri nivoa:
1. E,=34 Fy =0.8
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2. E,=9.3 F, =13 (3.105)
3. E =147 F,=1

Na slede¢im slikama se vidi svojstveni vektori i energetski spektar za najniza stanja.

F =
350 :
so0f -
230 -

5 200f -

: - - -

- . - -
150 -

r - - -
[ -
100 - - - .
I -
- - - -
of - - - -
- - _ - _ -
[ - - :
oby - - . -
-4 -2 0 2 4

m

Slika 3.6. Vrednost energije u funkciji ugaonog momenta m za sluéaj dvoslojnog grafena u
beskonacnoj cilindri¢noj potencijalnoj jami.
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Slika 3.7. Talasne funkcije za najniza tri energetska nivoa u slué¢aju dvoslojnoj grafena
ubeskonaénoj kruznoj potencijalnoj jami , radijusa R=1 . Uslovi za struju su isti kao i za
jednoslojnu GKT. Kvntni brojevi reSenja i kvaliativano ponasanje svojstvenih funkcija za
malo r se poklapaju sa prva 3 resenja u referenci [9] u slucaju parabolickog potencijala .
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2)B=-1 ili a(R)=-b(R)

i(f)=-2i [a(r) D) 4 bir) 56‘6(:)} A a(nb(r) =

Fuf“” dnﬁﬂﬂ—gun

or r
_ {8b(r) ~ aa(r)} __b(r)—a(r) (3.106)
or or r
ob(r) _ca(r) __a(r)—h(r) /i (3.107)
or or r K
— F d‘]m +G dlm _ F d‘]m+2 —G dIm+2 - I:‘]m +G|m - I:‘]erZ _G|m+2 (3108)

dx dx X
m_lrn+ Im+1}_ F |:(m+2)‘]m+2 _‘]m+3i|_
X

dx
F{me_J }
X X

m+1 |:
—G[(m+2)|m+2+ } _FJ,+Gl, -FJ,,, -Gl
X X
+G

‘:(m_'_l)J _J :l |:—(m+1)|m+|m+1:|_|:|:m‘]m+2_‘]m+2:|_

dx
+G
I m+3

2 (4,107)

X X X
m+3
—G[( X )Im+3+|m+3:|=0 = (3109)
(m+1)a—(m+3)b+[_F‘]m+l+Glm+l] [ FJm+3+GIm+3] 0
X X
(m+1)a—(m+3)b+F[Jm+3_Jm+l]+G[|m+3 Imﬂ]:
X X
_ (m+1)a—(m+3)b+F[‘]m+3_‘]m+1]+Gl:2(m+2) |m+2+|m+l_|m+1}:
X X X
_(m+1) a—(m+3)b+G 2(m+2) o +F[Jis=Jma] =0 (3.110)
X X X
G|m+2:b_F‘]m+2 = (3111)

(m+Da—(m+3)b+2(m+2)b—FJ, , +FX[J,s— I ] =
=—(m+)b—(M+3)b+2(M+2)b+F [X(J 5 + Iis) = Iz | =
=-mb—mb—mb—3b+2mb+2b+ F[X(J,.5 + Jis) = Iz ]
=F[xUs = Ins) = Iz ] =0 (3112

= F=0 v x[J,:(0)-3,.(0]-J,,=0 (3.113)
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a) F =0 = Tada je spinor slede¢eg oblika:

img
¥(r)=G,,| & Inlkm") (3.114)
el(m+ )¢Im+2 (kmnr)
Spektralna formula u ovom slucaju je:
I, (kr)=—I..,(kr) (3.115)
Konstanta G se dobija normiranjem i glasi:
1
Gmn={7T[Ir$1_|m—llm+1+|r121+2_|m+1|m+3i|} 2 (3116)
Za slucaj kad je F =0 ne postoji diskretan energetski spektar.
b) X[‘]m+3(x)_‘]m+1(x)]_‘]m+2 (X) =0 (3117)
i iz uslova a(r)=-b(r) = (3.118)
(FIn(0+Gl,, (X)) = ~[(F3,.,() +Gl,,,(¥)] (3.119)
o P _tatln, (3.120)
G J.+J..
o G InFIne (3.121)
Im + Im+2
[zvr§imo normalizaciju da bismo dobili F :
KR G 2 G 2
(¥ |¥)=27|F,[ J.{Jm(krﬂlz—mlrn(kr)} +{Jm+2(kr)+F—”‘"lm(kr)} }rdr
0 mn mn
27 G G’
=IE P22 (1] 3200 +22m 3 ()1 (X) + =m0 12(x) |+
[Fonl j{ 0022 3 (1 () + 515 )}
2 Gmn Grfm 2
+ Jm+2(x)+2F—Jm(x)Im(x)+ = I, (X) [pxdx=1 (3.122)
27 2| X2 x> G2,
= F|an| {{?(J; —Jnadna t Jrfwrz _Jm+1‘]m+3)+?|:_n?n(lr$n —lnalna + Iri+2 - Im+1|m+3)+

kR
2_2X lcimﬂ (‘]m+1|m + Im-¢—l‘]m + ‘]m+3|m+2 + Im+3‘]m+2 )}

mn

=1 (r=R=1) (3.123)

0

2
J +J
_ 2 2 m m+2 2 2
= an_ T (‘]m_‘Jm—l"]m+1+‘]m+2_‘]m+l‘]m+3)+(I | (Im_Im—l|m+1+|m+2_|m+l|m+3)_
m+ m+2

1
2
—AM(J I+l 3 +J .l +Im+3Jm+3)} (3.124)

k | +| m+l'm m+1%m m+3 " m+2
mn 'm m+2
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Energije i normalizacione konstante za najniza tri nivoa
1. Eyp =11 Foo =1 G, =-0.01

2. E,=20 F,=11 G,=-0.01 (3.125)
3. E =47 F, =028 G, =0

Vrednost najnizeg energetskog nivoa za Ey, za B=1 je 3.4, a najnizeg energetskog nivoa
E,zaB=-1jed7.

Kao §to vidimo Ej(B=1)<E ,,(B=-1), prema tome, prvi slucaj za B=1 je nize

vrednosti. Sa slike 3.6 se moze uoditi da su najnizi nivoi dvostruko degenerisani za
beskonacnu kruznu potencijalnu jamu.

3.3.3. Svojstvena stanja za E < 0jr=-1

Uradimo analogno kao za jednosloni grafen:

4o [0 1)1 Vv k-ik)? [0 1] 1] v (k-ik)?]
_L o}(_ij (k,+ik)? -V L 0}_5 (k, +ik,)? v oo

:l{ Vo (kx‘"‘v)z} (3.126)
2| (k, +ik)) -V

Ukoliko je W svojstveno stanje refektivnog hamitlonijana sa potencijalom Vi
energijom E, onda je:

\P*

zaW¥'=| 2 (3.127)
\Pl

= H_ Y=E¥' (3.128)

svojstveno stanje Hamiltonijana sa energijom E i potencijalom -V . Ovo odgovara slucaju
veli stepena slobode 7=-1.
Pri vremenskoj inverziji, na§ Hamiltonijan se transformise na slede¢i nacin:

g 1[0 1] v (k—ik,)2 [0 -1]
- 2|1 o} (k,+ik,)? -V L o}

1 -V —(k, —ik,)? n
-_- L, ( V) =-H (3.129)
2| —(k, +ik,) \Y
Na osnovu ovoga zaklju¢ujemo da su svojstvena stanja za negativne energije sledeca:
\Il*
Y'= 2 (3.130)
_lPl
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= HY'=-E¥' (3.131)

Sto se ti¢e spektra za negativne energije, po konfiguraciji je isti kao za pozitivne. Spektar
za slucaj 7 =—1 je identi¢an spektru za slucaj 7 =1.

Spektar beskonac¢ne kruzne jame je simetrican za razliku od slucaja kada postoji konac¢na
potencijalna razlika 0<V(r) <oo izmedu slojeva. Na primer, kada je kvantna tatka sa
kona¢nim paraboli¢ni potencijalom. Za parabolicnu kvantna tacku u dvoslojnom grafenu, sa
kona¢nom potencijalnom razlikom, spektar je asimetri¢an. Za najnize nivoe i male vrednosti
r, kvalitativne osobine svojstvenih funkcija za ova dva slu€aja su odrzane. To znaci da se
pod tim uslovima, parabolicka kvantna tacka [9] moze aproksimirati beskona¢nom kruznom.
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4. Ekscitonska nestabilnost u kvantnim tackama jednoslojnog grafena

Efekti Kulonove interakcije u jednoslojnom grafenu omogucavaju nam realizaciju jako
korelisane verzije kvantne elektrodinamike, pomoc¢u 2D dostupnih sistema. Konstanta fine

strukture je relativno velika, o =€’/ hev, ~2.2/ & gde je ¢ efektivna dialektricka konstanta
za odredeni supstrat. Fermijeva brzina je v, =e/300~10°m/s.

Na kriti¢koj vrednosti «,, o¢ekuje se prelaz semimetal-izolator, zbog pojave elektron-
pozitronskih parova. Za a >c«, semimetal prelazi u Motov izolator, energija nastalih

ekscitonskih parova pocinje da bude niza od energije vakuuma. U slucaju beskona¢nog
jednoslojnog grafena prelaz semimetal-izolator je fazni prelaz drugog reda [13 ,14 ,15] .
Monte-Karlo simulacije kvantne reSetke su pokazale da je «,=1.1 za beskonacni

jednoslojni grafen. Ipak, ekscitonska nestabilnost nije eksperimentalno uocena.

U nasem slucaju, prouc¢avamo konaénu verziju ekscitonske nestabilnosti u potencijalnoj
kruznoj jami radijusa r = R. Mi prou¢avamo u odnosu na referencu [16] osnovno stanje za
N =0 intereagujuc¢ih elektrona (vakuum+Kulonova interakcija) na vrhu Dirakovog mora
(odgovara hemijskom potencijalu £ =0) u slu¢aju jednoslojnog grafena .

Nas osnovni jednocesti¢ni hamiltonijan I-A|0 u elektro-magnetnom polju glasi:
H, =\70(|@+9 Aj+\7(r)azrz — ;5B (4.1)
C

S =(5,.S,.S,) - spinske Paulijeve matrice

Uz = Borov magneton, sa Lande-ovim faktorom g, =2
o =(o,,0,) - Paulijeve matrice

7, - Paulijeva matrica koja odgovara veli stepenu slobode

A(r) - statisti¢ki vektorski potencijal, koji omoguc¢ava ukljucenje magnetnog polja B, gde

1
biramo gejdz A= 3 B,(-y,X)".

A

Mi ¢emo se ograniiti na slucaj kada je B =0, a na§ hamiltonijan H, je:
H, =v.6p+V(r)o,z, (4.2)
. 1
Razli¢ite vrednosti velija 7 =21 su raspregnute, tako da spin S = iE stvara dvostruku

degeneraciju.
Ako dodamo magnetno polje, vektorski potencijal prikazan pomoéu @, @) ima

dijagonalnu strukturu i za kvantne brojeve (m,z,S) i za provodno/valentnih grana indeks +1.
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Numeri¢ckom dijagonalizacijom dobijamo svojstvene energije Ea >0 1 Ea <0 te svojstvene

vektore. Na kraju uklju¢ujemo Zemanov ¢lan.
Numeri¢kom dijagonalizacijom dobijamo stojstvene energije Ea >0 i Eé <0, te

svojstvene vektore. Na kraju uklju¢ujemo Zemanov ¢lan. Uzimajuci da je B =B,, potpuna
energija E, >0 je data sa:
E,=E,—-sy;B, s=+1 (4.3)
Sli¢no jeiza E; <0.
Zemanov ¢lan je popriliéno mali, ali uklanja spinsku degeneraciju, dok A(r) moze da

uklanja veli degeneraciju.

4.1. Uvodenje Kulonove interakcije

Dakle, u sluc¢aju neintereagujucih elektrona, svi nivoi za E; <0 su popunjeni . U drugoj
kvantizaciji operator polja je:
¥(r)=> 0 (r)c, + > @ (r)d; (4.4)
a a
c, - operator anhilacije za jednodesti¢no stanje ®'"
d] - operator kreacije za jednogesti¢no stanje ®..

Posto hamiltonijan komutira sa 7, ,SB, mozemo da pisemo:

P(r) =2 7. (n (4.5)

Hamiltonijan je dat sa:
H=H, +H, (4.6)
H, = Z E,cic, + > |E,|d/d, - kineti¢ki ¢lan (4.7)

ZI drdr \PIS(r)‘PI-S'(I")‘Pr-sv(r')qus(r) . - interakcijoni ¢lan (4.8)

rr'ss’ |r -
Unosenjem operatora polja u Hamiltonijan 4.6, sad ga mozemo podeliti na dva dela na
drugaciji nacin:
H=Hg, +H" (4.9)
Prvi deo |:|FIX ili fiksni deo komutira sa operatorom broja elektrona, N, =Zc§ca, i

A A

brojem Supljina N :Zd;da. Ceo hamiltonijan komutira samo sa N =N, — Nh. Mi imamo
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A

N dostupnih elektrona i I\AIeh = Nh elektron-pozitron parova na vrhu Dirakomovog mora. N

je oCuvano dok I\AIeh fluktuira.
[H.N]=0, [H.N, |20, [H.N,]=0 (4.10)
Fi N, ]=[ A

i ~ 1 1
FIX H E bz abb'a ss abab )C C Cb Ca +— 2 z ( abh'a’ 5svaﬁg'5')d;dgdb da -

aba'b’

FIX ,Nh]:O (4.11)

%Zb( o~ O Vi) CA03 05 (4.12)
H'=h+ ﬁ* (4.13)

A= % > (Va0 Vos Ll 0+ aazbba WV, cldldG
; e — O Vo ) CoOICIC,. a;ﬁl(vaﬁﬁa 555Vabab)cadadbdb (4.14)

Pri izraCunavanju matri¢nih elemenata vazi zakon odrzavanja ugaonog momenta:
m,+m, =m, +m,. Indeks a nosi kvantne brojeve energetskog stanja n , angularnog
momentam , spinasivelijat,tj.a=m,m,s, t).

Primer izraCunavanja matri¢nih koeficijenata :

Vaa'b'b = (47[)2aAO'AaAa'Ab'A\J§:Cq,Cj;drIr_( |:‘]ma (Ear)‘]mb (Ebr) + ‘]ma+1(Ear)‘]mb+1(Ebr):'

jdr(r')“l[Jma, (Bt ) (Byt )+ 3y 4 (Eur )y 4 (Eyr) | (4.15)

E, je u jedinicama od A, =74v. /R i q=|m,—m,|. Koeficijenti C,, nestaju kada je (+q
neparno ili kada je (<q.Za q=(=0 imamo C, =1/R, inace

C(2L-1NG22 (n—1/2)(n—(-1)

C,, =
o2 L1 n(n—(-1/2)

(4.16)

4.2. Slucaj kada uzimamo samo veli stepen slobode 7 =+1i kada je N=0

/\

_ Ve Zj drar’ [‘P ()L )L (F) W, (1) + W (W] (), ()P (1) +
+¥1 (r)‘PI(r )‘Pi(r YL (r)+ W] (NWI(r)P,.(r )‘Pi(r)} :=H_.+H

T#T"

Zatim ograni¢imo se na potprostor stanja zadatim uslovom da su kvantni broj energetskog
stanja i angularnog momenta jednak nuli (n=0 i m=0) i uzmio u obzir samo jedan takav nivo
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u provodnoj zoni i samo jedan nivo u valentnoj zoni . U tom slucaju operatori u drugoj
kvantizaciji imaju slede¢i oblik :

4.17)
Wi, () =@ (r)c], + @1 (r)d{, (5.18)
Y, ()=o) (e, +@)(nNd,,  (5.19)
SaT il oznatavamo r=1i r=-1.
Odredimo sad komponente ®I”(r) i ®)(r):
1) [z=1]:
a) E,>0; a=(n=0,m=0, r=1):
oo [ k) T k) T
@, (r)_AJO_iei(le(kr):|’ @, (r) = Ay {_ie_i”l(kr)_ (4.20)
b) E,<0; 4=(n=0,m=0, r=1):
e ekl o Tieedkn T
@ (r)—'%o_ 3. (kP) } O, (F)—'%{ 5,0y (4.21)
2) [r=-1I:
a) E,>0; a=(n=0,m=0,r=-1):
e [ea ] [ied,an)]
@, (f)—'%{ _3,(kr) } @, (F)—A\){_Jo(er (4.22)
b) E;<0; @=(n=0,m=0,7=-1):
oy [ M A [ k) T
(Dé (r)_Ab0|:ieiq;Jl(kr)j|’ CDé (r)_A)O|:_ie—i¢;Jl(kr):| (423)

Odredimo do kraja nas interakcioni hamiltonijan:
e | |d“’r ([ OPLE. (0, (0) ]+ [¥ 0¥ (), (), 0] : =

J-|drdr [ cDT(ﬂ(r)CpLCDT( >(r)d )(qﬁ(*)(r')c;+cD§"’(r')dT)

(@ (r)e, + @ (r)d] ) (04 (N)e, + @ (d] ) |+ H,, =
::[VT*T***C}'cicTcT +Velele d! + Vit eleld e, +Vi T eld.c,e, +VST T d cle, el +
+Veleldld] +vield e, d] +V o cle,d] + Vi eld, d e, +
+Vy 7, cldle, +V.d dsc.c, +VTeld dd] +V T d.cldld ] +

Wi 7dydic,d] Vi diddie, +Vdddld] |+ H Y =
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_ 4+ AT AT H+— AT AT A T =t AT AT AT =+ AT —+++

_I:VTT CrCrCyCy —ViTCrCid ey + Vi CTCTd CT +Viy CTdTCTCT -V eldseie, +
Vﬁ}f +CTde CT +V¢}7++d d CTCT +777 Td d"‘d V7+7ic:r[—d;‘d;d1~ -

__+_ ——t T _—
did,d,c, +V5d{d,d,c, +V5did{d,d, | +H,, (4.24)

A

H,, se izraCunava na analogan nacin.
Zadrzali smo dvofermionske Clanove sa c, ic, zbog sistematskog pracenja matri¢nih
elemenata

e | |drdr (LY, O, O [ OP Y, O] - -

r—ry
[ Srele]e e, =V eleldle, + VS eleld e, + V) eld e e, =V, eld e el +
v, eleld[d] +Vv; " cldld c, -V cld{d,c, -V, eld[d ¢, +
+V;eld/d.c. +V, 7 dd e c, +Veld]d]d, -V, e[d]d[d. -

~V;did,d e, +Vyd]dd e+, ddid,d, | +H ), (4.25)

A

H, se raCuna na analogan nacin kao i HN samo se zameni TV sa 1.

Sto se ti¢e notacije u koeficijentima V , u gornjem indeksu + oznadava ®, - oznadava
@, a donji indeksi, prvi oznadava r, a drugi 7'. Spoljasnji gornji indeksi su vezani za r, a
unutrasnji za r'.

Da bismo do kraja izraunali na$ hamiltonijan moramo da izraCunamo sve koeficijente.
Zbog toga je neophodno Kulonov potencijal razviti u red koriste¢i Lezandrove funkcije:

¢
L = , 1 ZEZ[EJ P(cosp), ovde je r =max(r,r) i
r=r] \/r2+r2—2rr'c05go r s\ r

r.=min(r,r’) (4.26)

U nasem slucaju m, =m,, =m, =m,. =0. Jedine moguce kombinacije koje daju koeficijent

V razli¢it od nule su dva tipa integrala:
0 1 r

V, = a(dr)? AgAy D Co, [drr™ [ 33 (Eqr) + 37 (Egor) |- [dr r [ 38 (oot ) + 7 (Kot ) | =
(=0 0 0

=aC, =aN,, -0.68(4.27)

V, =a(4z)’A Amz(:“jdrr [ 30 (Eqo)J; (Eqor) ] jdr D35 (Eyr)d, (Egor) | =

(=0
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=aC, =aN,,-0.016 (4.28)

Ay=1 i Ny =(4r)?Al =26.15 (4.29)
V, =1.78

(4.30)
V, =0,41q

VARV A Y Y

) ' (4.31)

VI =V =Y,
Vi SV SV 2y T 2
I I) T#T T#T T#T T#T 1 (432)

Vrt:r” —V”H =-V,
Na osnovu ovih rezultata, nas hamiltonijan je oblika:
H = E,, (clc, +cjc,) +|Ey| (did, +d]d, ) +V,(-2c[c]c.c, —2cld c.d, —2c]d]c,d, -
2cdfc,d, —2c{d[c,d, —2d d]d.d,)+V,(2c{d c,d, —2clc/d{d] —2c.c,d.d|) (4.33)
Da bismo mogli odrediti matri¢ne elemente hamiltonijana, moramo da preciziramo u
kom prostoru stanja radimo. Za prostor stanja uzimamo Sestodimenzionalni potprostor koji je
iseCen iz beskonac¢nog svojstvenog prostora . Uzeli smo u obzir sve moguénosti Stvaranja
parova su popunjeni n=0,m=0i r=+1 za E, <0, a dostupna za ekscitaciju
n=0,m=0i r=+1za E, >0 stanja.
Nas§ potprostor stanja je

pre=[|0).cid [0)cld][0).cid] [0) ¢} [0).cidic[a} 0) ] =[[0),[1).[2).|3).4).|5)] (4:34)

Matriéni koeficijenti H,,, =(m|H|n) su: (m[H[n)=0, {mn=1..4 i m=n}  (435)
(0]A|0) = (1R [1) = (2]R[2) = (3]|3) = (4]H[4) = 2(|Eg| -V, +V, ) (4.36)
(ol )= sllo) -,
A matrica je:

-y PV

2(1Eg |-V, +V,)
H= 2(' Eoo |_V1 +Vz) (437)
2(| Eoo |_V1 )
2(| Eoo |_V1)

|2V, 4(| Ego |-V +V,) |

Neka je C=-2V,, A=2(|Ey| -V, +V,),B=2(|Ey| -V, ), D=2A (4.38)

Potrebno je dijagonalizovati deo hamiltonijana ¢iji potprostor sadrzi vektore |O> i |5> :

Hoo| e |0 c 4.39
0 =] v, 4(Ee|-V,+V,)|T|C 24 (439)
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E C 2 2 2
=-E(2A-E)-C’=E2-2AE-C?=0 (4.40)
C 2A-E
2 2
E0>'5>:2Ai=\/42A R SN e wan)

E,=A—JA°+C? [E,=A,E,=A,E,=B,E,=B,E,=A+J/A’+C?  (4.42)
Dalje odredujemo polarizaciju P, koja predstavlja meru udela pojedinih ekscitonskih
stanja u stanju najnize energije. IzraCunava se kao kvadrat apsolutne vrednosti koeficijenata
odredenog ekscitonskog stanja u stanju najnize energije.
Odredivanje polarizacije je bitno da bi smo odredili vrednost « za koju ekscitonska
fizika postaje znacajna.

Polarizacija za najnizu energiju E, = A—y/A*>+C?:

_—A+\/CA2+7CZ N JET MI@HO} (4.43)

1
AR (4.40

Eoys)= NS
\/1+[_+J C
C

2
A—~A?+C?
C 1

— p= ;= (4.45)
[A— A2+C2} 141
14 ATNAFE
C
2 2 2
D:(#] (4.46)

Na slede¢im slikama se vidi zavisnost energija i polarizacije od « .
Iz grafika se vidi da polarizacija postaje znacajna (0.5) za vrednost o =1.
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Slika 4.1. Zavisnost energija od vrednosti koeficijenta a za slucaj jednoslojnog grafena, kada
imamo samo veli stepen slobode. Razli¢iti energetski nivoi su oznacéeni sa Eo,Ej,Ez,E3,E4i Es.

08 /

0.6

041

00— ""‘}/’ﬁ

I I I I L
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Slika 4.2. Zavisnost polarizacije od vrednosti koeficijenta a za slu¢aj jednoslojnog grafena,
kada imamo samo veli stepen slobode.

4.3. Slucaj kada uzimamo spinski s=+1 i veli =+1 stepen slobode i kada je N=0

U opstem slucaju kada uzimamo u obzir spin, za jednoslojni grafen spinori su:
a) E,>0, a=(n,mz=1Lm,)

(+) _ img ‘]m(kr)
q)a (r) - Anne |:iei(me+l(kr)

b) E, <0, a=(n,mz=1m,)

} x(s,m,) (4.47)
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) _ —img _ie_i(p‘]mﬂ(kr)
q)é (r) - Anne { Jm(kr) :|Z(S’ ms) (448)

c) E,>0, a=(n,mz=-1m,)

Oy A acimg| 1€ (Kr)
cI)a (r) - Anne |: —Jm (kr) :|Z(S’ ms) (449)
d) E;<0, d=(n,mz=-1m,)
_ imo|  —Im(KN)
(1) = A [ieiw ’ (kr)}z(& m,) (4.50)

U nasem slucaju je m, =m, =m, =m, =0. Interakcijoni hamiltonijan, mozemo da

podelimo na slede¢i nacin:

H J.|drdr Is(r)‘{]:s'(rI)\Pr's'(r')\ljrs(r):

A
+(|:|%TT +H_ +H o+ "ALu)JF("ALw +H_,+H v H )} (4.51)

Na osnovu selekcionih pravila o slaganju ugaonih momenata slede¢i koeficijenti u
razvoju hamiltonijana su razli¢iti od nule (za sve moguce kombinacije spina):

T\ _\J = _\J——— _
VT:T' _Vr:r' _Vz‘:r' _Vr:r' _Vl

I)v;;.*- =V =V, (#:52)
Ly T (@53
Pojedini ¢lanovi u hamiltonijanu su:
Hf:f-,mszms. =2(V,-V,) [CdeITdmCm +cj,dfd, ¢, +chdld c, +Cj¢dj¢df¢cf¢] (4.54)
ﬁr:r',mﬁms. ={V, [2(‘3}%(5@% +chyelic ey +dfd]d, d,, +d}dj’¢d7¢d4)—
—Z(CITdewcn +chyd'yd e +cfdlid e, +cydd ey )} -
2V, [ eyl dldl +fiel dTdY +e e, d L d s +e e, d d ) (4.55)
|:'m',mszmsv = [Z(CITC}C_T% +cliclie oy +dldld 4d , + d1¢dde_¢d+¢)_
_Z(CITd—TTd—TCﬁ +c,dd e +cldlid i, +cfdid e )} -
-V, [ cycydhdl +cl el d ] +e e dd , +e e ,d ) (4.56)
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A _ t ot t ot gt Pt
Heomom, = V4 [2(C+¢C_¢C_¢C_¢ +c,che e, +didld d +d+¢d_¢d4d+¢)_
Pt gt Pt gt
_2(C+Td_¢d_¢cn +c;,dd ¢, +cld]yd, ¢, +ciyd/yd )} -
t ot dt dt oot of 4t df
-2V, e’ d"d]s +efjcldld] He e d yd g de o d ]} (4.57)

Odredimo sad zavishost svojstvenih energija naseg hamiltonijana u zavisnosti od
koeficijenta « . Nakon toga je potrebno naéi zavisnost polarizacije od « za najnizi
energetski nivo. Prostor stanja koji koristimo ukljucuje vakuum sve moguce ekscitonske
ekscitacije sa jednim, dva, tri i Cetiri razlicita elektron-Supljina para.

Hamiltonijan je blok-dijagonalan i blokovi su dati za bazis g, ili za nekoliko bazisa f;

ispod matrica H,.

0 A 2, 2V, o, 0
-2V, 4(‘E00‘_V1 +V2) 2V, 2V, 0 2
H = -2V, 2V, 4(‘E00‘ -Vi +V2) B 2V, 2, (4.58)
A 2V, 0 4(|Eoo| -V, +V2) 2V, 2V |
v, 0 2, 2, 4(|Eg| -V, +V,) -2V,
0 -2V, -2V, -2V, —2V, 8(|Eoo| V2 +V,)

'Bl = {| 0> ! C;+d;+cj+d1+ |0> ! C;-#d;-#CIdef

> ’Cifd;7CI+dI+ |O> !

cl.d{ c] d] |0),c{,d{,cf df c],d] c[ d] |0)} (4.59)
2(|Eqo| -V, +V,) 2V, -2V, A
H, = 2V, 2(|Eqo| -V, +V,) -2V, A (4.60)
-2V, -2V, 6(|Eqo| -V, +V,) 2V,
-2V, -2V, 2V, 6(|Eqo| V1 +V,)

,={c.d},]0),ci df_|0),cldf cf d{c.d] [0),c].di cldlc]d] |0}  (461)
. =1{cl,d},|0).c]_d] [0).cl,d].c],d] c] d] [0).c].d] c[.d[.c[ d] [0)}  (462)

) 2([El=) e (4.63)
2V, 2(3|Eqg| -3V, +2V,)

(={cl.d[0).c}.df ¢ d].c] d] |o)} (4.64)
={CT,dL|0>,CLdLCLdLCLdL|0>} (4.65)
fo ={c].d1,]0).¢] di,cl.dl ¢ d] |o)) (4.66)
fou={c] d]_|0),cl,dlc].d] ¢ d],[0)} (4.67)
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" [2 (2|Ew| -2V, +V,) 2V, J 4.68)
2(2[Eg| -2V, +2V,)
:{chLc“dl |0),cidicldl |0>} (4.69)
B, ={ci.dl c] d] |0),ci df c] d] [0)} (4.70)
B ={cl,d{ c[,d] [0),ci d] c] d] |0)} (4.71)
B ={ci_d{ c[,d] |0),ci df c[ d] [0)f (4.72)
H, = (2 Bl 1) _ZVZ )J (4.73)
By ={cid] |o> chT cl ch“dT |0)} (4.74)
:{CT dl.[0),c.df,ci d/ ¢l d] |0>} (4.75)
:{Cud; |0),ci,df c].dicld] |0>} (4.76)
Pss :{Cifd;+|0> ¢ dicldicld] |0>} (4.77)
| jednodimenzionalni brojevi sa jednim vektorom u bazisu
He = 2(|Eq| V1) (4.78)
P ={c1.d]_|0),¢]d]. |0),c].d]_|0),c] d], |0)}] (4.79)
H, = 4(|Eq|-V,) (4.80)
By ={cl,dl ¢l d] [0).c},dl ¢] d] |0).cl,d] ] d] |0),
c; dl,cl,d] [0).cf d},c! d,|0).c],d ¢ i |0)} (481)
Hg = 4(|Eqgo| -V, +V,) (4.82)
fu ={cl,dl ¢} df [0).c],d] ¢ d] [0)} (4.83)
Hy =2(2|Eo| -2V, +V,) (4.84)

ﬂgi :{C;—df C~L+dl |O> CT+dT I+|O>’C-T‘-+d1 CT dl |0> CT+dT C~L+d¥—|O>’C-Tr+d7T+CI—d;—|O>’
C%L+dT CT dir+|0> CT+dT CT dT |0> C;+di+cl«+dT |0> CT+dL-CI dI |0> C; d;+CI+dT |O>

ci.di,cl.di [0).cid]cld] [0),cdicd] [0).cdlcld [0).c]dic]d]]|0),

c¢+dT’7C¢7 r | O>} (4.85)
H,, =2(3[E,| -3V, +2V, ) (4.86)

B ={cldl.cl ! ¢l d] |0).cl.l.c] df ] d].|0),
ci, i ] d.cl_d]_|0).c} di.c]d.cl d] |0).} (487
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U slede¢em reSavamosvojstveni problem.
Za jednodimenzionalne blokove je rezultat ocigledan.

Za H, su svojstvene vrednosti

E, - 2(2|E00| _V, 4V, i\/(|EOO| VY, ) VY j

1 odgovaraju¢i nenormirani svojstveni vektori

Vo, = (| Eg| -V, +V, F \/(|EOO| -V, +V, )2 +Vy ,vzj .

Za H,:

T

E.. =4(|Eg|—V ), Ei. =4(|Eg| -V, +V;)

v, =(F11)".

Za H, su svojstvene vrednosti E,, = E;, a svojstveni vektori:

Vo = (_| Eoo| +V, -V, £ \/(| E00| Vi +V, )2 +V22 ’Vz)

Za H,:
Ez,l =2(|E00|_Vl)
E,, = 2(3|Eq| -3V, +2V,)

T

EZi

1 0
-1 0

Voi= 0 1 Voo = 1 WVoi =
0 -1

Za H, su rezultati komplikovaniji.
Ako se uvede novi bazis :

0 0

1 1

1/-1] 1| O
,31—{5 4 7| o
1 -1

0 0

Hamiltonijan dobija oblik:

2(2|E00|—2V1 3, & \([Ex| -V, +V, ) +4v;)

|Eq| -V, +V, 7 \/(| Ego Vi +V,) +4V/

|Eq| -V, +V, ¥ \/”(| Egol -V +V, ) +4V7

2\/2
2,
0) (1 0) (0
0| |0 1] |0
1| 1} (0] 1/1] |0
"2l -1 o] 2] o|?
0| |0 1] |0
0) (o o) (1
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(4.88)

(4.89)

(4.90)
(4.91)

(4.92)

(4.93)

(4.94)

(4.95)



4(‘E00‘ _Vl) 0 0 0 0 0
0 4(|Eg| V1 +V,) 0 0 0 0
" 0 0 4(|Ey| -V, +V,) O 0 0 (4.96)
v 0 0 0 0 —4V, 0
0 0 0 —aV, A(|Eqp|-V,+V,) 4V,
0 0 0 0 —4v, 8(|Eqo| -V, +V,)

Prva tri vektora u 4.95 su svojstveni za prve tri vrednosti hamiltonijana na dijagonali .
Na slede¢im graficima se vidi zavisnost energija i polarizacija od « .

Na grafiku za energiju se nalaze numericki odredene svojstvene vrednosti za H_,

oznacene sa Ej, E 1 E, uzavisnosti od « i ostale energije koje su:

E; =2(|Ep| -V, ). Ey =4(|Ego| -V ), Es = 4(|Eqo| -Vy +V; ), Eg = 2(2|Eqo| -2V, +V, )

E; =2(3|Eg| -3V, + 2V, ), Es sy = 2(2|E00| —2V, +V, + \/(|EOO| ~V,+V, )2 +4V} j

Ear iy = 2(2|E00| —3V,+2V, J_r\/(|EOO| V4V, ) +4v22) (4.97)

Eiex)

Slika 4.3. Zavisnost energija od vrednosti koeficijenta o za slucaj jednoslojnog grafena, kada
imamo veli 1 spinski stepen slobode. Razli¢iti energetski nivoi su oznaceni sa
Eo,E1,E2,E3,E4,Es,E6,E7,Es,Eq, Exol E11.
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Sa grafika polarizacije se vidi da je a~ 1.1 kada potpuno polarisani ekscitoni postaju bitni.

10F L T T |
: ~ ]
N \ — 1
I N\ - ]
\ -
\__

L \ .
06 E
04 / i
[ — P _
L Pz / "\_ T~ J
021 P \, .
00_#‘%| P .. L I L L L L ! L R ! N

0.0 05 10 15 20

Slika 4.4. Zavisnost polarizacije od koeficijenta a za slucaj jednoslojnog grafena, kada
imamo veli i spinski stepen slobode za najnizi energetski nivo. Razli¢ite polarizacije su
oznacene sa Py, P, P3. Vakuumsko stanje je oznaceno sa Py, nepotpuna polarizacija sa Pi
potpuna polarizacija sa Ps.

4.4, Termodinamicki limit

U termodinami¢kom limitu ocena prelaza, tj. kad ekscitonska fizika pocinje da bude
znacajna, se dobija izjednaavnjem ocene kineticke energije za najnizi nivo i ocene Kulonove

energije za Kulonov par :
Ve e
—~a— —> a~1 R-ow (4.98)
R R

Vidimo da « ne zavisi od R i da je srazmerno 1.
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5. Ekscitonska nestabilnost u GKT dvoslojnog grafena

Za dvoslojni grafen vaze sli¢na pravila za odredivanje ekscitonske nestabilnosti, glavna
razlika je u strukturi spinora.

U opstem slucaju struktura spinora je:
a) E,>0, a=(n,m7r=1m,)

J m (kmnr)
i3 (K.

b) E;, <0, a=(n,mz=1m,)

L (r) = ane‘”“{ }z(s, m,) (5.1)

) — —imgp e7i2(p‘]m+2 (kmnr)
b= { RN A 62
c) E,>0, a=(nh,mz=-1m,)
—i2¢
(+) — F —img € ‘Jm+2 (kmnr) .
D7 (r)=Fe { 3. (ko) x(s,m,) (5.3)
d E, <0, da=(nmzr=-1m,)
cD(:) -F img .‘Jm(kmnr) 5.4
O ISR PICLY 54

Pokaza¢emo da u termodinami¢kom limitu u sluc¢aju dvoslojnog garafena postoji kriti¢ni
radijus R, koji je veoma mali .

5.1. TermodinamickKi limit

Procenjujemo energiju slobodnog elektrona za kruznu kvantnu tacku kao:

o1
am R 59
Ovo mozemo da napiSemo na slede¢i nacin :
t* a’
1
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gde je t parametar interakcije susednih atoma unutar jednog sloja grafena, t, je parametar

interakcije najblizih suseda izmedu razlicitih slojeva, a konstanta reSetke za grefen. Ove
koeficijente smo uveli u drugom poglavlju.

Ocena Kulonove energija izmedu parova je :
2

Ec~ae—~at3~t a (5.7)
R R R
Kada je E, ~ E, dobijamo da je kriti¢ni radijus:
R, ~ al ~10a (5.8)

L
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6. Zakljucak

U ovom radu smo ispitali energetski spektar i svojstvene vektore za GKT u beskona¢noj
kruznoj potencijalnoj jami. Dobijene rezultate smo dalje iskoristili za ispitivanje konac¢ne
verzije ekscitonske nestabilnosti u GKT. Za KT dvoslojnog grafena ispitivani svojstveni
vektori za najniza tri nivoa i za male vrednosti radijusa mogu da se uporede sa slucajem kada
imamo kona¢an paraboli¢ni potencijal [9]. Vidi se da su osnovne osobine oduvane. Sto se tice
ekscitonske nestabilnosti u KT jednoslojnog grafena koristili smo egzaktnu dijagonalizaciju u
ograni¢enom prostoru najnizeg energetskog nivoa i bez prisustva ekstra elektrona u odnosu
na moguce ekscitonske escitacije. Proucavali smo i slucaj bez spina (samo sa veli stepenom
slobode) i sa spinom. U slu¢aju sa spinom smo uoCili kvantni prelaz (promenu) u ovom
problemu, veoma malih dimenzija prostora na vrednosti alfa oko 1.1 sto je blisko rezultatu
dobijenom Monte-Carlo metodom za kvantni fazni prelaz u grafenu u [14]. U odnosu na
referencu [16] mi smo razmatrali promenu vakuuma u prisustvu interakcije, a bez prisustva
ekstra elektona i nedvosmisleno utvrdili postojanje prelaza u KT kao mesto dodira najnizih
nivoa.

U slucaju dvoslojnog grafena u termodinamic¢kom limitu za najnizi nivo vidimo da o
zavisi od R i da za ve¢ malo kriticno R, ekscitonska fizika postaje znacajna. Za velike

vrednosti R >> R, mozZemo uzeti u obzir nestabilnosti koje se dogadjaju u termodinamickom

limitu. Dalje moZemo pretpostaviti postajanje konacne razlike unutar kvantne tacke, okolnost
razmatrana u [17] u termodinamickom limitu. ,,Hibridna“ stanja tu opisana bi mogla da opisu
i objasne odsustvo degeneracije jednog stepena slobode (na primer spina) u eksperimentu
[18] bez prisustva magnetnog polja.
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