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1

Uvod

Kanonska formulacija kvantne mehanike i kvantne teorije polja pociva na operatorskom for-
malizmu, koji je i stvoren prilikom zasnivanja ovih teorija u prvoj polovini XX veka. Mali
broj analiticki resivih problema podstakao je fizicare na razvijanje pribliznih metoda za
racunanje relevantnih fizickih veli¢ina. Tako je nastao semiklasican razvoj, teorija pertur-
bacija, razlicite varijacione metode itd. Pored toga, razvijene su i razlicite, ali medusobno
ekvivalentne formulacije ovih teorija, u zelji da se bolje sagledaju problemi koji se ne mogu
egzaktno resiti. Ako je neka teorija egzaktno resiva u jednoj formulaciji, onda je ona
reSiva i u drugoj, ekvivalentnoj, formulaciji. Naravno, resavanje pojedinih problema je
¢esto mnogo lakse u jednom formalizmu nego u drugom. Medutim, u fizici nas najcesée
interesuju slozeniji modeli koji se ne mogu egzaktno resiti. Da bi ovakve modele mogli
uspesno da proucavamo nekom aproksimativnom metodom, potrebno je da oni predstav-
ljaju malu deformaciju nekog egzaktno resivog modela. Ovde dolazi do izrazaja potreba
za razlicitim formulacijama kvantne teorije. Razli¢itim formulacijama odgovaraju i donekle
razlicite prirodne deformacije resivih modela.

Funkcionalni formalizam, koji ¢emo koristiti u ovom radu, idealan je za proucavanje
simetrija neke teorije. Na primer, kod gejdZ teorija! ovaj formalizam omoguéava da na
elegantan nacin zadrzimo relativisticku kovarijantnost teorije istovremeno fiksirajuci kali-
bracioni uslov. Pored toga, funkcionalni formalizam je posebno pogodan za proucavanje
spontanog narusenja simetrije i faznih prelaza, a nudi nam i odredenu vizuelizaciju kvantnih
procesa, Sto omogucava da se razvije nova intuicija, koja moze da pomogne u sagledavanju i
reSavanju problema novom metodom. Funkcionalni formalizam se pokazao kao posebno ko-
ristan opsti okvir pri formulaciji novih teorija od kojih je svaka zahtevala izvesno uopstenje
uobicajene procedure kvantovanja. Najbolji primeri za to su teorija struna i kvantna teorija
polja na nekomutativnim prostorima.

Razvoj funkcionalnog formalizma zapoceo je Pol Dirak [1] 1933. godine?, prime¢ujuéi da
dejstvo (odnosno lagranzijan), koje u klasi¢noj fizici ima klju¢nu ulogu i odreduje evolu-
ciju sistema, u dotadasnjoj kvantnoj fizici nije imalo prakticno nikakvu ulogu. Razma-
trajuéi ovo pitanje, Dirak je zakljucio [3] da je moguce ukljuciti dejstvo u kvantnu fiziku
i da kvantno-mehanic¢kom propagatoru, u odredenom smislu, odgovara izraz e’/ gde je
S dejstvo na klasi¢noj trajektoriji. Ricard Fajnman je nastavio razvoj ove ideje i 1948.
godine [4] je objavio novu formulaciju kvantne mehanike (tre¢u po redu, nakon Hajzenber-

gove i Sredingerove), ¢iju sustinu je moguée veoma lako objasniti. Za razliku od klasiéne

LGejdz ili lokalne simetrije su dinamicke simetrije koje zavise od prostorno-vremenskih koordinata.
20vde treba skrenuti paznju i na pionirski rad Norberta Vinera [2] iz 1923. godine u kome se uvode
euklidski funkcionalni integrali za slu¢aj Braunovog kretanja.
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fizike u kojoj je evolucija fizickog sistema deterministicka i odredena je klasicnim Ojler—
Lagranzevim jednacinama kretanja, u kvantnoj mehanici i kvantnoj teoriji polja deter-
minizam se odnosi samo na evoluciju talasne funkcije (odnosno operatora, u zavisnosti
od slike) izmedu merenja. Vrednosti fizickih veli¢ina koje merimo u buduénosti nisu una-
pred odredene, a teorija nam daje mogucénost da izra¢unamo verovatnoc¢u da neka fizicka
veli¢ina pri merenju ima unapred zadatu vrednost. U funkcionalnom formalizmu se ampli-
tuda verovatnoce za neki proces racuna tako Sto se uzmu u obzir doprinosi svih moguéih
evolucija sistema od zadatog pocetnog do zadatog krajnjeg stanja (a ne, kao kod Diraka,
samo doprinos klasi¢ne evolucije), a tezina sa kojom se uracunava neka evolucija je ¢S/,
gde je S dejstvo teorije koje odgovara toj evoluciji. Kao i Dirak, i Fajnman je smatrao da
je Lagranzev pristup u izvesnoj meri fundamentalniji od Hamiltonovog, pa mozemo reci da
su na ovaj nacin oni zapoceli program definisanja kvantne teorije direktno iz Lagranzevog
formalizma?3.

Interesantno je napomenuti da se u pocetku smatralo da je funkcionalni formalizam
samo zgodna heuristicka alatka koja sadrzi vazne aspekte kvantne teorije, ali ne sve. Iako
je ovaj formalizam pogodan za dobijanje intuitivne slike kvantnih procesa, smatralo se da
svi rezultati dobijeni u funkcionalnom formalizmu moraju na kraju da se provere u oper-
atorskom. Razlog za ove sumnje je ¢injenica da u pocetku nije bilo jasno gde se u novom
formalizmu nalazi zapis nekomutativnosti koji je inherentan svakoj kvantnoj teoriji. Danas
je situacija potpuno drugacija i ¢esto se u istrazivanjima, pa i u udzbenicima, zapravo po-
lazi od funkcionalnog integrala*. Kao §to ¢emo videti kada budemo definisali funkcionalni
integral u slede¢em poglavlju, nekomutativnost je zaista prisutna u ovom formalizmu, ali
se javlja na veoma suptilan nacin. Razlog zbog koga je za ovo trebalo toliko vremena je
Sto se nase znanje o funkcionalnom integralu moze uporediti sa znanjem o obi¢nim inte-
gralima pre Rimana. Pre uvodenja koncepta Rimanovih integrala bilo je moguce resiti
samo neke partikularne integrale koristeci specijalne, pogodno izabrane diskretizacije pri
racunanju Darbuovih suma. Definisanje Rimanovih integrala, koji imaju kljué¢nu osobinu
da njihova vrednost ne zavisi od diskretizacije, omogucilo je razvoj prakticnih metoda za
njihovo resavanje. Funkcionalni integrali nisu Rimanovi, to jest njihova vrednost zavisi od
diskretizacije®. Upravo ta osetljivost na vrstu Darbuove sume predstavlja zapis nekomu-
tativnosti operatorskog formalizma u funkcionalnom formalizmu. Kao sto ¢emo videti pri

3Striktno govoreéi, Dirak-Fajnmanov program nije do kraja zavrSen, posto je za definisanje mere u
funkcionalnom integralu neophodno koris¢enje Hamiltonovog formalizma u medukoracima. Ovo ¢e biti
detaljnije pokazano u sledeéem poglavlju, pri definisanju funkcionalnog integrala u konfiguracionom pros-
toru.

4Interesantno je uporediti tri osnovne formulacije kvantne teorije sa stanovista korisnosti. Originalna,
kopenhagenska formulacija Hajzenberga i Bora iskljucuje bilo kakvo razmatranje kvantnog sistema izmedu
dva merenja. Ova formulacija je minimalisticka. Ona je omogucila ¢vrsto zasnivanje kvantne mehanike time
§to ju je potpuno odvojila od klasi¢ne. Ipak, ova formulacija se iz istog razloga pokazala i kao najmanje
plodna i korisna (sem za filozofiju, gde je podstakla razvoj pozitivizma). Sledeca, Sredingerova formulacija,
originalno je pretendovala na davanje potpunog opisa ponasanja kvantnog sistema, ¢ak i u toku merenja.
Mada se ispostavilo da ovo ne stoji i da je Sredingerova formulacija ekvivalentna sa Hajzenbergovom ma-
tricnom mehanikom, ona ipak ima dve velike prednosti u odnosu na nju. Prvo, daleko je pogodnija za
prakticnu primenu. Drugo, opisujuéi kvantne fenomene formalizmom koji je slican klasiénom (parcijalne
diferencijalne jednacine), pruzila nam je izvesne intuitivne slike o kvantnim procesima. Iz oba ova razloga
ovo je daleko najkorisnija formulacija za one koji se bave atomskom ili molekularnom fizikom, odnosno
hemijom. Treéa, Fajnmanova formulacija, ima prednost ne toliko u prakti¢nim primenama, koliko u is-
trazivackom smislu — u izgradnji novih modela. Zbog toga je ovo i najkorisnija formulacija kvantne teorije
za vetinu modernih fizicara.

5] pored upornog rada matematicara koji se ovim bave, do danas nije doslo do zna¢ajnog prodora u
njihovoj aksiomatizaciji.



definisanju funkcionalnog integrala, razlicite Darbuove sume koje mozemo da formiramo
odgovaraju razli¢itim uredenjima operatora pri prelasku sa klasi¢ne na kvantnu teoriju.

Pored jasne fizicke ideje koja stoji iza ovog formalizma, njegova prednost lezi i u tome sto
se razlicite aproksimativne metode, ranije izvedene u operatorskom formalizmu, ovde izvode
lakse i sa ociglednom fizickom interpretacijom. Jedna od najvaznijih osobina funkcionalnog
formalizma je S$to je omogucio primenu moénih numerickih metoda, kao sto je Monte
Karlo, za reSavanje relevantnih fizickih problema. Razlog za to je idealna koresponden-
cija matematicke postavke problema koje zelimo da resimo u ovom formalizmu sa tipi¢nim
problemima za ¢ije reSavanje su upravo i razvijeni pomenuti numericki metodi.

Vazno je naglasiti i paralelu izmedu funkcionalnog formalizma kvantne teorije i statisticke
mehanike, u kojoj se centralni objekt, particiona funkcija, ra¢una na slican nacin kao ampli-
tuda verovatnoc¢e u kvantnoj mehanici, odnosno generisuc¢i funkcional u kvantnoj teoriji
polja. Postojanje ove paralele® omoguéava da se mnogi metodi teorije polja uspesno pri-
menjuju u statistickoj mehanici i teoriji kondenzovanog stanja materije, kao i obratno. Pri
tome su se intuicija i iskustvo steceno u jednoj oblasti cesto pokazivali korisnim u drugoj
oblasti. Navedimo nekoliko najznacajnijih primera. Fajnmanovi dijagrami, koji predstav-
ljaju jedan od najkorisnijih aproksimativnih metoda (perturbativni razvoj) kvantne teorije
polja, sa velikim uspehom se primenjuju i u teoriji kondenzovanog stanja. Sa druge strane,
renormalizaciona grupa, koja je originalno razvijena u okviru teorije kondenzovanog stanja,
siroko se primenjuje u teoriji polja. Tre¢i vazan primer je teorija faznih prelaza.

Funkcionalni formalizam, koji je kao i mnoge druge fizicke teorije, razvijen bez odgo-
varaju¢e matematicke pozadine, ujedno je inicirao razvoj i dao znacaj novim oblastima
matematike, kao Sto su diferencijalna geometrija, algebarska topologija i teorija homologija
i homotopija. Moderni matematicari sve vise lice na fizicare: oni koriste i razvijaju ovaj novi
formalizam, a ne fokusiraju sve napore na njegovu aksiomatizaciju i verifikaciju egzistencije.

Imajuc¢i u vidu sve ovo, ideja vodilja ovog rada je da se racunanje funkcionalnih inte-
grala pojednostavi koriS¢enjem nove aproksimativne Seme, Gausovog polovljenja, koje ¢e
biti definisano u tre¢em poglavlju. Nova aproksimacija se efektivno svodi na prelazak
sa funkcionalnog integrala u diskretizaciji sa 2N podeonih tacaka intervala evolucije na
diskretizaciju sa N podeonih tacaka. Ovaj prelazak se ostvaruje tako Sto se izvrse integracije
po neparnim promenljivim u definiciji funkcionalnog integrala. Da bi ovo bilo moguce,
neparni integrali se na odgovarajuéi nacin aproksimiraju Gausovim. Prelazak na dvostruko
grublju diskretizaciju prac¢en je promenom originalnog dejstva novim, efektivnim dejstvom.
Razvijeni metod ima zanimljive posledice u analitickom pristupu, dajuéi nam moguénost da
definiSemo nizove razlic¢itih teorija koje sve opisuju istu fiziku, posto imaju isti kontinuum
limes. Koristedi linearizovanu verziju novog metoda za racunanje funkcionalnih integrala
izveli smo i nekoliko aproksimativnih analitickih formula, koje se mogu porediti sa drugim
metodima, kao Sto su semiklasican ili perturbativan razvoj. Bitna osobina razvijenog metoda
je da je primenljiv i izvan semiklasi¢nog sektora, u kojem druge metode daju lose rezultate.

Treba napomenuti da je Gausovo polovljenje moglo da bude razvijeno i ranije. Analiticki
preduslovi za ovo postoje od samog zasnivanja funkcionalnog formalizma, dok su numericki
preduslovi ispunjeni u poslednjih desetak godina. Ispunjenost numerickih preduslova je
neophodna zbog moguénosti verifikacije i poredenja ove aproksimativne Sseme sa drugim,
ve¢ poznatim i prouc¢enim aproksimacijama, kao i egzaktnim rezultatima. Pored razvijenih
numerickih metoda, u numericke preduslove spada i razvijen hardver koji omogucava pri-

6Razlog za postojanje paralele je §to ove teorije po¢ivaju na klju¢énoj linearnoj kombinatornoj strukturi.
U statistickoj mehanici je re¢ o aditivnosti verovatnoca, dok je u kvantnoj teoriji re¢ o aditivnosti amplituda
verovatnoce.
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menu numerickih metoda u razumnom vremenu. Mislimo da osnovni razlog sto je tek sada
razvijena metoda Gausovog polovljenja lezi u dugogodisnjem fokusiranju veéine istrazivaca
na primenu i generalizaciju funkcionalnog formalizma i na stvaranje novih modela, a manje
na zasnivanje novih opstih aproksimativnih metoda.

Novi metod koji smo razvili primenljiv je u slu¢aju kvantizacije proizvoljne teorije. U
ovom radu ¢emo detaljnije ispitati osobine nove aproksimativne Seme na sluc¢aju kvantne
teorije polja u jednoj dimenziji (8to je ekvivalentno standardnoj kvantnoj mehanici). Pri-
mena Gausovog polovljenja na visedimenzionalne modele bi¢e predmet daljih istrazivanja.

Ovaj rad ima sledecu strukturu: u narednom, drugom poglavlju je definisan funkcionalni
integral u kvantnoj mehanici u faznom i u konfiguracionom prostoru, a zatim je eksplicitno
izracunat generisuc¢i funkcional slobodne cestice. Nakon toga su pobrojani najvazniji anali-
ticki aproksimativni metodi u funkcionalnom formalizmu i objasnjeno je kako se numericki
izracunavaju funkcionalni integrali. U tre¢em poglavlju je uvedeno Gausovo polovljenje i
izvedena rekurzivna formula koja omogucava efikasnije racunanje funkcionalnih integrala,
kako u analitickom, tako i u numerickom smislu. Na osnovu rezultata Monte Karlo simulacija
koje smo razvili za potrebe ovog rada proverena je primenljivost novog metoda. Na kraju
tre¢eg poglavlja je kvantifikovano ubrzanje, odnosno povecanje efikasnosti u ra¢unanju koje
daje ova metoda. U cetvrtom poglavlju su rekurzivne formule Gausovog polovljenja lineari-
zovane i egzaktno reSene. Svi analiticki izvedeni rezultati su provereni koris¢enjem rezultata
numerickih simulacija i uporedeni sa rezultatima koji se dobijaju primenom originalnih
rekurzivnih formula. U poslednjem odeljku ovog poglavlja je razmatran kontinuum limes
linearizovane rekurzivne formule i pokazano je da njegova primena predstavlja optimalnu
strategiju za racunanje funkcionalnih integrala. U petom poglavlju izvedena je algebarska
aproksimativna formula za funkcionalni integral i dati su numericki rezultati na osnovu
kojih je ocenjen kvalitet ove formule. U Sestom poglavlju su sumirani svi rezultati i dati
su zakljucci. Dodatak A predstavlja elementaran uvod u Monte Karlo metod, u Dodatku
B naveden je i diskutovan programski kod razvijenih numerickih Monte Karlo simulacija,
dok su u Dodatku C prikazani kompletni rezultati numerickih simulacija za Sirok opseg
parametara proucavane teorije (anharmonijski oscilator sa kvartiénim anharmonicitetom).
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Funkcionalni integral u kvantnoj
mehanici

U klasi¢noj mehanici, kretanje cestice u jednoj prostornoj dimenziji odredeno je njenim koor-
dinatama ¢ i p u faznom prostoru, dok je dinamika definisana pomoc¢u hamiltonijana, koji se
u vedini sluéajeva od fizickog interesa moze predstaviti u obliku H(p, q) = fup®q’, gde je sa
p oznacen generalisani impuls konjugovan koordinati ¢, a po ponovljenim indeksima se pod-
razumeva sumiranje. Prelazak na kvantnu mehaniku u operatorskom formalizmu definisan
je korespondencijom ¢ — ¢, p — P, gde su sada ¢ i p hermitski operatori u odgovarajuc¢em
Hilbertovom prostoru, pri ¢emu vazi [4, p] = ¢h. Jasno je da prelazak sa komutirajuéih na
nekomutirajuce varijable nije jednoznacno definisan na ovaj nac¢in. Na primer, klasicnom
izrazu ¢p mozemo da pridruzimo operatore dp i pq koji su medusobno razli¢iti, a gornja
definicija ne daje preciznu preskripciju. Nejednoznacnost se ne otklanja ni zahtevom da
preskripcija pridruzuje hermitske operatore klasi¢nim funkcijama (opservablama). To znaci
da i hamiltonijanu mozemo da pridruzimo razlicite operatore: u levoj preskripciji imamo
operator H, = fap?@’, a u desnoj Hp = fad’p®. Primetimo ovde da operatori H, i
Hp nisu hermitski, ali da je re¢ o posebno jednostavnim uredenjima koja ¢emo koristiti
kasnije da pokazemo neke osobine funkcionalnog integrala. U praksi se najces¢e koristi
Vajlova [5, 6] simetri¢na preskripcija Hy = fap(P4°)w, u kojoj se svaki sabirak u klasi¢cnom
hamiltonijanu totalno simetrizuje po svim koordinatama i impulsima. Formalna definicija
Vajlove preskripcije data je implicitno pomocu izraza

@+ 50 =3 () bt
k=0

Na primer, Vajlovom preskripcijom dobijamo

pqg — (PQw =
o 1
r’q — (PDw = g( 2

Ocigledno je da ovo uredenje uvek daje hermitske operatore!.
Ako sa |g, t) ozna¢imo stanje kvantnog sistema u trenutku ¢, a sa A(a, t,; 3, tg) skalarni
proizvod (amplitudu verovatnoce) (3, tg|la, t,), tada je verovatnoca za prelaz iz stanja

scrpna diskusija o Vajlovoj i drugim moguéim preskripcijama pri prelasku sa klasi¢nog na kvantni
hamiltonijan moze se naci u [7, 8.
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|, to) u trenutku t, u stanje |3, tg) u trenutku tg data sa |A(«, ta; 3, tg)|*. Ukoliko
za dati hamiltonijan mozemo da izracunamo sve ovakve amplitude, odnosno odgovarajuce
verovatnoce prelaza, onda smo resili teoriju u potpunosti [9], odnosno sve opservabilne
veli¢ine mozemo da izrazimo pomoc¢u odgovarajuc¢ih amplituda verovatnoce. Pocetna tacka u
uvodenju funkcionalnog formalizma je upravo racunanje amplitude A za proizvoljno pocetno
i krajnje stanje kvantnog sistema. U Sredingerovoj slici amplitudu verovatnoée prelaza
mozemo da napiSemo u obliku matricnog elementa

A(Oé, 2% ﬁ? tﬁ) = <6|U(t5 — ta, ta)|a>’

gde je G(tﬁ — ta, ts) evolucioni operator, koji opisuje evoluciju sistema od trenutka t, do
trentka tg. Argumenti evolucionog operatora su vreme trajanja evolucije ¢ — ¢, i pocetak
evolucije t,. Ukoliko se ograni¢imo na konzervativne sisteme (kada konstante f,;, ne zavise
od vremena), koji su invarijantni na vremenske translacije, evolucioni operator zavisi samo
od razlike T = t3 — t,,, odnosno U= U(T), a isto vazi i za amplitudu A = A(«a, 5, T). Za
takve sisteme je evolucioni operator dat sa

U(T) = exp {—%ﬂT} .

U operatorskom formalizmu problem ra¢unanja ampltude A svodi se na eksponenciranje
hamiltonijana i nalazenje evolucionog operatora, a nakon toga na racunanje odgovarajucih
matricnih elemenata. Mi ¢emo ovde krenuti nesto drugacijim putem, uvodedéi funkcionalni
formalizam u kvantnu mehaniku (pedagoski pristup se moze naéi u [10, 11]). Najjednostaviji
pristup je da razmotrimo vremensku evoluciju od trenutka ¢, do trenutka t3 kao uzastopni
niz od N evolucija, od kojih svaka traje e = T'/N.

2.1 Definicija funkcionalnog integrala

Da bismo izracunali amplitudu A, vremenski interval evolucije sistema T podeli¢emo na
N jednakih delova pomo¢u N — 1 podeonih tacaka t, = t, + ne, gde je vremenski korak
e=T/N,ane€{l,..., N—1}. Zbog konciznosti oznaka uveséemo konvenciju po kojoj je
to =to, tn =18, o = o i gy = . Ukoliko sada u definiciju amplitude A umetnemo N — 1
razlaganja jedinice u koordinatnoj reprezentaciji, dobi¢emo:

:/OO.../OO dar - day 1 gy )lan1) .- (a|T@l@) . (2.1)

U gornjem izrazu imamo proizvod matriénih elemenata oblika (gn1|U(€)|g,), koji se za
dovoljno malu vrednost veli¢ine vremenkog koraka e (odnosno za dovoljno veliku vrednost
broja koraka NN, sto uvek mozemo da obezbedlmo) priblizno mogu izracunati tako sto se
evolucioni operator U(e) napise kao U(e) =1 — —eH pa je trazeni matri¢ni element jednak
(qn+1|I — ,—ieH]qn>. Ako smo usvojili levu preskripciju koja daje hamiltonijan Hy, tada éemo
ovaj matri¢ni element izracunati umetanjem jos jednog razlaganja jedinice, ali ovoga puta
u impulsnoj reprezentaciji,

[e.9]

(@ns11U(E)|gn) L = (qnsa|l — ﬁeHL\cm = / dpn {Gns1]pn) (Pull — ﬁGHL!cm :

—00
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Sada ¢emo iskoristiti vrednost skalarnog proizvoda {(q|p) = (p|q)* = exp {%pq} /\27h, kao
i ¢injenicu da je matricni element <p\ﬁL|q> = (p|fud®d®|q) = fup®d® = H(p, q) jednak
vrednosti klasi¢cnog hamiltonijana za vrednost impulsa p i koordinate q. Kada ovo uzmemo
u obzir, dobijamo

. > exp{ipn(Gni1 — qn) i
nal0@la)s = [ . {ipn@ni }O—%WW%O%

. 2rh h
* eXp {%pn(Qn—‘rl - Qn)} [
~ d n ——ecH nsy Yn .
/_OO p 57 exp y —€¢H(pn, ¢u)

Gornje priblizne jednakosti vaze do na linearne ¢lanove po vremenskom koraku e. U kraj-
njem koraku ¢emo iskoristiti limes N — oo, pa ¢e ove jednakosti postati egzaktne. Prime-
timo, medutim, da je poslednji oblik posebno koristan za dalji rad, jer ¢e biti potrebno da
pomnozimo N — 1 ovakvih matrénih elemenata. Dakle, dobili smo

0@t~ [ e e B2 HG |} @2

gde smo, kao i ranije, sa H(p, ¢,) oznacili vrednost klasicnog hamiltonijana za vrednost
impulsa p = p,, i koordinate ¢ = q,.

Sli¢no, ukoliko usvojimo desnu preskripciju za prelazak na kvantni hamiltonijan, matric¢ni
element je dat sa

A OOdn Z n+1 7 Un
nalOlato~ [~ et [0 b g| b 23

—0o0

Za Vajlovu preskripciju, koju éemo ubuducée iskljucivo koristiti (zato ne stavljamo indeks
W kod matricnog elementa), dobija se [5, 7, 12]

: ~ [ i G = Gn + G
06} = [~ g exp { e [ 20 g (3, 2 )

o0

Izrazi (2.2), (2.3) i (2.4) predstavljaju primere leve, desne i srednje Darbuove sume. Oni
dovode do razli¢itih vrednosti za amplitudu A, sto pokazuje da funkcionalni integrali nisu
Rimanovi. Svaki pojedinac¢ni integral u definiciji funkcionalnog integrala jeste Rimanov, ali
limes N — oo daje rezultat koji ne pripada ovom skupu. 1z gornjeg izvodenja se vidi da ovo
nije slucajnost, ve¢ da je upravo ovo mesto gde se u funkcionalnom formalizmu krije zapis
nekomutativnosti.

Kada rezultat (2.4) unesemo u jedna¢inu (2.1) i pustimo da broj vremenskih koraka N
tezi beskonacnosti, za amplitudu A dobijamo izraz

Ala, 8, T) = hm/ / U0 by | dpy-1diny
N—

N—o0 2wh 2mh 2mh

. exp{ ; { Gnet Zn gy <pn, %)]} . (25)

Gornji izraz predstavlja standardnu definiciju funkcionalnog integrala u faznom prostoru.
Uobicajena oznaka za ovaj funkcionalni integral,

Ala, 8, T) I/[dqdp]exp{%/j (pd—H)df} ,
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podseca nas da u eksponentu izraza (2.5) imamo sumu koja predstavlja diskretizovanu vred-
nost integrala % ftif (p¢g — H)dt = %S , gde je S dejstvo teorije. Funkcionalni integral u kon-
figuracionom prostoru dobija se nakon dodatne integracije po impulsima. U opstem slucaju
integraciju po impulsima nije moguce izvrsiti u zatvorenom obliku. U ovom smislu Dirakov
i Fajnmanov program definisanja kvantnog formalizma u konfiguracionom prostoru nije u
potpunosti doveden do kraja.

Kao sto vidimo iz gornje definicije funkcionalnog integrala u faznom prostoru, broj inte-
gracija po koordinatama i impulsima je razli¢it: imamo N — 1 integracija po koordinatama,
a N integracija po impulsima. Posledica ove ¢injenice je da se ocigledno gubi kanonska
invarijantnost mere?.

U ovom radu ogranii¢emo se na klasu lagranzijana oblika L = § G(¢) ¢*—V(g), odnosno
hamiltonijana oblika H = 1 G~*(q) p? 4+ V(q). Ova klasa sadrzi sve relevantne fizicke mode-
le, a ima i druge vazne osobine koje ¢emo detaljno objasniti u slede¢em poglavlju, pri
izvodenju rekurentne formule za funkcionalni integral. Ova klasa teorija ima i dodatnu vaznu
osobinu da je za nju moguce kompletiranje Dirakovog i Fajnmanovog programa i definisanje
funkcionalnog integrala u konfiguracionom prostoru. Naime, za ovu klasu hamiltonijana
mozemo da izracunamo integrale po impulsima u definiciji (2.5). Ako prepisemo integrale
po impulsima iz jednakosti (2.5), vidimo da su to Gausovi integrali,

h Todpy dpyoa pes N [p St Lgor (It ey (Tt )]
/_oo"'/_oo%h'“ o O : : =) (26)

Tipican faktor u izrazu (2.6) ima oblik

ey (Gt dnst ~ dpy 1€ 3 (Qntdni1\ o | ¢
__V __G 7 Pn\Un — ({n R
exp{ h ( 2 )}/_Oo%heXp{ 2% ( 5 )pn+hp (@nt1 — an)

pa primenom standardne procedure za resavanje Gausovih integrala® za resenje gornjeg
integrala dobijamo

L€ An + gn+1 G (%) s dn + dn+1 dn+1 — Qn 2 o
eXp{ Y ( 2 )} orhic . P O\ T 2 : -
_ G(%) exp{ie lG (Qn+Qn+l) (Qn+l_Qn)2_v(qn+qn+1)]} .

2 2 € 2

2mhie h
Ako sada u definiciju (2.5) uvrstimo ovaj rezultat, za amplitudu A éemo dobiti novu formulu,
koja sada zavisi samo od integrala po konfiguracionim promenljivim

oo 00 N-1 G (l]k+12+%)
A =1 - dqy .. .dgn— e
(Oé, BJ ) 1m / /_ q1 gN-1 1_[0 I hic

2Moze se pokazati da mera funkcionalnog integrala nije kanonski invarijantna ¢ak ni pri ra¢unanju traga
evolucionog operatora TrU = ffooo dq (q|U|q), mada funkcionalni integral za ovaj izraz ima jednak broj
integracija po impulsima i koordinatama.

31z tablicne vrednosti za najjednostavniji oblik Gausovog integrala, ffooo dx exp{—az?} = -
moze se dobiti i resenje Gausovog integrala u najopstijem obliku, koris¢enjem jednstavne transormacije

. 2

75 da exp{—aa® — ba — ¢} = exp{% — c} [ da exp {fa (z+ L) } =z exp{% - c}. Ovde se
pretpostavlja da je realni deo parametra a pozitivan, $to se u naSem sluc¢aju moze posti¢i dodavanjem
malog negativnog imaginarnog dela vremenskom koraku e.
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Z. N-—1 1 + . 2 +
. exp {ﬁ Z € §G (Qn 2Qn+l) (Qn+1e %1) -V <Qn+12 Qn> } . (27)
n=0

Ovo je ujedno i definicija funkcionalnog integrala u konfiguracionom prostoru za razmatranu
klasu teorija. Uobic¢ajeni formalni zapis ovog integrala je integral,

Ao o) = [ {5 [ Craty = [l e { Lo}

Gornja definicija nam pruza jasnu fizicku interpretaciju funkcionalnog integrala: vrednost
amplitude verovatnoce za prelazak iz pocetnog stanja |«) u finalno stanje |3) dobijamo tako
Sto saberemo doprinose svih moguéih evolucija, odnosno svih moguc¢ih trajektorija koje
zadovoljavaju granicne uslove ¢(t,) = a i q(tg) = (. Pri tome je doprinos svake trajektorije
odreden tezinskim faktorom exp{%S} (i merom y), gde je S dejstvo koje odgovara posmatra-
noj trajektoriji. Skup mogucih trajektorija ima neprebrojivo mnogo elemenata, a prakti¢na
definicija (2.7) nam daje uputstvo kako da ura¢unamo njihove doprinose, kako u analitickom,
tako i u numerickom pristupu. Na slici 2.1 je ilustrovana definicija funkcionalnog integrala.

A4 A9 A4 A9y A 9x

./ coe
-

t
| | >
ly=14 tl Ly & e Lys Iy =1,

Slika 2.1: Tlustracija defincije (2.7) funkcionalnog integrala u konfiguracionom prostoru. Skup svih tra-
jektorija koje zadovoljavaju grancéne uslove q(t,) = « i q(tg) = [ se aproksimira skupom izlomljenih tra-
jektorija koje se sastoje od N duzi. Unutrasnje grani¢ne tacke ovih duzi su promenljive i mogu da se nadu
na proizvoljnom mestu na odgovarajucoj pravoj. Ovo odgovara integraciji po promenljivim ¢y, ..., gnv—1 U
definiciji funkcionalnog integrala.

Kao sto smo videli, funkcionalni integral je dat kao suma izraza eXp{%S}. Ova forma
funkcionalnog integrala je posebno pogodna za koris¢enje semiklasi¢ne aproksimacije, to jest
asimptotskog razvoja po (malom) parametru h. Kolokvijalni izrazi “h je malo”, odnosno
“semiklasi¢ni sektor” ¢e stoga oznacavati da za odgovarajuce trajektorije vazi h < S. Na
slican nacin ¢e “h je veliko”, odnosno “ultrakvantni sektor” zapravo znace da je h > S.
Sam semiklasi¢ni razvoj se implementira metodom stacionarne faze*. Uslov stacionarne faze

4U euklidskoj teoriji je to metoda najbrzeg spusta, odnosno u opstem slu¢aju kompleksnog prostora,
metoda sedlaste tacke.
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daje ‘;—‘2 = 0, $to je prosto klasi¢na jednacina kretanja. Semiklasican razvoj nam govori (u
slucaju da je h malo) da dominantan doprinos funkcionalnom integralu daju trajektorije
koje su blizu resenja klasi¢ne jednacine kretanja g,. U ovom slucaju je g tacno u sredini
relevantne oblasti jer je ¢ =~ (¢). Ova situacija je prikazana na slici 2.2. Semiklasi¢an razvoj
se u kvantnoj teoriji polja jos zove i razvoj po petljama, posto se pokazuje da Fajnmanovi
dijagrami sa n—petlji daju doprinose proporcionalne sa A". Primetimo da je ovde zaista
re¢ o asimptotskom, a ne Tejlorovom razvoju po h, posto dijagrami bez petlji mogu dati
doprinose oblika e™#, u kojima je tacka h = 0 esencijalni singularitet. Doprinosi ovog tipa
su fizicki izuzetno vazni jer opisuju “najkvantnije” procese, kao Sto su tuneliranje, odnosno
u teoriji polja solitone i narusenje simetrije.

Povecanjem h dolazi do dva efekta: Siri se oblast relevatnih trajektorija, ali i g, pocinje
da bitnije odstupa od (g), to jest od sredine ove oblasti (slika 2.3). U ovom slucaju je
podesno uvesti novu aproksimativnu Semu u kojoj se razvoj ne vrsi oko ¢, veé oko (q).
Poboljsana aproksimacija je razmatrana u radovima [13 — 18], gde je pokazano da nova
Sema zaista ima prednosti na uobicajen semiklasican razvoj. Mana ove nove procedure
lezi u tome §to se razvoj ne vrsi vise oko poznatog ¢., veé oko (g), ¢ije je racunanje jed-
nako slozeno kao i racunanje pocetnog funkcionalnog integrala. Prakticna implementacija
ove poboljsane metode stoga polazi od samousaglasene procedure racunanja funkcionalnog
integrala i odgovarajuée oc¢ekivane vrednosti.

U ultrakvantnom sektoru, h postaje toliko veliko da aproksimacije ovog tipa vise nisu pri-
menljive. U tom slucaju sve trajektorije postaju jednako vazne pri racunanju funkcionalnog
integrala.

Jos jedna uobicajena aproksimativna metoda je perturbativni (Tejlorov) razvoj po kon-
stanti interakcije g. Veza izmedu perturbativnog i semiklasi¢nog razvoja je posebno jednos-
tavna za teorije sa jednom konstantom interakcije. Na primer, za anharmonijski oscilator
sa kvarti¢nim anharmonicitetom, dejstvo je dato sa

b 1 1 g
. _ - '2__ 2 2__ 4
Slq(t); w, g] —/ti dt (2q S d = > -

Reskaliranjem ¢ — ()/,/g dobijamo

U ovom slucaju je relevantan parametar zapravo h g. Sada mozemo da predemo na prirodni
sistem jedinica, definisan sa A = ¢ = 1 (povratak na uobicajene jedinice se lako moze ostvariti
koris¢enjem dimenzione analize). Vidimo sada da obe aproksimativne seme (semiklasi¢na
i perturbativna) podrazumevaju razvoj po malom g. Semiklasican razvoj je, medutim,
bogatija (a i fizicki zasnovanija) aproksimacija jer sadrzi i neperturbativne efekte, kao sto
je tuneliranje.

Primetimo da je i u teorijama sa netrivijalnom merom u funkcionalnom integralu [dyu| =
1[q][dg] moguée primeniti metod stacionarne faze ukoliko se faktor p[g] napise u obliku
wlg] = exp{In p[q]}. Na ovajnacin se mera moze svesti na trivijalan oblik, ali se u eksponentu
podintegralne funkcije, pored dejstva, pojavljuje dodatan aditivan ¢lan, S — S + ? In ulq],
koji ima eksplicitnu A zavisnost. Metoda stacionarne faze u ovom slu¢aju ne odgovara
asimptotskom razvoju po h, dakle ne predstavlja semiklasi¢nu aproksimaciju.
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Aq Aq
qy dv
9 49,
t t

1 T : T T :

t, ty t, t,
Slika 2.2: Trajektorije koje daju dominantan do- Slika 2.3: Trajektorije koje daju dominantan do-
prinos funkcionalnom integralu u semiklasi¢énom prinos funkcionanom integralu u sektoru izmedu
sektoru su bliske resenju klasi¢nih jednacina kre- semiklasi¢nog i ultrakvantnog. Oblast je Sira nego
tanja i vazi g = (q). Sirina relevantne oblasti oko pre, posto je h vece. Istovremeno, q.; je daleko od
klasi¢nog resenja je proporcionalna sa h. (g), odnosno od sredine ove oblasti.

2.2 Funkcionalni integral za slobodnu cesticu

U ovom odeljku ¢emo ilustrovati analiticki nacin racunanja funkcionalnih integrala na pri-
meru slobodne ¢estice. Dobijeni rezultat, pored pedagoskog znacaja, ima i veliku prakti¢nu
upotrebnu vrednost: pomocu njega je moguce verifikovati korektnost razvijenog Monte Karlo
programskog koda za numericko racunanje funkcionalnih integrala. Verifikacija koda je
veoma vazan korak u primeni bilo kog numerickog metoda i neophodno ga je sprovesti pre
ozbiljne primene.

Za lagranzijan slobodne cestice, Ly = %q’Q, izracuna¢emo amplitudu Ag(«, 5, T), defini-
sanu sa

dqy ...dq =1 (g @\’
o 1- N—-1 . - n+1 = Yn
Ao(a, 8 N 13520/ / (2mie)N2 eXP {Ze Zn_o 2 ( € ) } '

Ove integrale mozemo eksplicitno da resimo zato $to, nakon integracije po ¢, dobijamo
rezultat koji ima isti oblik kao i gornji izraz, pa je integraciju moguce lako nastaviti. Ako
podemo od integrala koji u podintegralnoj funkciji ima samo clanove koji zavise od gy,

i ako dobijeni izraz pomnozimo sa exp {2i€ q3 — Qo 2} /v/2mie 1 nakon toga prointegralimo
po promenljivoj g2, dobi¢emo rezultat exp {2 59 (g3 — }/ \/2mi - (3¢). Ocigledno, ako

slican postupak ponovimo N — 2 puta, dobi¢emo trazenl funkc10naln1 integral za slobodnu
Cesticu,

Ao(Oé, 67 T): V;Texp{%(ﬂ_a)2} :

2.3 Metodi racunanja funkcionalnih integrala

Kao §to smo naglasili u Uvodu, samo za veoma uzak krug teorija moguce je egzaktno resiti
funkionalni integral. Zbog toga je razvijeno nekoliko razli¢itih aproksimativnih metoda za
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njihovo racunanje, kako analitickih, tako i numerickih. Ovde ¢emo dati kratak pregled ovih
metoda i sumirati njihove najznacajnije osobine.

Semiklasican razvoj, kao Sto smo ve¢ naglasili, zasnovan je na metodi stacionarne faze
i primenjuje se u sektoru teorije u kome je dejstvo mnogo veée od h (semiklasi¢an sektor).
Dominantan doprinos funkcionalnom integralu u ovom sektoru daju trajektorije za koje je
dejstvo blisko stacionarnoj tacki (klasi¢no resenje). Prakticno, ova metoda se koristi tako sto
se dejstvo razvije u Tejlorov red oko klasi¢nog resenja g i eksponent funkcionalnog integrala
se faktorise tako da prvi faktor sadrzi samo clanove ovog razvoja do kvadratnog reda po
q — qa, a drugi faktor ostatak. Nakon toga se drugi faktor (eksponent od kubnih i visih
¢lanova u razvoju dejstva po ¢—q ) i sam razvija u Tejlorov red. Na taj na¢in dobijamo samo
Gausove integrale i njihove momente, oblika [~ dxa™exp{iz®}. Ovi momenti se mogu
svesti na racunanje Gausovih integrala®, §to nam omogucéava da dobijemo aproksimativan
izraz za funkcionalni integral u obliku reda po h. Dominantan ¢lan u ovom redu odgovara
Gausovom integralu i predstavlja doprinos svih Fajnmanovih dijagrama sa najvise jednom
petljom. Korekcije na ovaj ¢lan (dijagrami sa dve i vise petlji) dolaze od visih momenata
odgovarajuceg Gausovog integrala.

Kao sto je pokazano u radovima [13 — 18], razvoj oko ocekivane vrednosti koordinate
(q) predstavlja bolji izbor, posto dominantan doprinos funkcionalnom integralu zapravo
daju trajektorije koje su bliske (q). Kako je racunanje ove ocekivane vrednosti podjednako
komplikovano kao i ra¢unanje trazenog funkcionalnog integrala, koristi se samousaglasena
iterativna Sema: u prvom koraku se o¢ekivana vrednost (¢) aproksimira klasi¢nim resenjem
g, @ funkcionalni integral se izracuna tako sto se dejstvo razvije u Tejlorov red do kvadratnh
¢lanova oko § = g 1 resi se dobijeni Gausov integral (Sto je zapravo semiklasican razvoj
do na jednu petlju). Nakon toga se, u drugom koraku, diferenciranjem po spoljasnjem
polju® prethodno dobijenog izraza za funkcionalni integral izra¢una nova aproksimativna
ocena ocekivane vrednosti (¢). U ovom koraku se funkcionalni integral aproksimira sli¢no
kao i u prvom koraku, samo S§to se u razvoju dejstva za ¢ koristi upravo dobijena nova
aproksimativna vrednost za (q). Ova procedura se nastavlja sve dok se dobijene ocene
funkcionalnog integrala i oc¢ekivanih vrednosti ne stabilizuju, odnosno dok se ne postigne
konvergencija iterativnog postupka. Kao Sto se vidi, i ova aproksimativna Sema zasnovana je
na reSavanju odgovarajuc¢ih Gausovih integrala. Ispostavlja se da je ovaj pristup u tesnoj vezi
sa aproksimativnom Semom Gausovog polovljenja koja ¢e biti izlozena u slede¢em poglavlju
i koja predstavlja centralni rezultat ovog rada. Osnovna prednost Gausovog polovljenja u
odnosu na ovu proceduru je zaobilazenje samousaglasenog postupka.

Perturbativni razvoj zasniva se na ideji da se u eksponentu podintegralne funkcije u
funkcionalnom integralu ostavi samo deo dejstva koji odgovara slobodnoj teoriji, a da se
interakcija razvije u red po konstanti interakcije g. Na taj nacin se dobijaju integrali obli-
ka ¢* ffooo dx " exp{ix®}, odnosno momenti Gausove raspodele, koji se mogu svesti na
racunanje Gausovih integrala, isto kao i u semiklasi¢cnom razvoju.

Pored ovih opstih analitickih aproksimativnih Sema, postoji i niz posebnih analitickih

SPrimenom Vikove rotacije, koja ée biti detaljno opisana u sledeéem poglavlju, ovi integrali postaju
ffcoc dx x™ exp{—2?}. Ako primetimo da za Gausov integral I(j) = f_oooc dr exp{—2%+jx} = /7 exp{j?/4}

vazi ;;—I(J) = [ dzaz" exp{—a® + jx}, onda su trazeni momenti [*_dxa"exp{—a?} = (%I(j) -

Invertovanjem Vikove rotacije dobijaju se prave vrednosti gornjih integrala.

6U analitickom formalizmu se o¢ekivane vrednosti dobijaju uvodenjem spoljasnjeg polja u funkcionalni
integral, koji se obi¢no zove generisuci funkcional. Diferenciranjem po spoljasnjem polju i normiranjem se
zatim dobijaju trazene ocekivane vrednosti, slicno kao i u statistickoj mehanici. U tom smislu centralni
objekt u analitickom pristupu je generiguéi funkcional. Za pedagoski pristup videti [19, 20, 21].
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metoda, koji su primenljivi samo za odredene modele. Bez ulazenja u detalje, naglasimo da
i ove metode na kljuéan nacin zavise od racunanja Gausovih integrala.

Numericki metodi za reSavanje funkcionalnih integrala bazirani su na direktnom izracu-
navanju N-tostrukih integrala iz definicije (2.5) pomoéu nekog od standardnih metoda,
koji kao rezultat daju ocenu vrednosti integrala i ocenu greske. Pri tom postoji jasna
interpretacija greske i precizno mozemo da definiSemo interval u kome se pravi rezultat
nalazi. Razli¢iti metodi se razlikuju po veli¢ini ocenjene greske, ali za trazeni rezultat uvek
imamo definitivnu predikciju. Kvalitet nekog numerickog metoda za primenu u resavanju
konkretnog problema ocenjujemo na osnovu veli¢ine greske i moguénosti njene minimizacije
povec¢anjem vremena ulozenog u izracunavanje. Posto za racunanje funkcionalnih integrala
treba resavati visestruke integrale visoke dimenzionalnosti, Monte Karlo metod (detaljnije
opisan u Dodatku A) koji dominira nad svim ostalim metodima upravo u resavanju ovakve
vrste problema, predstavlja najbolji izbor”.

0.215 T T T T

021 1

0.205 ]
02 §

0.195 1

019 F e 1

0.185 ; : : ;

Slika 2.4: Tipi¢na zavisnost Zy od broja podeonih tacaka N za anharmonijski oscilator sa kvarti¢nim
anharmonicitetom. Parametar teorije, konstanta anharmoniciteta g, ima vrednot ¢ = 1, dok je vreme
evolucije T = 1, a broj Monte Karlo koraka Ny;c = 107. Ovi rezultati dobijeni su pomoéu Monte Karlo
simulacije koja je razvijena za potrebe ovog rada i koja je detaljno opisana u dodatku B. Fitovanjem
polinoma (2.8) na podatke sa grafika dobija se vrednost generisué¢eg funkcionala Z = 0.1870294(3), koja je
takode prikazana na slici.

Specificnost u numerickom resavanju funkcionalnih integrala u odnosu na reSavanje
viSestrukih integrala je postojanje limesa N — oo u definiciji (2.5). To znaci da ¢emo
za svaku vrednost broja podeonih tacaka N dobiti ocenu vrednosti funkcionalnog integrala
Zn 1 odgovarajuce greske AZy, a zatim iz dobijenih vrednosti treba ekstrahovati ocenu
prave vrednosti funkcionalnog integrala Z i greske AZ. Na slici 2.4 prikazana je tipicna
zavisnost Zy od broja N za anharmonijski oscilator sa kvarticnim anharmonicitetom, sa

"Treba naglasiti da, iako je Monte Karlo opsti numericki metod, njegova efikasnost zavisi od toga koliko
smo analitickih informacija o datom modelu ugradili u algoritam. Kao Sto je objasnjeno u Dodatku A,
kljucan element za efikasnost algoritma je izbor funkcije raspodele iz koje ¢e se generisati trajektorije pri
racunanju funkcionalnog integrala. Nije ni ¢udno da je i ovde najbolji izbor Gausova raspodela koja se
dobija razvojem dejstva u red do kvadratnih ¢lanova
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lagranzijanom oblika L = 1G(q)¢* — V(q), uz G(q) = 11 V(q) = 3¢* + %q*. Prikazani

rezultati su dobijeni iz Monte Karlo simulacije ¢iji je kod detaljno prikazan u Dodatku B.
Fitovanjem se moze pokazati da je u pitanju polinomijalna zavisnost po 1/N,

A B
IN=Z+ =+ —+... 2.
N tyt o (2.8)

a parametri ove zavisnosti se mogu oceniti metodom najmanjih kvadata [22]. Slobodni ¢lan
gornjeg polinoma je trazena vrednost funkcionalnog integrala, a metod najmanjih kvadrata
nam daje i ocenu greske AZ dobijene vrednosti Z na onovu ocena gresaka pojedinih vred-
nosti Zy koje dobijamo iz Monte Karlo metoda i na osnovu rasporeda pojedinih tacaka na
krivoj na slici 2.4. Koliko je opisani pristup sa fitovanjem efikasniji od naivnog pristupa,
u kome se generiSu¢i funkcional ocenjuje sa Zy za dovoljno veliku vrednost N, moze se
ilustrovati na primeru sa slike 2.4. Fitovanje daje rezultat sa greskom od 3 - 1077 pri mak-
simalnoj vrednosti N = 10%2. Da bi se postigla ista ta¢nost u naivnom pristupu, bilo bi
neophodno koristiti vrednost N = 10°5. Kao $to ¢emo videti u sledeéem poglavlju, vreme
izvrsavanja simulacije je proporcionalno sa N2, pa bi u naivnom pristupu bilo potrebno
uloziti 10® puta vise vremena nego u pristupu sa fitovanjem. Pored ove bitne razlike, rezul-
tat dobijen u naivnom pristupu daje pristrasnu ocenu, kao Sto se vidi sa slike 2.4, $to dodatno
diskvalifikuje ovaj pristup.

Vakuumske ocekivane vrednosti u kvantnoj teoriji polja se numericki racunaju na slican
nacin, fitovanjem polinoma po 1/N na dobijene rezultate u diskretizaciji sa N podeonih
tacaka, (q(t)q(t')...)n. U numerickom pristupu ovakav metod nije opravdan. Naime, nu-
mericko diferenciranje uvodi dodatnu gresku, a u algoritamskom smislu oba pristupa imaju
istu slozenost (u oba slucaja treba izracunati po dva funkcionalna integrala), pa je jasno da
je vakuumske ocekivane vrednosti najbolje racunati direktno.



3

Rekurzivna formula

Kao sto je pokazano u Uvodu, kada se racuna generisuéi funkcional za neku teoriju u diskreti-
zovanom prostor—-vremenu (standardno se koristi opisana Fajnmanova diskretizacija), dobija
se veli¢ina Zy[Sp, v], gde je N broj koraka na koji smo podelili posmatrani interval evolucije
kvantnog sistema, dok je Sp n diskretizovano dejstvo teorije koje odgovara podeli karakteri-
sanoj sa N. Prava vrednost generisuceg funkcionala dobija se u limesu

Z[S] = lim ZN[SD,N] .
N—oo
Razmotrimo sada jednodimenzionalne teorije (jedna vremenska dimenzija t), definisane
pomoc¢u polja (koordinate) ¢(t), koje zadovoljava date granicne uslove. Zapravo, ogranicili
smo razmatranje na kvantnu mehaniku, posto se kvantna teorija polja u jednoj vremenskoj
dimenziji i nula prostornih dimenzija svodi na kvantnu mehaniku sistema opisanog jednom
koordinatom. Diskretizovani generiSuc¢i funkcional ima oblik

Zn[Sp. ] :/ / dqi ...dgn-1 plgo, - -, qn; S] exp{iSp, nlqo, - .-, gn]},  (3.1)

gde je plqo, ..., qn; S] mera koja zavisi od diskretizovanih koordinata qo, ..., gy i od
oblika dejstva teorije S. Nacin izvodenje konkretnog izraza za meru pokazali smo u drugom
poglavlju na primeru jedne Siroke klase teorija (c—model).

Ako sada napiSemo izraz za generisuéi funkcional sa dvostruko finijjom podelom (u kome
¢emo koordinate oznaciti sa QQg, . .., Q2n da bismo ih razlikovali od koordinata u prethodnom
izrazu),

ZQN[SD72N] == /Oo . /OO dQl .. .dQQN_l M[QQ, ey QQN; S] exp{iSD@N[Qo, ceey QQN]},

i formalno ga prointegralimo po neparnim koordinatama @i, @3, ..., Qan_1, dobijamo
identitet
1
Zon[Sp,2n) = Zn[Sp)n] (3:2)

gde S,(Dl’) ~ odgovara novom, efektivnom dejstvu (kome odgovara i nova mera ™) u funkcio-
nalnom integralu. Ovo dejstvo zavisi samo od parnih koordinata (g, Qs, ..., Qan, a opisani
proces zvacemo polovljenje. Ukoliko bi stvarno bilo moguce izvrsiti pomenute formalne
integracije po neparnim koordinatama, dobili bismo eksplicitan izraz za dejstvo S, a
time i nacin da redukujemo broj preostalih integracija. Na slici 3.1 je ilustrovan proces
polovljenja, odnosno prelazak na dvostruko manji broj integrala u definiciji (3.1).

15
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Slika 3.1: Ilustracija polovljenja broja podeonih tacaka u diskretizaciji funkcionalnog integrala u kon-
figuracionom prostoru. Skup svih trajektorija koje zadovoljavaju graniéne uslove Q(tn) = Qo = « i
Q(tg) = Qan = [ se prvo aproksimira skupom izlomljenih trajektorija koje se sastoje od 2N segmenata.
Nakon toga, posle integracije po neparnim koordinatama, skup svih trajektorija u novom funkcionalnom
integralu aproksimiran je skupom izlomljenih trajektorija koje se sastoje od N segmenata.

Ako bismo nastavili proces polovljenja, daljom redukcijom broja podeonih tacaka bismo
znacajno pojednostavili funkcionalni integral koji zelimo da izracunamo. Na primer, za
N = 2° imali bismo niz efektivnih dejstava S](JO) = Sp, SS), cee S](;), i niz jednakosti za
generisudi funkcional

0 1 s
Zx[SH)y] = ZN/2[S(D,)N/2] L= ZiSH,

pri ¢emu je poslednji izraz algebarski, odnosno ne sadrzi u sebi integrale.

Naravno, jasno je da je naznaceni proces polovljenja moguce egzaktno sprovesti samo u
ograni¢enom broju slucajeva. Svi oni se svode na reSavanje Gausovih integrala. Zapravo,
integrabilne su samo one teorije kod kojih nema interakcije (lagranzijan teorije je linearan ili
kvadratican po poljima i njihovim prvim izvodima; ovakve teorije zovu se slobodne teorije),
ili one koje se pogodnom smenom mogu dovesti u ovaj oblik (na primer, Kulonova inter-
akcija, [23 — 26]). Teorije sa lagranzijanom koji je polinom stepena veceg od dva ili sa
nepolinomijalnim lagranzijanom mogu se resavati iskljuc¢ivo aproksimativnim analitickim
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metodama ili numericki. Dakle, ukoliko je u teoriji prisutna netrivijalna interakcija, tada
gornje integrale ne mozemo da resimo i nemamo eksplicitne izraze za efektivna dejstva Sg),
pa cela ideja ostaje samo na formalnom nivou.

Cak i kada bi za neki jednostavniji oblik polaznog polinomijalnog i lokalnog! dejstva
Sg)) bilo moguce izracunati efektivno dejstvo Sj(jl), to novo dejstvo ne bi u opstem slucaju
bilo ni polinomijalno ni lokalno, ¢ime bi bilo onemoguéeno nastavljanje zeljenog iterativnog
procesa polovljenja.

3.1 Izvodenje rekurzivne formule

Centralna tema ovog istrazivanja je da u odredenoj aproksimaciji (Gausovo polovljenje),
koja ¢e u ovom odeljku biti detaljno opisana, resi ovaj problem na klasi teorija opisanih
lagranzijanom oblika

L= G0 ¢ ~V(a). (3.3)

Kao sto je ve¢ receno, u teoriji polja se dejstvo ovog oblika zove o-model. Razmatrana
klasa teorija je veoma Siroka: skoro svi fizicki modeli od interesa mogu se napisati u obliku
neke njene varijante [27], pa ovo ograni¢avanje ne predstavlja gubitak na opstosti razma-
tranja. Primetimo da je pojednostavljenje teorije uvodenjem smene G(q) ¢> = @2, koje bi u
klasi¢noj fizici bilo dobrodoslo, ovde potpuno nesvrsishodno, i to iz dva razloga. Prvo, ovakva
smena promenljivih izazvala bi promenu u meri funkcionalnog integrala, koju bismo morali
posebno da prouc¢imo?. Drugi razlog je ¢injenica da ¢e se, nakon integracija po neparnim
koordinatama, svakako pojaviti netrivijalan kineticki ¢lan, pa cela ideja gubi svrhu.

Pokaza¢emo da je, koris¢enjem Gausovog polovljenja, moguce izracunati efektivna dej-
stva Sg) za sve vrednosti k za bilo koju teoriju iz gornje klase®. Sustinska osobina teorija
iz ove klase je da sva dobijena efektivna dejstva Sg) i sama pripadaju istoj klasi, samo
sa drugim funkcijama koje definisu lagranzijan (3.3), koje ¢emo za k-ti iterat oznagciti sa
G®) i V®) Takode, sva ova dejstva su lokalna, §to nam omoguéava da proces polovljenja
dalje nastavimo. Na ovaj nacin povezujemo razlic¢ite teorije iz ove klase u niz fizicki ekviva-
lentnih teorija. Lokalnost je bitna kako u analitickom, tako i u numerickom pristupu. U
analitickom pristupu nelokalnost dovodi do problema sa verifikovanjem egzistencije kljuc¢nih
objekata koji definisu teoriju. Poseban problem u numeri¢kom resavanju nelokalnih teorija je
brzo povecanje slozenosti algoritma, posto treba uzeti u obzir interakciju ne samo najblizih
suseda, ve¢ i interakciju sa daljim susedima. Upravo ove dve osobine klase teorija (3.3) su
razlog za njihovo razmatranje u ovom radu.

Pre prelaska na integraciju po neparnim koordinata, treba skrenuti paznju na jedan
tehnicki detalj. Umesto obicnog, realnog vremena ¢, u kvantnoj teoriji polja uobicajen je
prelazak na imaginarno vreme 7 smenom 7 = it (Vikova rotacija). Ova procedura je prvo
definisana za kvantnu mehaniku [28, 29], a nakon toga i za kvantnu teoriji polja [30]. Prvi
razlog za ovu smenu je matematicke prirode. Naime, jednostavnije je raditi sa funkcionalnim
integralima u euklidskom prostoru, posto je tu mnogo lakse definisati ih i verifikovati njihovu

'Lokalnost za slucaj diskretizovanog dejstva predstavlja osobinu da u potencijalu imamo interakciju samo
najblizih suseda, odnosno da se pojavljuju samo ¢lanovi oblika ¢, ¢, +1, a ne i ¢lanovi oblika ¢,,q,, 2 ili ¢lanovi
sa visim korelacijama.

2Ovakva smena promenljivih u fnkcionalnom integralu dovela bi do korekcija mere reda i2. Za detaljnije
razmatranje o ovoj temi videti [12]

3Striktno govoreéi, funkcije G i V moraju da budu dva puta diferencijabilne da bi procedura Gausovog
polovljenja mogla da bude primenjena, kao $to ¢emo videti u nastavku ovog odeljka.
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egzistenciju, nego u prostoru Minkovskog. Drugi razlog je vezan za numericki pristup.
Naime, nemoguce je numericki posti¢i konvergenciju integrala ukoliko oni imaju oscilatorni
karakter kao u ovom slucaju. Vikova rotacija obezbeduje konvergenciju ovih integrala, sto
se lako vidi na osnovu slede¢eg analitickog argumenta: opisana smena u funkcionalnom
integralu znaci da se izraz u eksponentu transformise u

T iT
iS:i/ dtL—>/ dr
0 0

gde smo u poslednjem izrazu ponovo uveli skra¢enu oznaku za izvod po vremenu (od sada
¢e ¢ oznacavati izvod po vremenu 7, odnosno ¢ = dq/dr). Primetimo da se pri prelasku na
imaginarno vreme menja i gornja granica u integraciji. Medutim, poslednji korak u proceduri
Vikove rotacije obuhvata rotaciju konture integracije (u integraciji po realnom vremenu ¢ to
je bila realna osa, a u integraciji po vremenu 7 to je imaginarna osa) za 90°, tako da gornja
granica integracije opet postaje T'. Ovaj korak opravdava i ime Vikova rotacija za uvedene
transformacije. Primetimo da je poslednji izraz pod integralom ograni¢en odozdo (kineticki
¢lan je pozitivno definitan, a potencijal V' je svakako ograni¢en odozdo, posto inace ne bi
postojalo osnovno stanje sistema). U vaznom specijalnom slucaju kada je G(q) = 1 ovo se
vidi jos lakse, posto gornja transformacija ima oblik:

T T
iS—i/ dtL—>—/ drH = —E,
0 0

gde je H Hamiltonijan sistema, a E njegova energija*. Posto je jasno da je energija svakog
fizickog sistema ogranicena odozdo, vidimo da ¢e integrali u izrazu za generisuc¢i funkcional
biti konvergentni. Drzec¢i se standardne notacije u teoriji polja, za diskretizovani oblik
Vik-rotiranog dejstva u eksponentu funkcionalnog integrala ¢emo zadrzati oznaku Sp, n.
Moze se re¢i da Vikova rotacija predstavlja odredenu vrstu analitickog produzenja, koje se
(ako je potrebno) moze invertovati. Interesantno je primetiti i da se nakon Vikove rotacije
osnovna jednacina kvantne mehanike, Sredingerova jednacina, pretvara u klasiénu difuzionu
jednacinu.
Definicija generisué¢eg funkcionala nakon Vikove rotacije glasi

1

—%G((p (%)2—1/@) . /0 S [§G(q> q‘2+V(q)} ,

Zn[Sp,n] = / / dqi...dgn—1 plqo, - -, an; S| exp{=Sp nlqo, .-, an]}.  (3.4)
Diskretizovano (euklidsko) dejstvo za odabranu klasu teorija ima oblik

1 Gn+1 + qn n+1 — Qn ? Gni+1 + qn
-G V[ dntl T An
O (Lt ) (o=t} oy (2

gde je ey = T'/N vremenski korak diskretizacije, dok je definicija mere za ovu klasu teorija,
u skladu sa izrazom izvedenim u drugom poglavlju, data sa

N-1

Sp,nlqos -, an] = Z EN

n=0

, (35

G (Qk+12+‘Ik )

N-1
plaos - ans S =[] s w—
k=0 N

Ovde podrazumevamo granicne uslove ¢(0) = ¢ = a i ¢(T) = gy = 3, kao i na slici 3.1
(zbog jednostavnosti, odabrali smo t, =01itg=T).

4U teoriji polja se energija zove euklidsko dejstvo, bag iz ovog razloga.
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Kao sto smo prethodno konstatovali, pri racunanju funkcionalnih integrala smo prinudeni
da koristimo razli¢ite aproksimativne ili numericke metode posto integrali koji se pojavljuju
u izrazu (3.4) nisu analiticki resivi. Aproksimativne metode koje se koriste pri resavanju
funkcionalnih integrala sastoje se obi¢no u tome da se u eksponentu podintegralne funkcije
zadrzi samo kvadratni deo potencijala V' i kineticki ¢lan (odnosno njegov kvadratni deo ako
je funkcija G netrivijalna), dok se ostatak (interakcija) razvije u red. Izbor tacke oko koje
se dejstvo razvija predstavlja karakteristiku aproksimativne metode. Na primer, ukoliko
se razvoj izvrsi oko klasicnog resenja jednacina kretanja, dobijamo uobicajeni semiklasican
razvoj. Bolji izbor predstavlja razvoj oko oc¢ekivane vrednosti polja (koordinate), kao sto je
pokazano u [13 — 18]. Cesto se koristi i asimptotski razvoj u red po stepenima f, koji zapravo
predstavlja razvoj po broju petlji u odgovaraju¢im Fajnmanovim dijgramima. Najcesce
koriséena aproksimacija u teoriji polja je Tejlorov razvoj po stepenima konstante interakcije
(perturbativni razvoj), koji se dobija tako $to se u eksponentu ostavi samo slobodni deo
lagranzijana, a deo sa interakcijom se razvije u red. U svakom od ovih sluc¢ajeva, nakon
primenjene procedure, dobijamo Gausove integrale koje znamo da resimo. I jednacine na
kojima se zasniva varijacioni metod [24] izvode se iz odgovarajuceg Gausovog integrala.

Metod koji ¢emo opisati olakSava resavanje funkcionalnih integrala i pruza nam novu
intuiciju koja moze da pomogne u daljem razvoju formalizma. Polazimo od ideje da efek-
tivno izvrSimo integraciju po neparnim koordinatama i time redukujemo problem.

A9 A4

Q2n-1= X1

’ ./
/\QZM =4 Q2n+z: q 1

Q2/1= qn QZn: q”

t t

Slika 3.2: Tlustracija smene promenljivih pre prelaska na integraciju po neparnim koordinatama Q; = x;
] p J pre p gracyu p P )
Q3 = 3, ..., Qan_1 = xn. Posle integracije ostaju samo parne koordinate, koje su sada oznacene sa

Qo=q=0a,Qz=q, ..., Qny =qn = [.

Ako definiciju (3.4) prepisemo za slucaj sa 2N vremenskih koraka, tada je

Zon[Sp,an] = / / dQ1 ... dQan—1 p[Qo, ..., Qan; S| exp{—Sp,an} , (3.6)

gde je dejstvo Sp oy definisano izrazom (3.5), eay = T'/2N, dok su koordinate po kojima se

integrali @)1, ..., Qan_1, a granicni uslovi su Qg = a 1 Qo = .
Slede¢i tehnicki korak je da u gornjem izrazu uvedemo nove oznake za neparne koor-
dinate, Q1 = x1, Q3 = x9, ..., Qany_1 = xp, tako da Ce posle integracije po njima ostati

samo parne koordinate, za koje takode uvodimo nove oznake, Qg = ¢ = «, Q2 = q1, ...,
Qan = qn = (. Ovo je ilustrovano na slici 3.2.

Da bismo mogli da prointegralimo gornji izraz po koordinatama x1, ..., xy, uvodimo
aprokismaciju koju ¢emo, zajedno sa redukovanjem broja integracija u funkcionalnom inte-
gralu, u daljem tekstu zvati Gausovo polovljenje: potencijal V' i funkciju G razvicemo
u red tako da se u eksponentu izraza (3.6) pojavljuju najvise kvadratni ¢lanovi po ovim
koordinatama. Sada ¢emo izvrSiti algebarske transformacije mere p kako bismo olaksali
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dalji racun:

2N-1 | (§ <M> ($k+1+Qk) G (Qk+1+$k+1)

plQo, ..., Qans S H —_— H 5 2 =
2meqN (2mean)
Qk+1+Qk xk+1+Qk Qk+1+TE41
= ( 2 )27T€N _

N - 1 Qn+1+Qn
= ,LL[Q(]? -y gN; S] <7T_) exXp Z |:§h'lG <T> —

€
N n=0

1 Tn41 + dn 1 Gn+1 + Tn+1
) MY e a2 B WY G e
5 nG( 5 ) 5 nG( 5

Dakle, da bi mera nakon Gausovog polovljenja ostala ista, eksponencijalni faktor iz gornjeg
izraza ¢emo uvrstiti u dejstvo. Slicne transformacije za dejstvo imaju oblik:

lG (Qn+1 + Qn) (Qn+1 - Qn)2 Ly (Qn+1 + Qn)
2 2 €N 2

N-1
= - [ G ( = 4 ) (xn+1 - Qn>2 + G <q + +1> (qn+1 - $n+1)2 +

2N—-1

=0 262]\/ 2 2621\[ 2
L + n n + T
+ €N V (—+12 g ) + €2NV (—q 1 2 +1):| .

Kada iskoristimo sve dobijene rezultate, definiciju generisuceg funkcionala mozemo da napi-
Semo u obliku

9 \ N2 oo 0o N-1
ZzNz(a) / / dqr ...dgn-1 plqo, -- ., qn; S]dzy ... day exp{— Xn},
—00 —00 —0

n

gde se izraz za X,, dobija posle jednostavnih algebarskih transformacija i ima sledeé¢i oblik:

1 n n 1 n " 1 . .
Xn = _IHG(M)—§lnG(—x +“”])—ima(w)Jr

2 2 2 2
1 A 1 (nt1 + Tn
+—G R L (ajnJrl - Qn)z +—G b el (anrl - xn+1)2 +
EN 2 €N 2
EN Tpt1 + an EN Qn+1 + Tnt1
—V | — —V | /.
v () e G (B

Ocigledno je da bez daljeg specificiranja funkcija G 1 V ne mozemo da izvrsimo zeljene
integracije. Zbog toga ¢emo, u skladu sa aproksimacijama koje obuhvata Gausovo polov-
ljenje, razviti ove funkcije u Tejlorov red zakljucno sa kvadratnim ¢lanovima,

G (xn—&—l + Qn) _ G (qn—l—l + dn + Tn+1 ; Qn—i-l) _

2 2
qn+1 + An y [ dn+1 + An Tn+1 — Gn+1
- gt 4
() o s e

1 n o Qni1 + Qn Tp+1 — dn+1 2 3
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i, na slican nacin,

G(QH I+1) _G(CIH q+x+1 Q)_

2 2 2
_ Gn+1 T qn /[ An+1 T GQn \ Tnt1 — Gn
R R e e

1 n [ dn+1 + Gn Tn+1 — qn 2 3
T3¢ 2 2 + 0<(x”+1 ~ &) ) ‘

Ovo ¢e nam omoguciti da izracunamo sve integrale po neparnim koordinatama. U daljem
tekstu iskoristicemo i mutatis mutandis identicne razvoje za funkciju V', koje ne¢emo pisati
eksplicitno. Ovde smo tacke oko kojih smo razvijali funkcije birali tako da ne sadrze neparne
koordinate po kojima zelimo da izvrsimo integracije, ve¢ samo susedne, parne koordinate.
Pri tom smo imali u vidu preskripciju koriséenu za diskretizaciju originalnog dejstva (3.5),
posto zelimo da nakon procesa polovljenja dobijemo slican izraz. Dakle, za Tejlorov razvoj
funkcija G i V' u tackama (2,11 +¢n)/2 1 (@us1 + Tny1)/2 birali smo (gny1 + ¢n)/2 za tacku
razvoja.

lako opravdanost procedure Gausovog polovljenja moze da se ustanovi tek na osnovu
rezultata koji se dobijaju njegovom primenom, a prior: mozemo da damo argument na
osnovu koga se moze ocekivati da je primenjena aproksimacija opravdana. Opsta karakte-
ristika svakog kvantnog procesa® je da, za kratka vremena evolucije €, vaZi (g1 — qn)? ~ €.
Kako je sustina Gausovog polovljenja u razvoju lagranzijana u Tejlorov red po razlikama
Gn+1 — Qn, vidimo da ¢e ova aproksimacija biti opravdana sve dok je vremenski korak e mali.

Cinjenica da su razlike ¢,.1 — ¢, male zapravo znaéi da su sve trajektorije koje daju
dominantan doprinos racunanju funkcionalnog integrala medusobno bliske. Za malu vred-
nost A, u semiklasicnom rezimu teorije, znamo da samo trajektorije koje su bliske resenju
klasi¢nih jednacina kretanja ¢, daju znacajan doprinos funkcionalnom integralu (ovo je ilus-
trovano na slici 2.2). Sirina oblasti oko klasi¢nog redenja kojoj pripadaju ove trajektorije
proporcionalna je sa h, a osnova semiklasi¢ne aproksimacije je razvoj dejstva teorije u red
po stepenima male velicine ¢ — q.;. Dakle, za male vrednosti A primena izlozenog metoda za
racunanje funkcionalnih integrala je potpuno opravdana, kao i primena semiklasi¢og razvoja.

Medutim, u ultrakvantnom rezimu teorije (za veliku vrednost /), semiklasi¢na aproksi-
macija ne daje dobre rezultate, odnosno njena primena nije opravdana. Kao sto je pokazano
u [13 — 18], mnogo bolja aproksimacija je razvoj u red po stepenima od ¢ — (q), gde je (q)
ocekivana vrednost polja g (ovo je ilustrovano na slici 2.3). Za male vrednosti & je g4 ~ (q)
(razlike su reda h), pa je zbog toga semiklasi¢na aproksimacija davala dobre rezultate. U
ultrakvantnom rezimu su razlike izmedu klasi¢nog resenja g i o¢ekivane vrednosti polja (q)
znacajne, pa je jasno da dejstvo treba razviti u red po stepenima od ¢—(¢). Naravno, za ovo
je neophodno prvo naci o¢ekivanu vrednost polja, Sto je problem ekvivalentan onome koji
pokusavamo da resimo. Ovaj problem se tipi¢no razreSava spregnutim sistemom aproksi-
macija (detalji o ovom pristupu mogu se naéi u [13 — 18]) u kome se istovremeno rac¢unavaju
obe veli¢ine (o¢ekivana vrednost polja i generisuéi funkcional). Zapravo, metod koji se ovde
izlaze je po svojoj prirodi ekvivalentan citiranom pristupu, ali sa jednom bitnom razlikom:
za njegovu primenu nije neophodno unapred znati ocekivanu vrednost polja. Procedura
generisanja trajektorija na osnovu dejstva prirodno generise medusobno bliske trajektorije
koje daju znacajan doprinos funkcionalnom integralu.

U euklidskoj teoriji, koju zapravo razmatramo, to je karakteristika svakog difuzionog procesa, odnosno
slucajnog hoda.
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Dakle, kao rezultat ovog razmatranja dobili smo uslov pod kojim je primena Gausovog
polovljenja opravdana: vremenski korak ¢ mora da bude mala veli¢ina. Ukoliko je ovaj uslov
ispunjen, mozemo da oc¢ekujemo da Ce izlozeni metod biti primenljiv kako u semiklasi¢nom,
tako i u ultrakvantnom rezimu teorije.

Pre nego sto predemo na integraciju po neparnim koordinatama u izrazu za Zsy, kratko
¢emo razmotriti kako se primena Gausovog polovljenja odrazava na trajektorije koje koris-
timo za racunanje gnerisSuceg funkcionala. Na osnovu slike 3.2 mozemo da zakljuc¢imo da se,
nakon Gausovog polovljenja, izlomljeni segment koji povezuju tacke q,, x,11 1 ¢ni1 zame-
njuje ravnim segmentom koji povezuje tacke ¢, i ¢,+1. Naravno, ova promena trajektorije
ne ostaje bez posledica: ona se kompenzuje promenom dejstva, kao sto ¢emo videti nakon
Sto izvrSimo Zeljene integracije.

Kada uzmemo u obzir Tejlorove razvoje za funkije G i V', kao i razvoj za logaritam u
obliku In [1+ Az + Bx*+o(z3)] = Az + (B — A?/2) 2% +o(x?), posle kraceg racuna dobijamo
da je izraz za X,, zapravo kvadratna forma oblika

2
Xy = Apt1 Tpiq + bn+1 Tnt+1 + Cnt1,

gde su koeficijenti a,, 11, b,41 1 ¢cpy1 dati izrazima

B 2 EN <y 1 G// G/ 2
pi1 = 6NG + S % e e , (3.7)
b — Q/er ¢ (¢ ’ C 2(gnt1 + ) G NV
n+1 2°G 3 I I o 5
EN (Qn-i-l + Qn) Vv
- 3.8
8 : (3.8)
1 (g1 +qn) G G" A\’ G+
= — -1 ACUAR SN UVAC SR e S (e
Cni1 5 nG + e e = T +

(qurl + q721) ) (39)

en(Gni1 + qn) V' N eV’

G 2 2
+a(Qn+1+Qn)+€NV_ 4 16

pri ¢emu se vrednosti funkcija G 1 V' (kao i njihovih izvoda) u gornjim relacijama ra¢unaju
u tacki (gni1 + qn)/2.

Posto je X, kvadratna forma po koordinati x,.1, integral po ovoj koordinati postaje
Gausov integral koji znamo da resimo®. Nakon integracije po koordinatama xq, ..., zy
dobijamo

oo 00 2 N/2 —1 N-1
IN:/ / d:clde (—> exXp § — Xn = exXp _ZYTL )
—0o0 —0 TEeN 0 n=0

n=

pri ¢emu je veli¢ina Y,, data sa

6Radi lakseg praéenja teksta ovde ponavljamo ranije izvedeno resenje Gausovog integrala u najopstijem
obliku: [%_dx exp{—az* — bz — c} = /T exp {% - c} .
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Ako sada iskoristimo prethodno izvedene izraze (3.7), (3.8) i (3.9) za koeficijente a1,
bpi1 1 ¢hy1, nakon nekoliko jednostavnih algebarskih transformacija dobijamo eksplicitan
izraz za veli¢inu Y,

I ~ (1 + g An+1 — 4n Gn+1 + qn
Y, = - dnt1 T Gn
n EN 2 G ( 9 ) ( N "— V 9 s
gde je
~ G" G’ ? 6%\7 1"
= — 1
¢ ik <G) T (310)

~ 1 G & NV
V::v+——m——&L—Ll-

2ey G 332G
Dakle, generisuc¢i funkcional napisan preko funkcionalnog integrala u diskretizaciji sa 2N

podeonih tacaka uspeli smo da napiSemo u obliku izraza u diskretizaciji sa N podeonih
ZQN SD 2N / / dqy...dgn - M[Qm -+ GN; S] )

tacaka,
exp {_EN Z [ <Q’n+1 +Qn> <Qn+lN Qn) + V (Qn+12+ Qn) } ‘

Medutim, ovaj izraz nije funkcionalni integral, posto njegova mera p[qo, .. ., qn; S] odgovara
originalnom dejstvu S, a ne novom, efektivnom dejstvu S, definisanom pomocu funkcija G
i V. Zbog toga ¢emo izvrsiti dodatnu transformaciju

(3.11)

‘ (Qk+1+%) (Qk+1+Qk) G (Qk+1+%)
ulao, -, aw; 51 = H Omen H Omen é(%éﬂm) -

~ G dn+1+4n
= :U’[QO; SR qN7 exp{—ENZ 2€N (Qn+12+‘In;} ’
2

a nakon toga ¢emo, u skladu sa gornjom transformacijom, definisati nove funkcionale G i V
pomocu relacija

o= ey | G” G\? eN 2
~ ’ 2
¢ G (- av)
= EE I VT A v A 1
VG, V, en] V+2EN n V+€N e 320 (3.13)

U poslednjem izrazu je, zbog promene mere, koeficijent ispred ¢lana sa logaritmom prome-
njen u odnosu na odgovarajuéi koeficijent u izrazu (3.11), i sada ima vrednost 1/ey. Koristedi
novodefinisane funkcionale G i ¥V mozemo da ostvarimo cilj postavljen na pocetku ovog
poglavlja, u jednacini (3.2), koja povezuje niz medusobno ekvivalentnih teorija koje sve
daju istu vrednost za generisuc¢i funkcional, ali u razlicitim diskretizacijama. Ako uvedemo
nove oznake

GO=¢g, vO=yv, g0 = Q[G(O), v en], v = V[G(O), VO, en]
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tada smo pokazali da za generisuéi funkcional Z5y vazi relacija
0 1
Zon[Splan] = Zn1Sp)x]-

Ovde S i S oznacavaju diskretizovana dejstva, definisana pomoéu odgovarajuéih funk-
cija GiV (G© i VO pri definisanju S, odnosno G i V) pri definisanju S™).

Na ovaj nac¢in smo pokazali da se koris¢enjem Gausovog polovljenja generisuci funkcional
Zan moze napisati kao funkcionalni integral u ogrubljenoj diskretizaciji sa N vremenskih
koraka, odnosno da je generisuc¢i funkcional Zsy jednak generisu¢em funkcionalu Zy neke
druge teorije iz iste klase, koja je definisana funkcijama G i V(M| datim gornjim izrazima.

U analitickom smislu, relacije (3.12) i (3.13) nam omogucavaju dve razli¢ite stvari. Prvo,
omoguéavaju nam da teorije definisane parovima funkcija (G, V) i (G, V(1) identifikujemo
kao fizicki ekvivalentne, posto im se generisu¢i funkcionali poklapaju, odnosno obe teorije
daju istu fiziku. I drugo, izvedene relacije nam omogucavaju da proces Gausovog polovljenja
nastavimo, i na taj nacin uspostavimo iterativnu semu u kojoj u svakom slede¢em koraku
imamo dvostruko manje podeonih tacaka u diskretizaciji funkcionalnog integrala. Ukoliko
iteriranje zapocnemo od diskretizacije sa 2°/N tacaka, dobi¢emo slede¢u hijerarhiju izraza
za generisuci funkcional,

Zysn |G, VO = Zps iy [GY, VIV = . = Zoy[GEY, VED] = Zu[GY), V], (3.14)

S

gde smo zbog eksplicitnosti pisali odgovarajuée parove funkcija (G, V') kao argumente generi-
Suceg funkcionala, pri ¢emu smo podrazumevali GS’) =GO =GivV?=v0O = V', a donji
indeks s nas podseca da smo iteriranje u hijerarhiji zapoceli od 2°N vremenskih koraka.
Iterativni proces je definisan pomocu relacija

G = gla®, v, O] (3.15)
s s 7 Vs 0 95—k ’ .
k1) _ k k N

v = v e, v, Sl (3.16)

Pored hijerarhije izraza za generisuc¢i funkcional, imamo i hijerarhiju fizicki ekvivalentnih
dejstava, definisanih pomocu parova funkcija

(GO, V) = (G, V) = . = (G, V).

Ovde treba ponoviti da svaki naredni korak u ovoj hijerarhiji odgovara diskretizaciji sa
dvostruko manje podeonih tacaka nego u prethodnom koraku. Na slici 3.3 ilustrovane su
pomenute hijerarhije, a prikazan je i niz teorija (reprezentovan odgovarajué¢im dejstvima u
apstraktnom prostoru svih teorija) ¢ija je ekvivalentnost na ovaj nacin pokazana.

Jasno je da se u opisanoj hijerarhiji u svakom iterativhom koraku primenjuje novo
Gausovo polovljenje (sa dvostruko ve¢om vrednosti koraka €), pa nuzno dolazi do nagomila-
vanja greske. Jedan od nasih ciljeva u ovom radu je i ispitivanje uticaja ovog nagomilavanja
greSke na kvalitet dobijenih rezultata. Primetimo da, ¢ak i kada bismo imali egzaktne izraze
za funkcionale G i V', ne bismo na ovaj nacin mogli da napravimo “teorijski perpetuum
mobile” i da egzaktno izracunamo generisuc¢i funkcional, odnosno da iteriranje nastavimo u
proizvoljno mnogo koraka i izracunamo vrednost generisuceg funkcionala povec¢avajuéi vred-
nost s i istovremeno smanjujuéi vrednost N u hijerarhiji (3.14). Razlog za to je ¢injenica da
je racunanje svakog sledeceg iterata sve komplikovanije. U analitickom smislu ne mozemo
daleko da odmaknemo u iteriranju, a u numerickom pristupu problem nastaje jer je potrebno
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(0) (0) (0)

S G,V 1+Z,, A
S'IG V1 Z,,
S'6 . v1427,,
S'6 v1z,
s'6. vz, R
v
() (b)

Slika 3.3: (a) Hijerarhija generisuéih funkcionala u jednacini (3.14) se dobija polovljenjem broja vremenskih
koraka u diskretizaciji, od 2° N do N koraka. Opisani proces Gausovog polovljenja obuhvata integraciju po
neparnim koordinatama u svakom koraku, uz razvoj efektivnog dejstva u Tejlorov red do kvadratnih ¢lanova.
(b) Posto su generisudi funkcionali koji odgovaraju ovim efektivnim dejstvima jednaki, teorije koje su njima
definisane su medusobno ekvivalentne. U apstraktnom prostoru svih dejstava ove teorije se mogu predstaviti
kao niz ekvivalentnih tacaka.

sve viSe i viSe vremena da se izracuna vrednost kako iteriranje odmice. Prakti¢no, iteriranje
formula (3.15) i (3.16) pocinje da predstavlja znacajan tehnicki problem veé za s 2 5. U
dodatku B, u kojem je dat Monte Karlo programski kod razvijen za potrebe ovog rada,
moze se naci kako izgledaju prva tri iterata za anharmonijski oscilator sa kvarti¢nim anhar-
monicitetom (¢? teorija). Tu se jasno vidi da kompleksnost dobijenih izraza raste veoma
brzo.

3.2 Primena rekurzivne formule na slobodnu teoriju

U ovom odeljku ¢emo primeniti rekurzivnu formulu datu jednacinama (3.12) i (3.13) na slo-
bodnu teoriju, kako bismo iz jos jednog ugla osvetlili sustinu Gausovog polovljenja. Lagran-

zijan slobodne teorije je dat sa

1 1

L= 2% 4+ w2

2q + 2w qa,
sto odgovara funkcijama G =11V = 1w?¢? u definiciji lagranzijana (3.3). Nakon primene
rekurzivne formule dobijamo nove funkcije G; = G[G, V, €] 1 Vi = V[G, V, €] koje definisu
efektivni lagranzijan nakon prelaska sa diskretizacije sa 2N vremenskih koraka na diskreti-
zaciju sa N vremenskih koraka. U slucaju slobodne teorije dobija se

w?e?
Gy = 1
1 + ]_6 3
1 1 2wtq?
Vi = WP+ -InG; — .
S N AP S Te

Vidimo da se, c¢ak i u slobodnoj teoriji, dejstvo menja pri primeni rekurzije. Ova netrivi-
jalnost u rekurziji potice od strukture dejstva (u njemu postoje spregnuti ¢lanovi oblika
qrxqx+1, pa Gausove integracije po neparnim koordinatama nisu nezavisne, nego generisu
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netrivijalne ¢lanove date u gornjim izrazima). Medutim, ove promene ne menjaju dejstvo
na znacajan nacin, posto je dobijena teorija takode slobodna: G; je konstanta, dok je
Vi kvadratna funkcija koordinate ¢q. Konstantan ¢lan proporcionalan sa In G utice samo
na normalizaciju, kao i faktor /G, koji se sada pojavljuje u meri, pa nisu znacajni za
ovo razmatranje. Novi lagranZzijan se pomocu reskaliranja promenljivih ¢ — ¢/+/G; moze
prevesti u standardan oblik

~ 1 1
L= -®+-0%2,
2? T v
gde je nova frekvencija w data izrazom
2wt
G, Gy

Da bi bolje razumeli gornju relaciju, a i fizicku pozadinu procedure Gausovog polovljenja,
reSi¢emo klasiénu jednacinu kretanja ove teorije. Diskretizovano dejstvo slobodne teorije ima

oblik Nt ,
~ |1 /a5 —a) 1 (g + a3
S = Z (It AIn Z (it I
b ; o [2 ( ex T3 2 ’
i predstavlja funkciju N — 1 promenljivih ¢, ..., ¢¥_,. Jednacine kretanja su date sa
dSp,n
— =0, k=1,...,N—1).
dqy ( )

Nakon diferenciranja, ove jednacine imaju oblik

Gy = 208 T 0Ty o G T 200 T a5
€N 4

Ovo je prosto diferencna jednacina koja u kontinuum limesu postaje G —w?q = 0 (primetimo
da je ovo jednac¢ina harmonijskog oscilatora u Vik—rotiranoj teoriji). Ukoliko uvedemo smenu
v = exy wy /2, gornja jednacina postaje

(1= &) — 21+ &)a + (1= &X)ael, =0, (3.17)
¢ije ¢emo reSenje potraziti u obliku ¢ = e**. Karakteristicna jednacina data je sa
(1= &0)e —2(1+ &)e + (1 - &%) =0,
odakle se dobijaju resenja za eksponent A = +\y, gde je

_14+&w
I

Opste resenje jednacina (3.17) ima oblik ¢ = Ae** 4+ Be=*~* 3 konstante A i B se mogu
odrediti na osnovu grani¢nih uslova ¢ = a i ¢ = 3.

Prilikom Gausovog polovljenja prelazimo iz diskretizacije sa 2N vremenskih koraka na
dvostruko grublju diskretizaciju sa N vremenskih koraka. Na nivou funkcionalnog integrala
ovo se postize tako Sto se izvrSe integracije po neparnim koordinatama. Na nivou jednacina
kretanja Gausovo polovljenje se svodi na zahtev ¢35’ = qi', to jest parne tactke u 2N-
diskretizaciji postaju tacke odgovarajuée prepolovljene diskretizacije (slika 3.4).

AN



3.3. REKURZIVNA FORMULA ZA OCEKIVANE VREDNOSTI 27

Aq

vV ~

V¥V ~

Slika 3.4: Klasicna trajektorija u diskretnoj teoriji sa 2N vremenskih koraka i njoj pridruzena klasi¢na
trajektorija u diskretizaciju sa N koraka. Druga trajektorija sastoji se od parnih tacaka prve. Ovo je
jednostavna ilustracija Gausovog polovljenja.

Gornja veza izmedu dve diskretizovane trajektorijedaje uslov 2\on = An. ReSavanjem
ovog uslova se dobija veza izmedu odgovarajuih frekvencija. Koriste¢i ranije uvedene oznake
WoN = W, Wy = W, €y = €1 €3y = €/2, novu frekvenciju @ mozemo da izrazimo preko stare,

~ w w

W= —7p3=—.
L+ G

Nije ni ¢udno sto smo dobili istovetni rezultat kao i ranije. Gausovo polovljenje je
egzaktno u slucaju slobodne teorije. Sa druge strane, opste je poznato da u sluc¢aju slobodne
teorije (i samo tad) jednacine kretanja sadrze istu informaciju kao i funkcionalni integral.

Slobodnom teorijom smo se pozabavili iz dva razoga: da na jednostavnom primeru
pokazemo da parametri teorije zavise od diskretizacije i da pokazemo da je priroda Gausovog
polovljenja jednostavna i da se svodi na ogrubljenje trajektorija ilustrovano na slici 3.4.

U odeljku 4.4 vide¢emo da procedura Gausovog polovljenja moze pomoé¢i da parametre
opste diskretizovane teorije povezemo sa poznatim parametrima kontinualne teorije.

3.3 Rekurzivna formula za oc¢ekivane vrednosti

U kvantnoj mehanici i u statistickoj mehanici (koja je zapravo euklidska teorija polja),
vrednost Z je prakti¢no sve sto nas interesuje. U kvantnoj mehanici ova veli¢ina predstavlja
amplitudu prelaza iz inicijalnog u finalno stanje, kao s§to smo videli u drugom poglavlju. U



28 3. REKURZIVNA FORMULA

statistickoj mehanici Z je particiona funkcija, ¢ijim se diferenciranjem dobijaju sve termodi-
namicke veli¢ine. U teoriji polja nas, medutim, gotovo isklju¢ivo” interesuju vakuumske
ocekivane vrednosti, posto se sve fizicke veli¢ine (opservable) mogu izraziti pomocu njih. Pri
tome, narocito vazne ocekivane vrednosti su (q(t)) (o¢ekivana vrednost polja) i {q(t)q(t"))
(propagator). Generisuéi funkcional je ipak matematicki veoma interesantan i u kvant-
noj teoriji polja, posto se njegovim diferenciranjem po spoljasnjem polju mogu dobiti sve
vakuumske ocekivane vrednosti. Medutim, posto numericko diferenciranje uvodi dodatnu
gresku, u numerickom smislu je vazno izvesti analogone relacija (3.12) i (3.13) za ocekivane
vrednosti. Pored toga, pri iteriranju se broj podeonih tacaka u diskretizaciji smanjuje, pa
bismo morali da vodimo racuna da pri iteriranju u svakoj podeli domena integracije ostane
vrednost spoljasnjeg polja po kojoj zelimo da diferenciramo generisué¢i funkcional. Naravno,
pri racunanju visih izvoda ovo bi unosilo dodatne komplikacije. Zato ¢emo za ocekivane
vrednosti izvesti relacije koje omogucavaju njihovo direktno racunanje pomocu slicne itera-
tivne Seme kao i za generisud¢i funkcional. Na primer, ukoliko ra¢unamo ocekivanu vrednost
polja g u trenutku ¢, u diskretizaciji sa N podeonih tacaka imamo

1 oo 0
<Q(t)>N = Z_N/ / dq; ...dgn_1 M[CJO7 <oy 4N, S] *Qm * €XP {—SD,N} )

gde podrazumevamo da je t = mey = mT' /N, odnosno m = Nt/T, jasno je da ¢e u podeli
sa 2N podeonih tacaka niz transformacija koje smo ranije primenili ostati validan jer se po
koordinati ¢, ne integrali, pa ¢e opet vaziti (¢(t))n. s = (q(t))2:n, gde indeks s oznacava
da se ocekivana vrednost racuna uz pomo¢ s-tog iterata funkcija G i V na osnovu formula
(3.15) 1 (3.16). Ovo vazi i za druge ocekivane vrednosti, na primer

(attats) .. altn)) = (alt)alts)...a(t.))

N, s 25N

samo Sto se mora obezbediti da tacke ty, to, ..., t, pripadaju najgrubljoj podeli vremenskog
intervala. U numerickom pristupu ovo nije neki veliki problem, posto se obi¢no koriste veliki
brojevi podeonih tacaka NN, pa je ovaj uslov lako zadovoljiti.

3.4 Rezultati numerickih simulacija

U numerickom smislu, vrednost relacija (3.12) i (3.13) je potencijalno velika, posto omoguéa-
va da se generisuéi funkcional ra¢una sa veéom preciznoséu (boljom diskretizacijom) uz iste
racunarske napore, i to samo pomocu zamene para funkcija (G, V) parom (G, V(1Y) Kao
Sto ¢emo videti, aproksimacije koje su u¢injene ne uvode znacajnu dodatnu gresku, odnosno
utapaju se u statisticku gresku Monte Karlo metoda. To je jasno sa slika 3.5 do 3.9, na
kojima su prikazani rezultati za anharmonijski oscilator sa kvarticnim anharmonicitetom
(¢* teoriju), za koju su funkcije G i V, koje definisu dejstvo, date jednakostima G(q) = 1
i V(g) = 3¢ + %4* — jg. Ako uvedemo oznaku Zy,, = ZN[Ggs), V;(S)], gde se funkcije
GY 1 V¥ dobijaju iz funkeija G 1 V s—tostrukim iteriranjem pomoéu rekurzivnih relacija
(3.12) i (3.13) pocev od diskretizacije sa 2°N koraka, otekujemo da vazi priblizna skalirajuca
jednakost
Zn S|GY), VI = Zyon o[GP, VO = Zoon[G, V]

Ove relacije smo proverili na osnovu rezultata numerickih Monte Karlo simulacija.

"Vazni izuzeci su gravitacija i termalna teorija polja (teorija polja na temperaturama razli¢itim od nule).
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Slika 3.5: Apsolutna vrednost razlike ocena generisuéeg funkcionala |Zssn — Zn, 5| u zavisnosti od broja
vremenskih koraka N. Prikazani su rezultati za iterate reda s = 0, 1, 2, 3. Na grafiku je data i pogodna
kriva 0.1/N?, kako bi se lakse videlo da ispitivana zavisnost zaista ima dominantan ¢lan 1/N2. Na ovaj
nacin je pokazano vazenje relacije (3.18), odnosno pokazano je da je greska koju unosi primenjena Gausova
aproksimacija reda 1/N?2. Parametri teorije su g = 1, j = 0, posmatrani vremenski interval evolucije je
T =1, a broj Monte Karlo koraka je Ny;c = 107.

Na slici 3.5 eksplicitno se proverava vazenje gornje skalirajuce relacije. Sa ovog grafika
mozemo da zaklju¢imo da je greska koja je uneta opisanom procedurom Gausovog polov-
ljenja reda 1/N?,

Zosy — Zn.s =0(N7?). (3.18)

To zna¢i da je u polinomijalnom razvoju po 1/N oblika (2.8) linearni clan isti za s—ti
iterat generiSuceg funkcionala Zy , i za vrednost koja se dobija pomoc¢u definicione formule
Zasn,0, 1 da se ovi razvoji razlikuju tek od kvadratnog ¢lana po 1/N. Primetimo da grafici
na slici 3.5 postaju izlomljeni kada razlika |Zs:y — Zy | dostigne vrednosti oko 1075, sto je
zapravo Monte Karlo statisticka greska obe veli¢ine. Jasno je da ¢emo za razliku neke dve
veli¢ine dobiti samo statisticki Sum kada ta razlika postane jednaka greskama tih veli¢ine,
Sto objasnjava izgled grafika na slici 3.5. Povecanjem broja Monte Karlo koraka Ny,o se
ova greSska moze smanjiti, posto je proporcionalna sa 1/4/Nyc (detaljnije o ovoj temi u
Dodatku A). Na grafiku je prikazana i pogodna kriva 0.1/N? kako bi se lakse videlo® da
ispitivana zavisnost zaista ima dominantan ¢lan 1/N2.

Na slici 3.6 uporedene su vrednosti dobijene za generisué¢i funkcional na ovaj nacin
koriséenjem efektivnih dejstava reda s = 0, 1, 2, 3 sa vrednostima dobijenim u semikla-
sicnom razvoju (do na jednu petlju). Da bi se demonstrirala siroka oblast primenljivosti

8Na log-log grafiku krive oblika f(z) = 2% postaju prave linije i imaju isti koeficijent pravca a.



30 3. REKURZIVNA FORMULA

izvedenih rekurzivnih relacija, prikazani su rezultati dobijeni za ekstremne vrednosti parame-
tara teorije, odnosno vrednosti koje su daleko od semiklasi¢nog i perturbativnog sektora
teorije — slucaj jake interakcije.
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Slika 3.6: Aproksimativne vrednosti Zy 4 generiguéeg funkcionala u zavisnosti od broja podeonih tacaka
N. Prikazane su vrednosti dobijene iz definicije generisuceg funkcionala, ¢emu odgovara s = 0 (nulti
iterat), kao i prva tri iterata na osnovu formula (3.14) — (3.16), oznacena sa s = 1, 2, 3. Na grafiku je
prikazana i zajednicka vrednost generisuc¢eg funkcionala Z, dobijena fitovanjem na podatke za sve vrednosti
broja iterativnih koraka k, pri ¢emu je Zs—o = 0.088615(5), Zs—1 = 0.088611(7), Zs—o = 0.088611(7),
Zs—3 = 0.088611(7). Naslici je dat i semiklasi¢an rezultat do na jednu petlju Z1_;40p = 0.093500. Parametri
teorije su g = 100, j = 1, posmatrani vremenski interval evolucije je T' = 1, a broj Monte Karlo koraka je
Ny = 107,

Na sledece dve slike prikazana je zavisnost Zy  od N (slika 3.7), odnosno zavisnost
Zn,s od 2°N (slika 3.8) za umerene vrednosti parametara teorije (9 =1, j =1, 7 =1). Na
slici 3.7 vidimo da vrednosti Zy, s prilaze sve blize pravoj vrednosti Z kako raste vrednost
s. Pravi razlog za to je Sto vrednosti Zy, s odgovaraju vrednostima generisuceg funkcionala
originalne teorije u diskretizaciji sa 2°/N podeonih tacaka. To znac¢i da ocekujemo da na
grafiku zavisnosti Zy, s od 2°N dobijemo sve tacke na istoj krivoj. Upravo to i vidimo na
slici 3.8. Za vrednosti NV < 5 postoji malo odstupanje od oc¢ekivanog skaliranja, a poklapanje
je sve bolje kako vrednost N raste.

Iako bi savrseno poklapanje dobijenih vrednosti trebalo da se dobije samo za egzaktno
izvedene iterativne relacije, Cinjenica da sve ove tacke dobro leze na istoj krivoj zapravo
predstavlja potpunu potvrdu primenljivosti Gausovog polovljenja pri izvodenju ovih relacija.

Kolaps svih tacaka na jednu krivu na slici 3.8 pokazuje i da ocekivano skaliranje dobijeno
u rekurzivnim relacijama vazi ne samo za prvi iterat, ve¢ i za ostale, viSe iterate. Sa slika



3.4. REZULTATI NUMERICKIH SIMULACILIA 31

0.355 : , | |
+ s=0 ——
0.35 -
0.345 | o2 o
S=3 e
0.34 | |
0.335 _
[0}

F 033 _
0.325 |
032 f |
0315 " 1

* o Ty
0.31
0.305
0 20 40 60 80 100

N

Slika 3.7: Vrednosti generisuéeg funkcionala Zy, s u zavisnosti od N. Prikazane su iterativne vrednosti
reda s = 0, 1, 2, 3, kao i zajednicka vrednost Z, dobijena fitovanjem, pri ¢emu je Z,—o = 0.3065648(5),
Zs—1 = 0.3065644(5), Zs—o = 0.3065644(5), Zs—3 = 0.3065644(5). Parametri teorije su g = 1, j = 1,
posmatrani vremenski interval evolucije je T = 1, a broj Monte Karlo koraka je Ny;c = 107.

3.7 1 3.8, na osnovu fitovanja polinoma za nulti iterat i poklapanja dobijenih vrednosti pri
skaliranju, vidimo i da Zy, s ima isti oblik funkcionalne zavisnosti od N kao i ocena vrednosti
generiguceg funkcionala Zy u jednacini (2.8),

A B

Ins=2+ =2 2

o TN T

Sa slike 3.8, zbog kolapsa svih vrednosti na jednu krivu i zbog ¢injenice da 1/N ¢lan

daje najznacajniji doprinos u izrazu (3.19), mozemo da zakljuc¢imo da za koeficijente A vazi
skalirajuca relacija®

+.... (3.19)

Ay = % +o(N71). (3.20)
Koeficijent Ay odgovara nultom iteratu, odnosno primeni definicione formule za ra¢unanje
funkcionalnog integrala.

Posto Gausova aproksimacija uvodi gresku reda 1/N?, kao $to smo zakljucili u izrazu
(3.18) na osnovu slike 3.5, relacija ovog tipa ne moze da se izvede za koeficijente uz vise
stepene od 1/N. Jasno je da se povecanjem broja iteracija s koje smo izvrsili eksponencijalno
smanjuje vrednost koeficijenta A;. To znaci da se u polinomijalnom razvoju po 1/N izraza
za generisuci funkcional Zy , koeficijent uz dominantan, linearan clan smanjuje. Kada

9Neposrednom proverom se moze utvrditi da ova relacija za rezultate prikazane na slici 3.8 vazi sa
greskom od 0.1% za prvi iterat, sa greskom od 0.3% za drugi iterat, i sa greskom od 0.8% za treéi iterat.
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Slika 3.8: Vrednosti generisuéeg funkcionala Zy, s u zavisnosti od efektivne vrednosti broja vremenskih
koraka 2°N. Prikazani su iterati reda s = 0, 1, 2, 3, kao i zajednicka vrednost Z, dobijena fitovanjem.
Parametri teorije su g = 1, 5 = 1, posmatrani vremenski interval evolucije je T = 1, a broj Monte Karlo
koraka je Nyc = 107.

bismo bili u moguénosti da broj iterativnih koraka neograniceno povecavamo, u limesu
s — oo linearan ¢lan u razvoju Zy s po 1/N bi nestao, Sto bi znacajno ubrzalo konvergenciju
dobijenih rezultata pravoj vrednosti generisu¢eg funkcionala. Nazalost, ve¢ smo zakljucili
da prakticno ne mozemo da izvedemo vise od tri do Cetiri iterativna koraka. Pa ipak, u
slede¢em poglavlju ¢emo pokazati da je moguce naéi s — oo, kontinuum limes rekurzivnih
relacija, uz primenu dodatne aproksimacije (linearizacije izvedenih rekurzivnih relacija), i
na taj nacin drasti¢no poboljsati konvergenciju dobijenih rezultata.

Vazenje skalirajuéih relacija iz hijerarhije (3.14) proverili smo na sirokom opsegu parame-
tara razmatranog anharmonijskog oscilatora i dobili smo odli¢no slaganje. Pored variranja
konstante anharmoniciteta (interakcije) g, varirali smo i jac¢inu spoljasnje struje j i duzinu
trajanja evolucije T". Na slici 3.9 data je zavisnost iteriranog generisuceg funkcionala Zy
od efektivnog broja vremenskih koraka 2°N, kao i na prethodnoj slici, ali za sektor teorije
sa jakom interakcijom (¢ = 100). Iako u ovom sektoru drugi aproksimativni metodi nisu
pouzdani, sa slike 3.9 se vidi da Gausovo polovljenje daje dobre rezultate. To je posle-
dica ¢injenice da se u Gausovoj aproksimaciji ne pretpostavlja da je konstanta interakcije
mala, niti da se trajektorije koje daju dominantan dprinos funkcionalnom integralu nalaze
u blizini resenja klasi¢nih jednacina kretanja, Sto su osnovne pretpostake drugih aproksima-
tivnih metoda. Kao sto smo istakli pri izvodenju rekurzivne formule, osnovna pretpostavka
Gausovog polovljenja je da su bitne trajektorije medusobno bliske, odnosno da je vremenski
korak e mali.
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Slika 3.9: Vrednosti generisuceg funkcionala Zy s u zavisnosti od efektivne vrednosti broja vremenskih
koraka 2°N. Prikazani su iterati reda s = 0, 1, 2, 3, kao i zajednicka vrednost Z, dobijena fitovanjem.
Parametri teorije su g = 100, j = 1, posmatrani vremenski interval evolucije je T' = 1, a broj Monte Karlo
koraka je Ny = 107.

lako bismo mogli da o¢ekujemo da za velika vremena evolucije (7" = 10) i mali broj
koraka N skaliranje nije savrseno (posto se tada dobijaju velike vrednosti za €), sa slika u
Dodatku C vidimo da su i u ovom slucaju skalirajué¢e relacije zadovoljene i da sve krive
gotovo u potpunosti kolapsiraju na jednu krivu.

3.5 Efektivno ubrzanje

Vreme izvrsavanja (algoritamska slozenost) Monte Karlo simulacija koje su razvijene radi
provere izvedenih rekurzivnih formula proporcionalno je sa Nyso- N2, gde je Ny broj Monte
Karlo koraka!®, i slabo zavisi od broja iterativnih koraka s za male vrednosti s (za velike
vrednosti s 2 5 izrazi za GY i v postaju toliko komplikovani da vreme izracunavanja
poc¢inje da znacajno zavisi od s). Ovo se moze videti na slici 3.10, na kojoj je prikazana
zavisnost realnog procesorskog vremena neophodnog za izvrsavanje simulacije od broja vre-
menskih koraka N. Fitovanjem se moze pokazati da je u pitanju kvadratna zavisnost od N.
Monte Karlo kod je izlozen i detaljnije diskutovan u Dodatku B.

OFaktor Nj;c u gornjem izrazu je rezultat postojanja petlje u algoritmu po broju Monte Karlo koraka
Nuc, dok je N? zavisnost rezultat generisanja trajektorija sa N tacaka. Naime, generisanje svake od N
tacaka je operacija reda N, poSto se prvo generise trajektorija za dijagonalizovani oblik kvadratne forme
dejstva, a zatim se tacke trazene trajektorije izracunavaju pomocu odgovarajuce linearne transformacije,
inverzne dijagonalizovanju.
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Slika 3.10: Zavisnost vremena izvrsavanja Monte Karlo simulacija od broja vremenskih koraka N. Vreme
izvrSavanja ne zavisi od vrednosti parametara teorije. Prikazani rezultati dobijenisuzag=1,7=1,T =1,
a broj Monte Karlo koraka je Ny;c = 107. Kako je simulacija izvravana na Linux klasteru, ukupno vreme
izvrsavanja jednako je zbiru vremena izvrSavanja paralelnih delova simulacije na svakom pojedina¢nom nodu
klastera. Hardverske karakteristike klastera date su u Dodatku B.

Odavde sledi da je odnos vremena neophodnih da se postigne ista tacnost koristeé¢i nulti
iterat (originalnu teoriju) i s—ti iterat jednak N?/(N/2%)% = 4%, §to je ocekivano relativno
ubrzanje opisanog metoda. Na slici 3.11 prikazano je relativno ubrzanje dobijeno u real-
nim simulacijama za razli¢ite vrednosti broja iterativnih koraka s u funkciji od efektivnog
broja podeonih tacaka N eff = 2% N. Kada bi izvedene rekurzivne formule bile egzaktne, ver-
tikalne linije na ovom grafiku odgovarale bi istim aproksimativnim vrednostima za generisudéi
funkcional (aproksimativnim vrednostima sa istom tacnoscu), ali u razlicitim diskretizaci-
jama. lako su izvedene formule dobijene aproksimativno, koris¢éenjem Gausovog polovljenja,
vrednosti generisuéeg funkcionala po vertikalnim linijama na slici 3.11 su veoma bliske (raz-
like su reda 1/N? i za tipicne vrednosti N ~ 10? koje se koriste u realnim simulacijama
mogu se zanemariti).

[lustrova¢emo znacaj dobijenog relativnog ubrzanja koris¢enjem izvedenih rekrzivnih
formula na jednom primeru. Za efektivnu vrednost broja podeonih tacaka u diskretizaciji
Neﬁ: 800, koja odgovara broju podeonih tacaka N = 100 za tredi iterat (s = 3), relativno
ubrzanje iznosi priblizno 20, kao §to vidimo na slici 3.11. To zna¢i da ¢emo koriS¢enjem treceg
iterata 20 puta brze (za 20 puta krace vreme) dobiti rezultat koji odgovara efektivnom broju
podeonih tacaka N eff = 800 nego ako koristimo definicionu formulu (nulti iterat, s = 0), za
koju je Neﬁ: N = 800.

Na slici 3.11 su prikazane i velike vrednosti efektivnog broja vremenskih koraka N eff
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kako bi se videlo asimptotsko ponasanje relativnog ubrzanja. Sa ove slike vidimo da se
zaista asimptotski dobijaju ocekivane vrednosti relativnog ubrzanja 4° za iterativnu pri-
menu rekurzivne formule s puta. Relativno ubrzanje koje je posledica primene Gausovog
polovljenja u potpunosti opravdava primenu opisanog metoda u numerickim simulacijama.
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1 10 100 1000 10000 100000 le+06

Nesf

Relativno ubrzanje

Slika 3.11: Odnos vremena izvrsavanja simulacija za nulti iterat dejstva Ty i vremena izvriavanja simulacija
za vise iterate Ty, s = 1, 2, 3, odnosno relativno ubrzanje. Na slici je prikazan odnos kvadratnih polinoma
koji se dobijaju fitovanjem na vrednosti na slike 3.10. Efektivna vrednost broja koraka je za svaki iterat
data sa N eff = 2°N. Prikazane su i velike vrednosti N eff kako bi se videlo asimptotsko ponasanje relativnog

ubzanja Ty /Ts = 4°.
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4

Linearizovana rekurzivna formula

[terativni procesi tipa ,4+1 = f(z,) Cesto se sreéu u mnogim oblastima fizike. Iskustvo
stec¢eno u radu sa ovakvim procesima nam pokazuje da njihovi krajni rezultati ¢esto nisu
jako osetljivi na oblik funkcije f, odnosno da se oblik ove funkcije moze promeniti u okviru
neke klase, a da se rezultat iterativne procedure ne promeni. U velikom broju slucajeva se
prostor funkcija f razbija na klase univerzalnosti unutar kojih iterativna procedura daje isti
ili slican rezultat (kao primer navedimo Fajgenbaumove brojeve koji se dobijaju iteriranjem
logisticke krive). Ovo je bila motivacija za ideju da pokusamo da pojednostavimo rekurzivne
relacije izvedene u prethodnom poglavlju, ostajuci u istoj klasi univerzalnosti. Kao sto ¢e
biti pokazano u ovom poglavlju, jednostavniji oblik rekurzivnih relacija ¢e nam omoguciti
da egzaktno resimo iterativni problem za proucavanu klasu teorija.

4.1 Izvodenje linearizovane rekurzivne formule

U ovom poglavlju ¢emo pokazati da se izvedene rekurzivne relacije mogu na veoma prirodan
nac¢in pojednostaviti i egzaktno resiti. Iz strukture relacija (3.12-3.13) vidi se da one zapravo
predstavljaju popravljanje funkcija G i V, pri ¢emu popravke predstavljaju stepeni red po
vremenskom koraku e. Prirodno pojednostavljenje koje ¢emo razmotriti je ogranicavanje
rekurzivnih relacija tako da se obuhvati samo prva popravka, odnosno da se pri iteriranju
funkcije V' uzmu u obzir samo linearne popravke po €. Kod iteriranja funkcije G treba uzeti
popravke do reda € da bi bile istog reda kao i popravke kod funkcije V, $to se vidi iz oblika
diskretizovanog dejstva

o ;

Uzimajuci ovo u obzir, linearizovane rekurzivne relacije imaju oblik

)

2
Lo, (u) V(L)
EN

,, N 2 2
lin — — i G— - g 6_ 5
g"G, v, = G 16 | @ (G> 16v 7 -y
7N 2 ’
| L GlG. V. (&) —2GV
lin — —1 —— i e 12
VG, V, € Vit o=z 32G[G, V. ] -

gde oznaka “lin” znaci da zadrzavamo samo one ¢lanove koji daju popravke odgovarajuceg
reda po €.
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U opstem obliku, ove relacije ne izgledaju nista jednostavnije od polaznih rekurzivnih
relacija. Da bi se dobio jednostavniji oblik, potrebno je specificirati funkcije G i V. Ovde
¢emo detaljno razmotriti samo vazan specijalan slucaj, G(¢) = 1, odnosno lagranzijan oblika
L = 1¢*+V(q). Uovom slucaju iz rekurzivne formule (4.1) za funkciju G posle prve iteracije

2
dobijamo GW(q) = 1 + €2V /16, kao i

G(l)” B 2Vu//
G T 16

2
! my 2 ,
(G) = () rar-am e

Iz gornjih relacija sledi da ¢e funkcija G nakon proizvoljno mnogo iterativnih koraka imati
oblik 1 + €%a(q) + €3b(q) + o(e*) (prva popravku bic¢e reda €*). Na osnovu ovoga vidimo da
linearizovana rekurzivna formula za funkciju G ima oblik

+o(e) = GV 1 o(eh),

2
lin € " €
G, Vel =G+ =V"—-—=G". 4.3

GG, Vel =G+ 2V = 45 (4.3)
Na slican na¢in mozemo da izvedemo jednostavniji oblik rekurzivne formule za funkciju
V. Kao §to smo videli, u proizvoljnom iterativnom koraku je G'/G ~ €2, pa se poslednji
¢lan u rekurzivnoj formuli (4.2) moze zanemariti. Sa ta¢noséu do linearnih ¢lanova po e,
logaritamski ¢lan u ovoj formuli postaje

1. GG, Ve 1 eV e G eV 1G" R

-h—~-h|l+—=— ——=— | —=— — ——

¢ G ¢ 166G 16 G 166G 116G 16

U prvom koraku smo iskoristili relaciju (4.3), u drugom koraku prvi ¢lan u Tejlorovom
razvoju za In(1 + z), dok smo u poslednjem koraku iskoristili ¢injenicu da je G”/G ~ €* i
da je G =1+ o(€?). Konacan oblik rekurzivne relacije za funkciju V' je

Vin[GLV, e = V + %v”. (4.4)

4.2 Resenje linearizovane rekurzivne formule

U ovom odeljku ¢emo se posvetiti egzaktnom resavanju izvedenih linearizovanih rekurzivnih

formula (4.3) i (4.4). Koristeci oznake iz prethodnog poglavlja, ove formule mozemo napisati
u obliku

2 V(’f)” c G(k)//
s s 16 22s—2k—2 16 2s—k—1 ?
(k+1) w, v V"
+ o S
Vs =V 16 25—h—1 - (4.6)

Odavde se vidi da je svaka funkcija VA* oblika Vi = V4 + enct™ (q), gde ¢ (¢) ne sadrzi
en. Posto za funkciju V' uzimamo u obzir samo linearne popravke, gornju relaciju mozemo
da napisemo u jos jednostavnijem obliku

V//
v+ k) N Yo
s 8 + 16 2s—k—1
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Ako iz gornjeg izraza nademo razliku Vs(kﬂ) — Vs(k) i izracunamo zbir

n

(k+1) 1 (k)\ _ 1/(n+1) _ 1,(0) _ 1 (n+l) 1, _ EN Ve k n+1 EN 1
D (VD — By = v VO m?1§ﬁ @ - D35V
k=0

dobijamo eksplicitan izraz za Vs(k),

Kao sto smo ve¢ videli, funkcija G moze da se napise u obliku
GP =1+ &a® + 3P |

gde nepoznate funkcije koordinata al® 1 b treba odrediti. Kako je GO = G = 1, sledi
a” = ¥ = 0. Ako iskoristimo izvedeni izraz za G , kao i dobijeno resenje za Vs(k), iz
relacije (4.5) do na ¢lanove reda €3 dobijamo

2 2k _ 1 en 2"
(k+1) _ 2 (k) 3 3 (k) €N " 1 €N ENGs
Gy =1+ eyay”’ +exby” + PPy (VO t sy 1A > 16 9s—h1 °

Daljim sredivanjem ovog izraza dobijamo

v 2k -1 a(k)//
(k+1) _ 2 (k) Yo 3 (k) nr__ S
Gil=1+ey (as + 2232k+2) ey (bs t s Yo 2s=k=1 |7

odakle dobijamo rekurzivne relacije za funkcije al® i b 1 sledeéem obliku

R R S { N (4.7)
s s 925—2k+2 :
2k a(k)”
(k+1) __ (k) m s
b, = b 23s 2k+5V 2s—k+3 (4‘8>

Rekurzivnu relaciju (4.7) za funkcije agk) moguce je resiti na slican nacin kao i relaciju

za VA¥ . Prvo éemo iz formule (4.7) izraziti razliku alft — agk), a zatim izracunati zbir

n

Z(a(k+l) —a®) = gD _ g0 = g+ = Vo Z o2k _ |
s s s s s 225—1—2 3 . 223+2 0 »
k=0 =0

pa zakljucujemo da je resenje za funkcije o dato sa

4k 1
=y Y

Da bismo resili rekurzivnu relaciju (4.8) za funkcije b prvo éemo je prepisati koriste¢i

dobijeno resenje za agk),

b(k—H) _ b(k) + 28 — 4kV//// . 48 -1 2kvl/l/ _
s - s 235+5 12 . 238+3 -
— bgk) + i . i 8_k . 4k Qk V//// _
32 96) 2% 32 233 96 - 23¢

(k-) ‘/0////
:%‘ﬂ@—§+%]$-
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Sada se, sli¢no kao i u prethodnim slucajevima, formiranjem zbira Zzzo(bgkﬂ) — bgk)) dobija

Z(bgk+1) _ bgk)) _ bgn+1) _ bgo) — pletD) li 8 1 1 ﬂ

S

k=0

18n+1_1 14n+1_1 2n+1_1 VD////
48 7 32 3 +96}83'

Nakon jednostavnih algebarskih transformacija dobija se resenje za funkcije bgk) u obliku

2.8~ 7.4k 7.2 2

bk = v
° 672 - 8° 0
Da rezimiramo — dobili smo egzaktna reSenja linerizovanih rekurzivnih formula za opstu
teoriju sa lagranzijanom L = 2¢* + V(¢q). Ova resenja su oblika

4 —1 2-8’“—7-4’“—1—7-2’“—2

G(k) - 1 V V////
* T 672 - 8 ’
k
—1

VE = Vo+ 3 N Vo -

Kao sto je objasnjeno u prethodnom poglavlju (vidi formulu (3.14)), u ovoj hijerarhiji
funkcija mi zapravo koristimo funkcije GL¥ i V¥, koje su date sa

4 -1, 2«88—7~45+7~23—2

G(S) = 1 V V////
s ety 672 - 8 ’
s 25 —1

Ve = Vo+ WENVOH~

4.3 Rezultati numerickih simulacija

Na slikama 4.1 do 4.3 uporedene su dobijene vrednosti generiSué¢eg funkcionala Z Jl@”s u linea-
rizovanom Gausovom polovljenju sa vrednostima Zy s dobijenim koriS¢enjem originalnih
rekurzivnih formula za anharmonijski oscilator sa kvarti¢nim anharmonicitetom (¢* teorija).

Na slici 4.1 data je tipi¢na zavisnost ocene generisu¢eg funkcionala Z %”s u funkciji od V.
Sa slike vidimo da je oblik zavisnosti isti kao i kod originalne rekurzije. Detaljnijom analizom
rezultata dobijamo ocene vrednosti generisuc¢eg funkcionala Z koje su u medusobnoj saglas-
nosti i u saglasnosti sa vrednostima dobijenim za originalnu rekurzivnu formulu. Dodatni
grafici za razli¢ite vrednosti parametara razmatrane teorije dati su u Dodatku C.

Na slici 4.2 je ispitano vazenje skalirajuce relacije za linearizovanu rekurzivnu formulu

lzn AO BI
Z =7+ ﬁ + m +. (49)

koja predstavlja analogon relacije (3.19). Na ovoj slici je prikazana zavisnost ocene generisu-
¢eg funkcionala fo,f‘s u funkciji od 2°/N. Posto skoro sve tacke kolapsiraju na jednu krivu,
mozemo da zaklju¢imo da gornja relacija vazi i nakon linearizacije. Pri tome je dobijeno da
koeficijenti A4 zadovoljavaju istu relaciju Ay = Ag/2° kao i koeficijenti u sluc¢aju originalnih
rekurzivnih relacija (jednac¢ina (3.20)). Pored toga, i numericki dobijene vrednosti koefici-
jenata Ag su jednake u oba slucaja (do na popravke reda 1/N), dok se koeficijenti B, i B.,
razlikuju (ova razlika je posledica linearizacije).
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Slika 4.1: Vrednosti ocena generisuéeg funkcionala Z4", u zavisnosti od N. Prikazane su iterativne vred-
nosti reda s = 0, 1, 2, 3, kao i zajednicka vrednost Z, dobijena fitovanjem, pri ¢emu je Zii:”O = 0.1870294(3),
Zlin = 0.1870292(4), Zlm, = 0.1870292(4), Z!m, = 0.1870293(4). Ove vrednosti su u saglasnosti sa vrednos-
tima dobijenim za originalnu rekurzivnu formulu. Parametri teorije su g = 1, j = 0, posmatrani vremenski
interval evolucije je T = 1, a broj Monte Karlo koraka je Ny;c = 107.

Odstupanja od ocekivanog skaliranja (4.9) se mogu uociti samo za male vrednosti N
(N < 5). I originalne i linearizovane rekurzivne formule daju, dakle, istu 2°/N zavisnost
kod generisuceg funkcionala, a odstupanja od ocekivanog skaliranja su prilicno mala, ¢ak i
za male vrednosti N < 5. Ipak, kada uporedimo grafik na slici 4.2 sa graficima dobijenim
u prethodnom poglavlju (slika 3.8), ocigledno je da su odstupanja nesto manja za origi-
nalnu rekurzivnu formulu. Kako se u euklidskoj teoriji lako moze pokazati da aproksimacije
koje smo uveli uvek smanjuju vrednosti generisuceg funkcionala (ovo je osnova varijacionog
metoda), jasno je da ¢e vrednosti dobijene u originalnom Gausovom polovljenju lezati nesto
ispod ocekivane skalirajuce krive na slici 3.8, a vrednosti dobijene koris¢enjem linearizovane
aproksimacije lezac¢e jonize. Medutim, ve¢ za vrednosti N > 5 poklapanje je idealno. U
Dodatku C su dati grafici istog tipa za razlicite vrednosti parametara proucavane ¢* teorije,
koji potvrduju izvedeni zakljucak.

Na slici 4.3 pokazano je da linearizacija unosi gresku reda 1/N?, gde je N broj koraka u
diskretizaciji vremenskog intervala T,

Zn,s — 23" = o(N7?). (4.10)
Primetimo da grafici na ovoj slici postaju izlomljeni kada razlike Zy s — Z%fls dostignu

vrednosti oko 1079, §to je zapravo Monte Karlo statisticka greska obe velicine. Na grafiku
je prikazana i pogodna kriva 0.1/N?, kako bi se lakse videli dominantni ¢lanovi u razvoju
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Slika 4.2: Vrednosti ocena generisuéeg funkcionala Z4", u zavisnosti od efektivne vrednosti broja vremen-

skih koraka 2°N. Prikazani su iterati reda s =0, 1, 2, ?;, kao i zajednicka vrednost Z, dobijena fitovanjem.
Parametri teorije su g = 1, 5 = 0, posmatrani vremenski interval evolucije je T = 1, a broj Monte Karlo
koraka je Nyc = 107.

prikazanih krivih po 1/N. U Dodatku C date su zavisnosti Zy s — Z]l(}?s u funkciji od N za
sirok opseg parametara teorije.

Posto znamo da se pri koriSéenju originalnih rekurzivnih relacija pravi gregka reda 1/N?
(formula (3.18)), na osnovu gornje formule mozemo da zakljué¢imo da isto vazi i pri primeni
linearizovanih rekurzivnih formula, odnosno

Zyn — Z§', = o(N7?). (4.11)

Dakle, linearizacija ne unosi znacajnu dodatnu gresku, posto je ona istog reda veli¢ine
kao i greska koju smo ve¢ uneli primenom Gausovog polovljenja. Ovo je veoma znacajno,
posto opravdava linearizaciju dobijenih rekurzivnih formula. Pri tome, uslov primenljivosti
linearizacije je isti kao i uslov primenljivosti originalnog Gausovog polovljenja: vremenski
korak € mora da bude dovoljno mali. Ujedno, gornja formula objasnjava i zasto skalirajuca
formula (4.9) vazi i za linearizovanu rekurzivnu formulu, kao $to smo numericki videli na
slici 4.2: kako je greska linearizacije proporcionalna sa 1/N?, dominantan linearan ¢lan se
ne menja.

Iz jednacine (4.9) se vidi da su popravke pri koris¢enju iterativnog izraza reda s za
dejstvo teorije pri rac¢unanju generisuceg funkcionala uvek proporcionalne sa 1/N (to je
dominantan ¢lan; naravno, postoje dodatne popravke proporcionalne sa 1/N? itd.), ali pri
tom ove popravke opadaju kako k raste. Ovo se vidi kako iz numerickih rezultata, tako i
analiticki, posto konstanta koja mnozi ¢lan 1/N u jednacini (4.9) ima oblik Agy/2°.
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Slika 4.3: Vrednost razlike ocena generiguéeg funkcionala Zy, s — Zf\’ffs u zavisnosti od broja vremenskih
koraka N. Prikazani su rezultati za iterate reda s = 1, 2, 3. Na grafiku je data i pogodna kriva 0.1/N2,
kako bi se lakse videlo da ispitivana zavisnost zaista ima dominantan ¢lan 1/N2. Na ovaj naéin je pokazana
jednakost (4.10), odnosno pokazano je da linearizacija unosi gresku reda 1/N?2. Parametri teorije su g = 1,
j = 0, posmatrani vremenski interval evolucije je T' = 1, a broj Monte Karlo koraka je Ny;c = 107.

4.4 Kontinuum limes

Osnovna prednost linearizovane Gausove aproksimacije je Sto smo nasli egzaktno resenje
rekurzivnih formula. Ovo nam omogucéava da automatski dobijemo i zeljeni kontinuum limes
k — oo. Kontinuum limes nas naravno interesuje zato Sto je polazna teorija kontinualna,
i prilikom njene diskretizacije vrednosti fizickih konstanti koje ulaze u definiciju teorije
(masa polja, konstante interakcije itd.) se menjaju. Da bi se u diskretizovanu teoriju unele
ispravne vrednosti ovih konstanti, neophodno je detaljno prouciti proces diskretizacije. U
naivnom pristupu, u diskretizovanoj teoriji koristimo fizicke vrednosti parametara, pa tek
u limesu N — oo dobijamo i fizicku vrednost funkcionalnog integrala. Posledica ovog
pristupa je spora N konvergencija dobijenih rezultata. Kontinuum limes obezbeduje da se
u diskretizovanu teoriju od koje pocinjemo mogu uneti fizicke vrednosti parametara teorije.
Ovaj limes je znacajan i zbog toga sto u jednacini (4.9) uklanja linearan ¢lan po 1/N| pa je
N konvergencija mnogo brza (kvadratna konvergencija) u odnosu na prethodno razmatrane
pristupe (linearna konvergencija).

Na slici 4.4 ilustrovana je hijerarhija aproksimacija vezana za kontinuum limes. Kao
Sto smo ve¢ naglasili, tek u kontinuum limesu parametri teorije imaju svoje prave, fizicke
vrednosti. Za kona¢no /N imamo odgovarajuce vrednosti ovih parametara date preko razvoja
u red po 1/N.
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Slika 4.4: Tlustracija hijerarhije generisuéih funkcionala koja nastaje linearizacijom, uz primenu kontinuum
limesa. Vidimo da se Z4" ~ dobija kao limes linerizovanih vrednosi generisu¢eg funkcionala ZK,” kada s — oo
(vertikalna osa), ili prlmenom beskona¢nog broja linearizovanih Gausovih aproksimacija (homzontalna o0sa).

U kontinuum limesu funkcije G{¥ i V*) postaju

' V// ////

G = Im G =1+ 0+l (4.12)
"

VI = Im V) = Vot en-. (4.13)

Najvaznija osobina kontinuum limesa (odsustvo ¢lana proporcionalnog sa 1/N u jedna-
¢ini (4.9)) moze se pokazati na jos jedan nacin. Na osnovu izraza (4.11) jasno je da formiran-
jem linearnih kombinacija aproksimativnih vrednosti generisuceg funkcionala Zy", i Zy", |
mozemo da postignemo da se linearan ¢lan po 1/N izgubi:

228 1 — ZN' =Z +0o(N7?).

Ako sada iskoristimo limes s — oo, dobi¢emo kontinuum limes generisué¢eg funkcionala u
linearizovanom Gausovom polovljenju:

2720 — I = ZN' e = Z +0o(N7?). (4.14)

Dakle, linearizacijom smo postigli da se linearni ¢lan po 1/N, koji je prisutan u original-
noj aproksimaciji, izgubi, $to znacajno ubrzava algoritam!, a u analitickom pristupu daje
bolju aproksimaciju trazenih vrednosti generisu¢eg funkcionala. Pri tome, dejstvo teorije u
kontinuum limesu je jednako jednostavno kao i dejstvo polazne teorije. Primetimo i da je
dobijeno dejstvo, definisano funkcijama GU i V" mnogo jednostavnije od izraza koji se
dobijaju primenom originalnih rekurzivnih formula.

!Linearizacija ima jos jednu prednost. Kako se prava vrednost generisuéeg funkcionala dobija kao slo-
bodan ¢lan polinoma po 1/N nakon fitovanja na dobijene vrednosti Zy, greska slobodnog ¢lana je manja
ukoliko imamo analiticku informaciju da ne postoji ¢lan linearan po 1/N.
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Grafici na slikama 4.5 i 4.6 ilustruju vazenje osnovne osobine kontinuum limesa na
primeru ¢* teorije. Na slici 4.5 vidimo tipi¢nu zavisnost ZK,?OO od broja podeonih tacaka
N. Primetimo da ova kriva mnogo brze tezi asimptotskom rezultatu koji se dobija u limesu
N — o0 nego originalna kriva, koja je takode prikazana na slici.
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Slika 4.5: Vrednosti ocena generisuéeg funkcionala Z4"__ dobijene na osnovu kontinuum limesa linearizo-

vane rekurzivne formule i Zy u zavisnosti od N. Prikazana je i zajednicka vrednost Z, dobijena fitovanjem,
pri ¢emu je ZL" = 0.1870291(4), a Z = 0.1870294(3). Ove vrednosti su u saglasnosti sa vrednostima
dobijenim za originalnu i linearizovanu rekurzivnu formulu. Parametri teorije su ¢ = 1, j = 0, posmatrani
vremenski interval evolucije je T = 1, a broj Monte Karlo koraka je Ny;c = 107.

Razlog za to je, naravno, ¢injenica da u razvoju ZKZLOO po 1/N nema linearnog ¢lana, kao
$to smo pokazali. Ovo se jasno vidi na slici 4.6, na kojoj su prikazane apsolutne razlike ocena
generisuceg funkcionala i asimptotske vrednosti |Zy — Z| i |Z}",, — Z| u zavisnosti od broja
vremenskih koraka N. Kako je u pitanju log—log grafik, vidimo da dominantan doprinos
krivoj | Zy — Z| daje ¢lan proporcionalan sal/N, dok kriva | Z}",  — Z| ima dominantan ¢lan
reda 1/N2.

Primetimo da grafici na slici 4.6 postaju izlomljeni kada razlike |Zy — Z| i |Z}3",, — Z|
dostignu vrednosti oko 107¢. Ovo je zapravo Monte Karlo statisticka greska obe veli¢ine, pa
je takvo ponasanje o¢ekivano. Na grafiku su prikazane i pogodne krive 0.3/N i 3-1074/N?,
kako bi se lakse videli dominantni ¢lanovi u razvoju prikazanih krivih po 1/N. U Dodatku C
dati su dodatni grafici za razlicite vrednosti parametara proucavane teorije koji opravdavaju
izvedene zakljucke.

Vrednosti konstanti B/ iz jednacine (4.9), dobijene fitovanjem na numericke rezultate

prikazane na graficima u prethodnom odeljku, slabo zavise od s i u kontinuum limesu s — oo
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Slika 4.6: Apsolutne vrednosti razlika ocena generisuceg funkcionala |Zy — Z| i |Z}", — Z| u zavisnosti
od broja vremenskih koraka N. Na grafiku su date i pogodne krive 0.3/N i 3-107%/N2, kako bi se lakse
videlo da prva zavisnost ima dominantan ¢lan reda 1/N, a druga reda 1/N?2. Na ovaj naéin je pokazano
vazenje relacija (2.8) i (4.14). Parametri teorije su g = 1, j = 0, posmatrani vremenski interval evolucije je
T =1, a broj Monte Karlo koraka je Nj;c = 107.

brzo konvergiraju vrednosti B/ . Koriste¢i ovu jednacinu, u kontinuum limesu dobijamo i

/
lin lin o e -3
Z2N,oo_ N,oo — +o(N77),
N2
/
lin lin [es)

Z4N,oo 2N,c0 T yN2 + O<N_3) )

Sabiranjem ovih izraza dobijamo jos jednu vaznu osobinu kontinuum limesa

lin lin lin <,><> = 1 -3 4B<,>o -3
~INjwt Zoioo = "INt 2= 35 ) o TNV ):§W+0(N )
k=0
odnosno, u kona¢nom obliku,
, 4B’
_ r7lin 00 -3

Ovaj izraz nam omogucava da vrednost generiSuceg funkcionala izracunamo na veoma
jednostavan nacin: ako nacrtamo zavisnost veli¢ine Zi% = — Z¥" | u funkciji od 1/N,
dominantan ¢lan u razvoju po 1/N biée B. /N? i fitovanjem lako mozemo da odredimo
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vrednost koeficijenta B/ . Sada koriséenjem formule (4.15) mozemo da izracunamo vred-
nost generisuéeg funkcionala Z sa tacnoséu do 1/N3. Za dovoljno veliku vrednost N ova

popravka postaje zanemarljiva.
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Aproksimativna algebarska formula

Rekurzivne formule koje smo izveli u prethodnim poglavljima omogué¢avaju nam da efikasno
numericki racunamo generisuci funkcional i o¢ekivane vrednosti. Medutim, mogucée je dati i
analiticku formulu za generisuci funkcional u aproksimaciji u kojoj je broj podeonih tacaka
intervala vremenske evolucije jednak nula, odnosno N = 1. U ovom slucaju u izrazu kojim
se definiSe funkcionalni integral nema integrala, pa se zbog toga dobija samo algebarska
formula. Kada bi ovu ideju primenili na definicionu formulu za generisu¢i funkcional i
aproksimirali ga sa Z; o = Z1[G, V], jasno je da ne bismo dobili dobre rezultate. Ovaj
pristup je ekvivalentan pristupu u kojem se ocekivane vrednosti polja aproksimiraju sa

ey = 10+0) a5

Na ovaj nacin je dinamika potpuno zanemarena i sve zavisi samo od pocetnih uslova. Posto
zelimo da u konac¢ne rezultate uklju¢imo i uticaj dinamike sistema, iskoristi¢emo izvedene
rekurzivne formule. Ukoliko u jednacinu (3.14) uvrstimo vrednost N = 1, dobijamo slede¢u
hijerarhiju izraza za generisuéi funkcional:

2y [GP VO = Zpa [G, VIO = = Z[GETY, VY] = Z,[GY, V).

s

Na osnovu ove hijerarhije, generisuc¢i funkcional mozemo da aproksimiramo poslednjim izra-
zom U nizu, Z, s = Z; [Ggs), Vs(s)]. Ovaj izraz u sebi ne sadrzi integrale, dakle u pitanju
je analiticka algebarska aproksimativna formula. Sa druge strane, Z; ¢ je (do na prime-
njeno s—tostruko Gausovo polovljenje) zapravo Z,:[G, V], pa ova formula u sebe ukljucuje
dinamiku razmatrane teorije. Na ovaj nac¢in smo dobili algebarsku aproksimativnu formulu
za generisuc¢i funkcional,

7 - %em{_w—ams) (aw) oy (M)} e

’ 2nT 2T 3 2 2

zasnovanu na primeni originalne rekurzivne formule. Za nulti iterat (s = 0) dobijamo gore
pomenutu aproksimaciju koja uzima u obzir samo pocetne uslove. Jasno je da c¢e kvalitet
ove aproksimacije zavisiti od broja s, pri ¢emu ¢e dobijeni rezultati biti bolji §to je broj s
ve¢i. Najbolje bi bilo kada bismo koristili limes s — oo u gornjoj formuli
Zi oo = lim Z,[GY, V)],
S—00

ali, kao $to smo veé istakli, iterativni izrazi za funkcije G i V ve¢ posle nekoliko koraka
postaju suvise komplikovani za prakti¢cnu upotrebu.
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Kao sto smo videli u ¢etvrtom poglavlju, linearizacija rekurzivne formule omogucéila nam
je da egzaktno nademo ne samo iterativne izraze za efektivno dejstvo u proizvoljnom itera-
tivnom koraku, veé¢ i da egzaktno izra¢unamo i trazeni kontinuum limes s — oco. Sa druge
strane, primena linearizacije uvodi gresku koja je istog reda veli¢ine kao i greska samog
Gausovog polovljenja, dakle proporcionalna je sa 1/N?. Prema tome, najbolja aproksi-
mativna algebarska formula za generisuéi funkcional data je sa Z{", = Zi[GLr, VI, ili
eksplicitno

. Glin (252 B-a)? . (a+p fa+p
lin __ 00 2 o lin o lin
i = \| g oxp { Gl <—2 ) TV (—2 ) } : (5.2)

i zasniva se na primeni kontinuum limesa linearizovane rekurzivne formule. G4 i VIn gu
veoma jednostavne funkcije od G i V' i date su izrazima (4.12) i (4.13).

Kvalitet ove aproksimacije svakako je bolji od kvaliteta aproksimacije koja se dobija
koriséenjem originalne aproksimativne formule. Na slici 5.1 prikazana je zavisnost aproksi-
mativnih vrednosti generisuceg funkcionala Z; g i Z{”éo od spoljasnje struje j za razmatranu
teoriju (anharmonijski oscilator sa kvarticnim anharmonicitetom). Date su i egzaktne vred-
nosti generisuc¢eg funkcionala, a radi poredenja prikazan je i rezultat dobijen u semiklasi¢cnom

razvoju do na jednu petlju.

0.36 | | | |
034 | i -
0.32 |
o
0.28 | |
0.26 | _
0.24 | |

022 | . |

0.18 | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

j

Slika 5.1: Ocene generisuéeg funkcionala Z; ¢ = Z; (originalna rekurzivna formula), Z{"_ (kontinuum
limes linearizovane rekurzivne formule), generisuéi funkcional Z (egzaktna vrednost dobij'ena fitovanjem
polinoma po 1/N na odgovarajuéu Zy zavisnost) i semiklasi¢na vrednost za generisuéi funkcional Zy_j40p
do na jednu petlju u zavisnosti od spoljasnje struje j. Parametar teorije je g = 1, a posmatrani vremenski
interval evolucije je T'= 1. Broj Monte Karlo koraka koriséen za rac¢unanje egzaktne vrednosti generisuceg
funkcionala je Nase = 107.
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Sa grafika na ovoj slici vidimo da je aproksimativna algebarska formula (5.2) dobijena u
kontinuum limesu linearizovane rekurzije mnogo bolja od formule koja se dobija koris¢éenjem
originalne rekurzije. Za izbor parametara teorije sa slike 5.1, aproksimativna formula (5.2)
daje rezultate koji su istog kvaliteta kao i semiklasi¢ni rezultati. Naravno, za vete vred-
nosti konstante interakcije g, a pogotovo za vece vrednosti vremena evolucije T" o¢ekujemo
da se kvalitet ove nove jednostavne algebarske aproksimacije pogorsa (videti Dodatak C).
Dobijena aproksimativna formula ima nekoliko prednosti zbog kojih njena primena moze
biti opravdana u nekim situacijama. Osnovna prednost je da je re¢ o algebarskoj formuli,
koja se lako moze koristiti u analitickom racunu.

0.36 . T T .

0.34 _ ’ +++++_Z
032 zZ
0.3 —Z1-|00p o . _
0.28 | o _
026 B +++++ _
0.24‘ B ++++++++++++ “ / _
0.22 - ++++++ _
! 7_ '_;;.;_':;;','_";'..‘!!—"—3:5'“' _
0'18 i ,,_H“,_,,,__4__—»4—7—”""“” |
0.16 | _

0.14 ' ' ' '
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

j
Slika 5.2: Ocene generisuceg funkcionala Z; ¢ = Z; (originalna rekurzivna formula), Z{" = (kontinuum
limes linearizovane rekurzivne formule), generisuéi funkcional Z (egzaktna vrednost dobijena fitovanjem
polinoma po 1/N na odgovarajuéu Zy zavisnost) i semiklasi¢na vrednost za generisuéi funkcional Zy_;p0p
do na jednu petlju u zavisnosti od spoljasnje struje j. Parametar teorije je ¢ = 10, a posmatrani vremenski
interval evolucije je T'= 1. Broj Monte Karlo koraka koriséen za ra¢unanje egzaktne vrednosti generisuceg
funkcionala je Nj;c = 107.

Svaka analiticka formula predstavlja korak napred u razvoju formalizma, ¢ak i kada je
njena primenljivost ograni¢ena na neki sektor teorije. Medutim, prava upotrebna vrednost
izvedene formule za generisuéi funkcional (5.2) se dobija primenom na ra¢unanje vakuumskih
ocekivanih vrednosti. Na primer, o¢ekivanu vrednost polja (¢(t)) mozemo da napiSemo u

sledeé¢em obliku:
(x—a)? . (a+x iin [0+ T
{ ot G 2 tVac 2

et (7)o (7)) 6o
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gde smo propagacije na intervalima (0, ¢) i (¢, T'), kao i normalizacioni faktor aproksimirali
pomoc¢u formule (5.2). Gornji izraz se lako generalizuje na racunanje drugih vakuumskih
ocekivanih vrednosti: (g(t1)...q(t,)) se tako aproksimira odgovarajué¢im n—tostrukim in-
tegralom. Primetimo da formulu (5.3), pored numerickog izracunavanja integrala koji se
u njoj pojavljuje, mozemo da iskoristimo i u analitickom pristupu. Naime, podintegralnu
funkciju mozemo da razvijemo u Tejlorov red do kvadratnih clanova i na taj nacin ¢emo
dobiti Gausov integral koji znamo da izracunamo.

1 T T T T
(q() ——
N o

0.8 9el?) |

<q(t)>]_100p Pt X
0.6 - 2 ]
04 2 T
02 s e |
0 > 1 | A Olttf 0.4;85 O.A‘t‘) 04‘95 0‘.5I 0,;05 OA‘SI 0.;15 0}52
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

4

Slika 5.3: Ocekivana vrednost {q(t)) racunata egzaktno, pomoc¢u semiklasiéne aproksimacije do na jednu
petlju i pomou nove aproksimativne formule. Kompletnosti radi, prikazano je i odgovarajuce klasi¢no
reSenje. Na umanjenom grafiku se vidi detalj gornje slike. Parametri teorije su g =1, j =0, T =1, a broj
Monte Karlo koraka je Ny = 107.

Na slici 5.3 je prikazana ocekivana vrednost polja (¢(t)) za anharmonijski oscilator
racunata egzaktno, semiklasicno i pomoc¢u nove algebarske formule za koeficijent anhar-
moniciteta g = 1. Umanjena slika pokazuje koliko je nova aproksimacija zapravo bolja od
semiklasicne. Slika 5.4 prikazuje istu situaciju, ali za deset put veéi anharmonicitet. Nova
aproksimacija je i dalje bolja od semiklasi¢ne.

Jednostavan analiticki argument pokazuje da je moguce definisati karakteristi¢nu velic¢inu
anharmoniciteta g. takvu da za g < g. nova apoksimativna formula daje bolje rezultate od
semiklasicne aproksimacije. Naime, jasno je da ¢e nova aproksimativna formula davati
bolje rezultate kada kineticki ¢clan dominira nad kvartiénim ¢lanom u potencijalu, odnosno
za 3¢* 2 494", pa dobijamo da je g. ~ 1/Q?, gde je @ karakteristitna duzina za dati
sistem, npr. apsolutna vrednost polja na kraju evolucije, @ = |¢(T")| = |3, ili razlika polja
Q = |¢(T) —q(0)| = |8 — «|. Numericki smo dobili da je koeficijent proporcionalnosti u ovoj
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relaciji oko 100, sto znaci da za slucaj o =0, 3 =1, tj. ) = 1, koji je na slikama prikazan,
nova aproksimacija daje mnogo bolje rezultate od semiklasi¢ne sve do g ~ 100, dakle veoma
duboko u nelinearnom rezimu teorije. Primena i ispitivanje ove aproksimativne formule bice

predmet daljeg rada autora.

1 T T T
[t —— 5
LT R P
0.8 c w )
m1(1:)Q-100p o ++++'
+
m(t) QCW T +++++
¥
0.6 +++++ .
++++
++++ |
o e
04 e
L A % i
. e
e
+++++;/Xxxx
e
T 550
0.2 F s :
++++ Xxxxx
A
xx;;;xxxxx
S
0 | | |
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t

Slika 5.4: Ocekivana vrednost (g(t)) racunata egzaktno, pomocéu semiklasi¢ne aproksimacije do na jednu

petlju i pomou nove aproksimativne formule.

Kompletnosti radi, prikazano je i odgovarajuce klasi¢no

reSenje. Na umanjenom grafiku se vidi detalj gornje slike. Parametri teorije su g = 10, j = 0, T' =1, a broj

Monte Karlo koraka je Naso = 107.
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Zakljucak

U ovom radu predstavljen je novi metod za racunanje funkcionalnih integrala u opstoj
kvantno—mehanickoj teoriji (kvantna teorija polja u d = 1 dimenzija). Izvedena je rekurzivna
formula koja je omoguéila da analiticki bolje razumemo sustinu funkcionalnog formalizma.
Na osnovu ovog dubljeg razumevanja analitickih osobina funkcionalnih integrala izvedena
je i aproksimativna analiticka formula za generisué¢i funkcional. U numerickom smislu novi
metod daje sustinsko ubrzanje Monte Karlo algoritma za racunanje funkcionalnih integrala.
Pri tome je numericka greska metoda proporcionalna sa 1/N?, gde je N broj podeonih
tacaka u diskretizaciji, dok je kod standardnog algoritma ova greska proporcionalna sa 1/N.

Zbog kompletnosti, u ovom radu je prvo na standardan nacin uveden funkcionalni
formalizam u kvantnoj mehanici i naznacene su generalizacije koje se Cine pri prelasku
na kvantnu teoriju polja u d > 2 dimenzija. Zatim je dat kratak pregled opstih analitickih
aproksimativnih metoda, ¢iji su rezultati uporedeni sa rezultatima koje daje nasa rekurzivna
formula. U radu je dat i uvod u primenu Monte Karlo metoda za racunanje funkcionalnih
integrala (detaljan pregled Monte Karlo metoda nalazi se u Dodatku A).

Nakon toga je izlozena nova aproksimativna Sema koja predstavlja centralni deo rezultata
izlozenih u ovoj tezi. Nova aproksimativna Sema se sastoji u rekurzivnom povezivanju
funkcionalnog integrala u diskretizaciji sa 2N podeonih tacaka sa funkcionalnim integralom
u diskretizaciji sa N podeonih tacaka. Aproksimacija koja omogucava izvodenje rekurzivne
formule se sastoji u razvoju dejstva u red do kvadratnih ¢lanova po razlikama ¢,,1 — ¢p,-
Ovim se integrali po neparnim podeonim tackama svode na Gausove. 1z ovog razloga smo
navedenu aproksimaciju nazvali Gausovo polovljenje. Nakon primene ove aproksimacije,
novodobijeni funkcionalni integral u diskretizaciji sa IV koraka racuna se za novu, efektivnu,
teoriju, ¢ije je dejstvo dato izvedenom rekurzivnom formulom. Ova formula u analitickom
smislu pruza dublje razumevanje svojstava funkcionalnog integrala, na osnovu povezivanja
niza ekvivalentnih teorija u okviru klasa koje se dobijaju iterativnom primenom rekurzivne
formule. U numerickom smislu izvedena rekurzivna formula pruza nam efikasan metod za
racunanje funkcionalnih integrala, posto iterativnom primenom formule efektivno dobijamo
bolju diskretizaciju i samim tim preciznije numericke rezultate koji brze konvergiraju pravom
rezultatu. Pored rekurzivne formule za generisuc¢i funkcional, na slican nacin je izvedena je
i analogna rekurzivna formula za ocekivane vrednosti.

Apriorno opravdanje za Gausovo polovljenje proistice iz ¢injenice da je (¢ui1 — ¢n)* ~ €,
gde je € vremenski korak u diskretizovanoj teoriji. Ovakvo ponaSanje (za malo €) je opsta
karakteristika svakog kvantnog procesa (u euklidskoj teoriji koju zapravo razmatramo, to
je karakteristika difuzionog procesa ili, ekvivalentno, slu¢ajnog hoda). Opisanu proceduru
Gausovog polovljenja i posledice izvedenih rekurzivnih relacija smo detaljno ispitivali na
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primeru anharmonijskog oscilatora sa kvarticnim anharmonicitetom (¢? teorija). Za ove
potrebe razvijen je poseban Monte Karlo kod (izlozen i detaljnije diskutovan u Dodatku B)
i u simulacijama za razli¢ite vrednosti parametara razmatrane teorije dobijeni su rezultati
koji su zatim detaljno analizirani. Pokazano je da su dobijeni rezultati u skladu sa izvedenim
formulama i da je greska koja se unosi primenom Gausovog polovljenja reda 1/N?, gde je N
broj vremenskih koraka na koji je podeljen interval evolucije T' za koji se racuna generisuci
funkcional. Takode je pokazano da je efektivno ubrzanje koje daje primena rekurzivne
formule u numerickim prorac¢unima 4%, gde je k broj primenjenih iterativnih koraka. Ovaj
rezultat favorizuje primenu rekurzivne formule u odnosu na standardan metod numerickog
racunanja funkcionalnog integrala po definicionoj formuli.

Kako je iterativna primena izvedene rekurzivne formule u praksi otezana eksponenci-
jalnim povec¢anjem slozenosti dobijenih izraza za efektivna dejstva, ovaj problem je resen
linearizacijom rekurzivne formule. Ukoliko se u formulama za efektivno dejstvo zadrzimo
samo na linearnim popravkama po duzini vremenskog koraka e, tada ¢e dobijeni izrazi biti
mnogo jednostavniji. Nova, linearizovana rekurzivna formula je egzaktno resena na primeru
anharmonijskog oscilatora (¢? teorije), odnosno nadeno je efektivno dejstvo posle proizvoljno
mnogo iterativnih koraka. Treba primetiti da je procedura linearizacije rekurzivne formule
(za malu vrednost vremenskog koraka €) usaglasena sa osnovnom aproksimacijom na kojoj
je zasnovana opSta metoda Gausovog polovljenja. Analizom rezultata numerickih simulacija
pokazano je da je primena linearizovane rekurzivne formule potpuno opravdana, kao i da
linearizacija unosi gresku reda 1/N?, istog reda kao i koriséenje Gausove aproksimacije.

Egzaktno resenje linearizovane rekurzivne formula omogucava i da nademo efektivno
dejstvo koje odgovara kontinuum limesu — limesu koji se dobija kada broj iterativnih koraka
tezi beskonacnosti. Dat je analiticki argument na osnovu kojeg mozemo da ocekujemo da u
ovom slucaju tipican polinomijalni razvoj po 1/N svih dobijenih rezultata ne sadrzi lineraran
¢lan, odnono da ovaj razvoj pocinje od kvadratnog c¢lana. Ovo je verifikovano analizom
numerickih rezultata. Na osnovu ovog rezultata, jasno je da je konvergencija mnogo brza
primenom ovog efektivnog dejstva, pa smo zakljucili da je najbolji metod za racunanje
funkcionalnih integrala upravo primena kontinuum limesa egzaktnog resenja linearizovane
rekurzivne formule.

Na kraju je razmatrana i aproksimativna analiticka algebarska formula za generisuci
funkcional. Ukoliko iterativno primenjujemo izvedene rekurzivne formule na dejstvo teorije
sve dok se diskretizacija vremenskog intervala ne svede na samo jedan korak, na osnovu
definicije funkcionalnog integrala dobijamo algebarki izraz, bez preostalih integrala u sebi.
Originalna rekurzivna formula ovde ne predstavlja dobar izbor, posto je prakti¢no sa njom
moguce izvesti samo nekoliko iterativnih koraka. Linerizovana rekurzija omogucava primenu
proizvoljnog broja iteracija, a najbolji izbor je kontinuum limesa linearizovane rekurzije.
Dobijeni rezultati uporedeni su sa egzaktnim vrednostima generisuc¢eg funkcionala, kao i sa
semiklasi¢nim razvojem do prvog netrivijalnog ¢lana (do na jednu petlju). Za male vrednosti
konstante interakcije u proucavanoj teoriji, kao i za male vrednosti vremena evolucije T,
izvedena jednostavna algebarska formula daje rezultate istog kvaliteta kao i semiklasican
razvoj, dok sa porastom konstante interakcije i narocito vremena evolucije kvalitet algebarke
formule postaje slabiji. Prava upotrebna vrednost ove jednostavne algebarske formule za
generiSu¢i funkcional se moze videti tek kod racunanja ocekivanih vrednosti, kao Sto su
{q(t)) 1 {q(t)a(t)).

Ovo istrazivanje bice nastavljeno primenom izvedenih rekurzivnih formula na kvantnu
teoriju polja u dve i vise dimenzija. Od posebnog interesa bi¢e primena nove aproksimativne
Seme na proucavanje tuneliranja (instantona) i solitona.



Dodatak A

Elementarni uvod u Monte Karlo
metod

Sredinom XX veka razvijen je Monte Karlo metod, numericki metod koji je, zahvaljujuci
brzom razvoju rac¢unara, postao jedan od najmoc¢nijih i najvaznijih metoda za resavanje kom-
plikovanih matematickih problema. Razvoj generatora slucajnih brojeva, koji je kulminirao
u Metropolis algoritmu (ili, preciznije, u (MRT)? algoritmu [31]) omogudéio je njegovu pri-
menu u skoro svim oblastima fizike. Najjednostavnija definicija Monte Karlo metoda glasi:
to je numericki metod za resavanje matematickih problema pomocu slucajnih brojeva. For-
mulacija kvantne mehanike i kvantne teorije polja preko funkcionalnog integrala spada u
klasu tipi¢nih problema koje veoma uspesno resava Monte Karlo metod. Naime, iz defini-
cije funkcionalnog integrala date u Uvodu, jasno je da je za njegovo racunanje potrebno
reSavati viSestruke odredene integrale, a Monte Karlo metod dominira nad svim drugim
metodima bas u tom slucaju. Pokaza¢emo to pomocu jednostavnog argumenta. Osnova
klasi¢nih numerickih metoda racunanja odredenih integrala je u podeli domena integracije
na N delova i aproksimiranju integrala sumom

Jé] N
I = / f(z)dz = Zf(a:n)Aa:n,

gde je Az, Sirina n—tog dela u datoj podeli domena integracije definisanoj podeonim tackama
x,. Greska Al koja se na ovaj nacin ¢ini je proporcionalna tipi¢noj vrednosti Azx,,, odnosno
Al ~ Az, ~ 1/N. Ako umesto vrednosti f(x,) u gornjoj formuli koristimo bolje odabranu
vrednost, mozemo da postignemo da greska AT bude proporcionalna sa 1/N? (trapezoidna
formula), sa 1/N° (Simpsonova formula), ili sa 1/N7 (Bodeova formula). Postoje i druge
formule, ali svima njima je zajednicka osobina da je greska koju ¢inimo pri ra¢unanju inte-
grala proporcionalna nekom stepenu tipicne veli¢ine koraka integracije, AI ~ 1/N®. Ovo
vazi kako za jednostruke, tako i za viéstruke integrale. Sa druge strane, vreme izvrsavanja
algoritma 7" proporcionalno je sa brojem integracionih koraka, pa je za D-tostruki integral
T ~ NP. Odave sledi da je N ~ TYP odnosno AI ~ 1/N® ~ 1/T%P. Pri rac¢unanju
visestrukih integrala velike dimenzionalnosti vazi a/D < 1, pa vreme izvr3avanja algoritma
koje je neophodno uloziti da bi se greska smanjila rapidno raste. Na primer, ukoliko smo
izracunali integral sa procenjenom greskom Al za vreme 7' i zelimo da gresku smanjimo na
AI/2, tada je vreme potrebno za to 2P/a 4 kako je D/a > 1, vidimo da je za izvrsavanje
algoritma koji bi dao dvostruko manju gresku potrebno uloziti znacajno duze vreme. Za
razliku od ovoga, kod Monte Karlo metoda uvek vazi Al ~ 1/ VT, pa za dvostruko smanje-

o7
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nje greske treba uloziti ¢etiri puta viSe vremena, pri ¢emu to ne zavisi od dimenzionalnosti
integrala. Kako je dimenzionalnost integrala kojima aproksimiramo funkcionalni integral
veoma velika (tipi¢no reda velicine 10 u nasim simulacijama), jasno je da je Monte Karlo
metod jedini primenljivi numeric¢ki metod u ovom slucaju.

Pre nego sto predemo na opis Monte Karlo metoda, definisa¢emo nekoliko pojmova iz
teorije verovatnoce i matematicke statistike, koji ¢e nam biti neophodni.

Diskretna sluc¢ajna promenljiva ¢ je velicina koja uzima vrednosti iz nekog diskretnog
skupa {z;} sa odredenom verovatno¢om. Verovatnoéu p; da diskretna promenljiva £ uzme
vrednost z; iz ovog skupa oznacavamo sa p; = V(& = x;).

Neprekidna slucajna promenljiva £ je veli¢ina koja uzima vrednosti iz nekog inter-
vala [a, ] C R. Zatvoreni interval moze biti zamenjen otvorenim intervalom (ili intervalom
sa jednom otvorenom, a drugom zatvorenom granicom), kao i unijom ovakvih intervala.
Zbog jednostavnosti, podrazumevaéemo da je £ € [a, f].

Raspodela (gustina verovatnoce) p neprekidne slucajne promenljive £ je funkcija
definisana sa p(z)de = V{{ € (z, z + dx)}, gde je sa V{{ € (z, z + dx)} oznacena
verovatnoca da sluc¢ajna promenljiva uzme vrednost iz intervala (z, x + dz). Gustina
verovatnoc¢e moze da se definise i za diskretne slu¢ajne promenljive, p(z) = >, p; 0(x — ;).
Mi ¢emo koristiti samo neprekldne slucajne promenljive. Najvaznije osobine svake raspodele
su date sa (Vx)p(x) > 01 f p(z)dx = 1. Prva od ovih osobina je posledica pozitivnosti
verovatnoce, a druga je posledlca ¢injenice da slucajna promenljiva mora da uzme neku
vrednost iz intervala [, 3], u skladu sa definicijom. Naveséemo dva primera raspodela koje
¢emo kasnije koristiti.

Uniformna raspodela na intervalu [a, ] data je sa u(z) = 1/(8 — «). Slucajna
promenljiva ¢ija je raspodela uniformna sa istom verovatno¢om moze da uzme bilo koju
vrednost iz intervala [a, 3]

Gausova (normalna) raspodela, definisana na celom skupu realnih brojeva R, data je
dvoparametarskom funkcijom

N (z; zg, 0%) = - ! exp{—M} : (A1)

om 202

U tacki xg Gausova raspodela ima maksimum i simetricna je u odnosu na ovu tacku, pa
se ona zove centar raspodele. Veli¢ina o2 se zove varijansa, a o je standardna devijacija
ili Sirina raspodele. Ona ima korisnu interpretaciju: verovatnoca da slu¢ajna promenljiva &
uzme vrednost iz intervala [zg—o, xo+0] je 68.3% (ovaj interval se obi¢no zove 1-¢ interval),
za 2-o0 interval [zg — 20, ¥y + 20] verovatnoca je 95.4%, za 3—o interval verovatnoca je
99.7% itd. Ove verovatnoce se dobijaju integracijom Gausove raspodele po odgovarajuéem
intervalu.

Kumulativna raspodela C' slucajne promenljive ¢ predstavlja verovatno¢u da slucajna
promenljiva uzme vrednost koja je manja ili jednaka unapred zadatoj vrednosti x iz intervala
[, 3], odnosno C(z) = V(¢ < x) f p(z')da’. Za uniformnu raspodelu kumulativna
funkcija je linearna, dok je za Gausovu raspodelu kumulativna funkcija jedna od specijalnih
funkcija (funkcija greske, “error function”).

Srednja vrednost funkcije ¢ u odnosu na raspodelu p je (g f g(z)p(r)dz. Na
primer, srednja vrednost (z), slu¢ajne promenljive £ dobija se kada za funkcuu g uvrstlmo

g(x) = z, 1 tada je (x), = ff:vp(m)dx Za Gausovu raspodelu (A.1) centar raspodele

xo je jednak srednjoj vrednosti slucajne promenljive zq = (x)y, a varijansa je data sa

7 = () — (2
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Ocena srednje vrednosti =y slucajne promenljive £ definiSe se kao aritmeticka sredina
=N = % Zfil & skupa N nezavisnih uzoraka slu¢ajne promenljive {;}. Velicina Zy je, za
fiksiranu vrednost NV, slu¢ajna promenljiva koja uzima vrednosti Xy € [a, §]'. Na osnovu
zakona velikih brojeva sledi da je, u limesu velikog broja uzoraka N, ocena srednje vrednosti
jednaka srednjoj vrednosti sluc¢ajne promenljive &, limy o, Exy = (z),. Ovde je, kao i ranije,
sa p oznacena raspodela slucajne promenljive ¢. Centralna grani¢na teorema nam daje
detaljnije informacije o asimptotskom ponasanju raspodele slucajne promenljive =y. Iz ove
teoreme sledi da je raspodela P slucajne promenljive =y za velike vrednosti broja uzoraka
N data Gausovom raspodelom,

1 Xy — 2 o2
P(Xy) Y~ exp {—M} =N (XN; (), —p> , (A.2)
\/ 270 /N 205 /N N
gde je 07 = (2%), — (z)2. Kako je varijansa ¢, odredena samo raspodelom p slucajne

promenljive £, jasno je da se sa pove¢anjem broja uzoraka N smanjuje Sirina o,/ VN Gausove
raspodele (A.2). U limesu N — oo gornja raspodela postaje d—funkcija centrirana na
vrednosti zg = (x),, kao §to sledi iz zakona velikih brojeva.

Ukoliko na osnovu statistickog uzorka ocenjujemo vrednost neke velicine A (kao $to,
na primer, veli¢cinaom =y ocenjujemo srednju vrednost slu¢ajne promenljive £), jasno je da
ocena ne mora da se poklapa sa pravom vrednoséu veli¢ine A (pretpostavljamo da je veli¢ina
A takva da je njena vrednost dobro definisana i da se ne menja tokom uzimanja uzoraka).
Zbog toga je neophodno oceniti i gresku koju smo ucinili prilikom ocenjivanja veli¢ine A,
odnosno oceniti interval u kome se prava vrednost velicine A nalazi. Kada je raspodela
ocena koje za veli¢inu A dobijamo na osnovu razlic¢itih statistickih uzoraka jednaka Gausovoj
raspodeli, tada postoji standardan nacin za ocenu greske sa jednostavnom interpretacijom.
Za ocenu greske dobijene vrednosti uzimamo standardnu devijaciju ¢ Gausove raspodele
ocena vrednosti velicine A. Na osnovu osobina Gausove raspodele mozemo da damo inter-
pretaciju ovakve ocene greske: prava vrednost velicine A nalazi se u 1-o intervalu oko
ocenjene vrednosti sa verovatnotom od 68.3%, u 2-¢ intervalu oko ocenjene vrednosti sa
verovatnocom od 95.4% itd. Naravno, ukoliko veli¢inu A ocenjujemo samo na osnovu jednog
uzorka, tada ne mozemo utvrditi da li ocene koje odgovaraju razli¢itim uzorcima imaju
Gausovu raspodelu, niti kolika je njena Sirina. Zbog toga se za ocenu uvek koristi ansambl
razlicitih statistickih uzoraka, koji ée nam dati skup ocena {A;} vrednosti velicine A, po
jednu za svaki uzorak iz ansambla. Cak i ako raspodela ovih ocena nije Gausova, ovaj
problem mozemo lako da resimo tako Sto ¢emo sve uzorke iz ansambla podeliti u grupe
od po N uzoraka, a prethodno dobijeni skup ocena veli¢cine A zameni¢emo aritmetickim
sredinama ocena dobijenim iz pojedinih grupa uzoraka (dakle, ima¢emo po jednu ocenu
za svaku grupu uzoraka, jednaku aritmetickoj vrednosti ocena koje se dobijaju na osnovu
uzoraka iz grupe). Na ovaj nacin smo ocenjivanje veli¢ine A zamenili ocenjivanjem srednje
vrednosti velicine A na N uzoraka, a na osnovu centralne grani¢ne teoreme znamo da je
odgovarajuéa raspodela dobijenih ocena Gausova i da je data gornjom formulom (A.2). Zbog
toga ¢emo u daljem tekstu pretpostaviti da ocene {A;} vrednosti veli¢ine A imaju Gausovu
raspodelu.

Posto smo principijelno resili problem ocene greske, ostaje nam jos praktican problem:
iako znamo da dobijene ocene vrednosti velicine A imaju Gausovu raspodelu (A.2), kako

'Uukoliko sluéajna promenljiva ¢ uzima vrednosti iz unije intervala, situacija je nesto slozenija: u tom
sluéaju promenljiva =y uzima vrednosti iz nadintervala ¢ija je donja (gornja) granica jednaka najnizoj
(najvisoj) od donjih (gornjih) granica svih intervala koji ¢ine uniju.
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izracunati parametre te raspodele? Jasno je da na osnovu statistickih uzoraka koji su nam
posluzili da ocenimo vrednost veli¢ine A moramo da ocenimo i parametre trazene Gausove
raspodele. Ocigledno je da centar raspodele mozemo da ocenimo aritmetickom sredinom
svih dobijenih ocena { A;} za velicinu A, kao $to smo ranije pokazali na osnovu zakona velikih
brojeva i, nezavisno, na osnovu centralne granicne teoreme. Na prvi pogled, pogodna ocena
varijanse raspodele veli¢ine A je data sa

ali se moze pokazati da ova ocena nije nepristrasna (njena srednja vrednost u limesu velikog
broja uzoraka nije jednaka pravoj vrednosti velic¢ine koja se OCGHJUJG 0%). Detaljnija analiza
22, 32] pokazuje da je bolja, nepristrasna ocena za varijansu 0% data sa

=1

Broj uzoraka N je obi¢no dovoljno veliki, pa se ova popravka ¢esto moze zanemariti.
Monte Karlo metod za racunanje integrala oblika [ = [ f f(x)dx se bazira na jednos-

tavnom identitetu 5 5
]:/ f(x)dx:/ Mp(z)d:v. (A.3)

intervalu [a, (] jednak jedan, onda ovu funkciju mozemo da interpretiramo kao raspodelu
neke sluc¢ajne promenljive i gornji izraz mozemo da prepisemo u obliku I = (f/p),. Dakle,
vidimo da je trazeni integral jednak srednjoj vrednosti (f/p), funkcije f/p u odnosu na
raspodelu p. Na osnovu pojmova koje smo prethodno uveli, sustinu Monte Karlo metoda
mozemo da iskazemo u cetiri koraka:

1. generise se N slucajnih brojeva (z1, ..., zy) ¢ija je raspodela data funkcijom p,
2. izracunaju se vrednosti f;/p; = f(z;)/p(x;) zai € {1, ..., N},

3. vrednost integrala I se oceni sa
N
L ¢ i

4. greska Ao gornje ocene vrednosti integrala se oceni sa

Alye = ﬁ N;U) ( Zfl> . (A.5)

lez

Rezultate Monte Karlo metoda citiramo u obliku I = Iy;¢ + Alyeo, uz interpretaciju greske
na standardan nacin, kao Sirine odgovarajuc¢e Gausove raspodele.

Da bismo uspesno primenili Monte Karlo strategiju, ostaje da resimo jos dva problema:
izbor raspodele p u identitetu (A.3) i nac¢in generisanja sluc¢ajnih brojeva iz ove raspodele.
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Sto se izbora raspodele p tice, posto imamo potpunu slobodu, iskoristi¢emo je za mini-
miziranje greske, odnosno za minimiziranje izraza (A.5). Kada bi funkcija f/p bila kon-
stantna, onda bi odgovarajuca standardna devijacija oy, bila jednaka nuli, pa bi i greska
bila jednaka nuli. To bi znacilo da sluc¢ajne brojeve generisemo iz raspodele p(x) ~ f(x),
pa iz uslova normiranja ffp(a:)d:n = 1 dobijamo p(z) = f(x)/I, odnosno za normiranje
takve raspodele verhoramo da znamo vrednost integrala I koji pokusavamo da izra¢unamo.
Dakle, ovakav pristup ne daje resenje (a i podrazumevali smo da je funkcija f nenegativna,
sto ne mora da bude slucaj). Medutim, primetili smo da je za minimizaciju greske klju¢no
obezbediti da se funkcija f/p $to manje menja na domenu integracije. Izbor raspodele p
je prakti¢no ogranicen i zahtevom za generisanje slucajnih brojeva iz te raspodele. Naime,
potrebno je razviti algoritam koji ée generisati te slucajne brojeve?. Iako je ovaj pro-
blem resen u opstem obliku (Metropolis algoritam, [31]), potrebno je izvrsiti optimizaciju
u svakom pojedinom slu¢aju. Cesto se ispostavlja da je kompleksnost Metropolis algoritma
suvise velika za generisanje slucajnih brojeva iz idealne raspodele p, pa je efikasnije odabrati
neku drugu raspodelu iz koje se slucajni brojevi lakse i brze generisu, i pri tom povecati broj
uzoraka N. Povecanje broja uzoraka moze da kompenzuje povec¢anje greske usled koriséenja
neidealne raspodele p, tako da se ponekad na ovaj nacin dobijaju za redove veli¢ina efikasniji
algoritmi. U numerickim simulacijama pogodno je uvesti efikasnost simulacije

1
E=——
2 b
/v T

gde je T} vreme potrebno da se generise jedan broj iz raspodele p i izracuna vrednost funkcije
f/p za dobijeni broj. Tek se maksimiziranjem efikasnosti dobija optimalan algoritam.

2U pitanju su zapravo pseudoslucajni brojevi, posto se generisu na osnovu nekog algoritma i samo su
prividno sluéajni. Medutim, postoji niz testova [32] koji nam omoguéavaju da identifikujemo algoritme koji
daju pseudoslucajne brojeve dovoljnog kvaliteta za primenu u Monte Karlo algoritmima.
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Dodatak B

Programski kod

Programski kod za numericke Monte Karlo simulacije koje su koris¢ene u ovom radu razvili
smo u programskom jeziku C, uz postovanje ANSI standardizacije. Tipi¢no vreme izvrsa-
vanja koda sa N = 100 podeonih tacaka (Sto istovremeno znaéi i racunanje 99-tostrukog
odredenog integrala) i Nyc = 10 Monte Karlo koraka iznosi izmedu 10 i 20 minuta na
AMD Thunderbird 1.33 GHz platformi. Prema tome, jasno je da je za nesmetano koris¢enje
koda u istrazivacke svrhe (pri ¢emu je neophodno mnogostruko ra¢unanje diskretizovanih
funkcionalnih integrala kako bi se verifikovale izvedene zavisnosti i formule na sirokom opsegu
parametara teorije) potrebno obezbediti ra¢unar visokih performansi. Zbog toga smo razvili
prvi domaéi Linux klaster GROM!, kao resenje koje daje izvanredan odnos performansi i
ulozenih sredstava, pogotovo pri primenama u Monte Karlo simulacijama koje mogu idealno
da se paralelizuju. Nakon toga smo napisali paralelnu verziju koda, zasnovanu na OpenMPI
konceptu (detaljnije videti [34], a za metodski pristup [35]), koja ¢e ovde biti predstavljena.
Pri tome, originalni delovi koda biée dati crnom bojom, a pomoc¢ne funkcije preuzete iz [22]
plavom bojom.

Ceo kod je organizovan u cCetiri programoteke: gauss.c, mc-gauss.c, iter-gauss.c
i class-gauss.c. U prvoj programoteci, gauss.c, nalazi se glavna funkcija main(), u
okviru koje se prvo unose parametri ¢* teorije za koju se rac¢una generisuéi funkcional, kao
i broj podeonih tacaka N i broj Monte Karlo koraka Nmc. Zatim se, nakon inicijalizacije
promenljivih i alociranja neophodne memorije, nalazi resenje klasicnih jednacina kretanja
pozivom funkcije class(). Nakon toga se inicijalizuje matrica A koja definise kvadratnu
formu koja nastaje razvojem dejstva do kvadratnih ¢lanova oko dobijenog klasi¢nog resenja.
Gausova raspodela data eksponentom ove kvadratne forme bié¢e koris¢ena u Monte Karlo
algoritmu za generisanje slucajnih brojeva i za racunanje generisu¢eg funkcionala. Da bi
se obezbedilo generisanje slucajnih brojeva, matrica A se dijagonalizuje pozivom funkcije
diag(), koja kao izlaznu vrednost vra¢a matricu D. Ortogonalna transformacija pomocu
ove matrice dijagonalizuje matricu A. Nakon toga se poziva funkcija mc(), koja zapocinje
Monte Karlo proceduru. Kao izlazne parametre ove funkcije dobijamo vrednost generisuceg
funkcionala Z i odgovarajucu ocenu greske err za svaki od procesa pokrenutih na klasteru.
U finalnom koraku se pozivom funkcije MPI_Gather () vrednosti dobijene u svim procesima

'Prvi domaéi Linux klaster GROM razvijen je u februaru i martu 2002. godine u saradnji Obrazovnog
foruma iz Beograda i Instituta za fiziku iz Beograda. U njegovoj izgradnji ucestvovali su Rasa Karapandza,
dr Aleksandar Beli¢, dr Aleksandar Bogojevi¢ i autor ovog rada. Klaster GROM baziran je na OSCAR
klastering softveru [33], a hardverska platforma su éetiri AMD Thunderbird 1.33 GHz racunara sa 100 Mbps
mreznim karticama i odgovarajuéim svicem koji obezbeduje medusobnu povezanost. GROM se nalazi u
Laboratoriji za primenu racunara u fizici Instituta za fiziku, odmah pored novog 50-procesorskog klastera
PARADOX (u izgradnji).
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prenose u odgovaraju¢e promenljive u nultom procesu i izracunava se konacna vrednost
generisuceg funkcionala i ocenjene greske. Ove vrednosti se ispisuju, dealocira se zauzeta
memorija i izlazi se iz koda.

#include <mpi.h>
#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>
#define NR_END 1
#define FREE_ARG charx
#define NSEC 1000

int *ivector(long, long);

double *dvector(long, long);

double #**dmatrix(long, long, long, long);

void free_ivector(int *, long, long);

void free_dvector(double *, long, long);

void free_dmatrix(double **, long, long, long, long);
void nrerror(char *);

long N;
double dpi, eps, logdet, *q, **D, Z, eps2, g, j, normfunc;

int main(int argc, char **argv)
{
long kron(long, long);
double func(double *, double *);
void class(double *, double *);
void diag(double **, double **, double *);
void distr(double *, long *, double *, double *);
void mc(long, double *, double *, double (*)(double *, double *), double *,
long *, void (%) (double *, long *, double *, double *), double *, double *);

double *funcpar, *distrpar, err, *x;
long Nmc, seed, il, i2;
double **A, *cl, rez[NSEC], var;

MPI_Status status;
int np, myid, proc;

MPI_Init(&argc, &argv);
MPI_Comm_size (MPI_COMM_WORLD, &np);
MPI_Comm_rank (MPI_COMM_WORLD, &myid);

if(argec != 9)

{
fprintf (stderr, "usage: gauss T alpha beta g j N Nmc seed\n");
fprintf (stderr, "T, alpha, beta, g, j are parameters of the action\n");
fprintf (stderr, "N is the number of time slices\n");
fprintf (stderr, "Nmc is the number of MC steps\n");
fprintf (stderr, "seed is used by the random number generator\n");
exit (EXIT_FAILURE);
}

seed = atol(argv([8]) + 10 * myid;
dpi = 8 * atan(1.0e+00);
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funcpar = dvector(0, 5);
funcpar[0] = atof(argv[1]);
funcpar[1] = atof(argv[2]);
funcpar[2] = atof (argv[3]);
funcpar[3] = atof(argv[4]);
funcpar[4] = atof(argv[5]);
funcpar[5] = atof(argv[6]);
Nmc = atol(argv[7]);

N = atol(argv([6]);
x = dvector (0, N);
q = dvector(1, N - 1);

cl = dvector(0, N);

distrpar = dvector(l, 2 * (N - 1));
A = dmatrix(1, N -1, 1, N - 1);

D = dmatrix(1, N -1, 1, N - 1);
eps = funcpar[0] / N;

x[0] = funcpar[1];

x[N] = funcpar[2];

c1[0] = funcpar[1];

cl[N] = funcpar[2];

eps2 = eps * eps;

g = funcpar[3];

j = funcpar[4];

normfunc = - funcpar[5] * log(dpi * eps) / 2;

class(funcpar, cl);

for(il = 1; i1 < N; ++ il1)

{
distrpar[il] = cl[i1];
for(i2 = 1; i2 < N; ++ i2)
{
Ali1][i2] = (2 / eps + eps / 2 + eps * funcpar[3] * ((cl[il] + cl[il - 1]) =
(cll[i1] + c1[i1 - 11) / 4 + (cl[i1l + 1] + cl1[i1]) =*
(c1[i1 + 11 + c1[i1]) / 4) / 8) * kron(il, i2) +
(- 1/ eps + eps / 4 + eps * funcpar[3] * (cl[il + 1] + c1l[il]) =
(clli1l + 1] + cl1[i1]) / 32) * kron(il + 1, i2) +
(- 1/ eps + eps / 4 + eps * funcpar[3] * (cl[i2 + 1] + cl[i2]) =*
(cl[i2 + 1] + cl[i2]) / 32) * kron(il, i2 + 1);
}
}

diag(A, D, distrpar + N - 1);
mc (Nmc, funcpar, x, func, distrpar, &seed, distr, &Z, &err);

rez[0] = Z;
rez[1]

err;

MPI_Gather(rez, 2, MPI_DOUBLE, rez, 2, MPI_DOUBLE, 0, MPI_COMM_WORLD);

if (myid == 0)
{
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3

free_dmatrix(D, 1, N - 1,

DODATAK B.

for(proc = 0; proc < np; proc ++)

{
Z += rez[2 * proc]l;
err += rez[2 * proc + 1];
}
Z =12/ np / Nmc;
var = (err / np / Nmc - Z * Z) / (np * Nmc - 1);

if(var > 0)

{

err = sqrt(var);
¥
else
{

err = 0;
¥
if (N == 1)
{

err = 0;
¥

fprintf (stdout, "%d %1.15le %1.15le\n", N, Z, err);

, N - 1);

1
free_dmatrix(A, 1, N -1, 1, N - 1);
2

free_dvector(distrpar, 1,

* (N - 1));

free_dvector(cl, 0, N);
free_dvector(q, 1, N - 1);
free_dvector(x, 0, N);
free_dvector(funcpar, 0, 5);

MPI_Finalize();
exit (EXIT_SUCCESS) ;

PROGRAMSKI KOD

U programoteci gauss.c nalazi se jos nekoliko znacajnih funkcija. Prva od njih je kron(),
realizacija Kronekerovog delta simbola. Sledeca funkcija je diag(), koja pozivom funkcije
jacobi(), preuzete iz [22], vr§i dijagonalizaciju zadate matrice. Funkcija distr() generise
slucajne brojeve iz Gausove raspodele definisane matricom A, inicijalizovanom u glavnoj
funkciji main (). Za generisanje Gausove raspodele koristi se Boks—Milerova metoda, opisana
u [32]. Kako je za primenu ove metode neophodan i generator slucajnih brojeva iz uniformne
raspodele, koristili smo generator ran3(), prezuet iz [22].

long kron(long i, long k)

{
if(i == k)
{
return 1;
}
else
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return 0;
}
}
void diag(double **A, double **D, double *C)
{
void jacobi(double **, long, double *, double **, long *);
long i, nrot;
logdet = O;
jacobi(A, N - 1, C, D, &nrot);
for(i = 1; i < N; ++ i)
{
logdet += log(C[il);
Cl[i]l = 1 / C[il;
}
return;
}
void distr(double *distrpar, long *seed, double *x, double *pinv)
{
double ran3(long *);
double var = 0, randl, rand2;
long i, k;
for(i = 1; i < N; ++ i)
{
while(!(randl = ran3(seed))){}
while(!(rand2 = ran3(seed))){}
qli] = sqrt(- 2 * distrpar[N - 1 + i] * log(randl)) * cos(dpi * rand2);
var += q[i] * q[i]l / (2 * distrpar[N - 1 + i]);
}
*pinv = (N - 1) * log(dpi) / 2 - logdet / 2 + var;
for(i = 1; 1 < N; ++ i)
{
x[i] = distrparl[il;
for(k = 1; k < N; ++ k)
{
x[1i] += G[i][k] * ql[k];
}
}
return;
}

Radi kompletnosti, u nastavku je data funkcija ran3(), funkcije za alociranje i dealoci-
ranje memorije ivector (), dvector(), dmatrix(), free_ivector(), free_dvector(),
free_dmatrix(), funkcija za ispis gresaka nrerror(), kao i funkcija jacobi(), koja se
koristi za dijagonalizaciju matrice A. Sve ove funkcije su preuzete iz [22].
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#define MBIG 1000000000
#define MSEED 161803398
#define MZ O

#define FAC (1.0e+00/MBIG)

double ran3(long *idum)

{

static int inext, inextp;
static long mal[56];
static int iff = O;

long mj, mk;

int i, ii, k;

if (*idum < O || iff == 0)

*idum) ;

{
iff = 1;
mj= MSEED - (*¥idum < 0 ? - *idum :
mj %= MBIG;
ma[55] = mj;
mk = 1;
for(i = 1; i <= 54; i ++)
{
ii = (21 * i) 9% 55;
malii] = mk;
mk = mj - mk;
if (mk < MZ)
{
mk += MBIG;
}
mj = malii];
}
for(k = 1; k <= 4; k ++)
{
for(i = 1; i <= 55; i ++)
{
mali] -= ma[l + (i + 30) % 55]1;
if(mali] < MZ)
{
mal[i] += MBIG;
}
}
}
inext = 0;
inextp = 31;
*idum = 1;
}

if (++ inext == 56)
{
inext = 1;

}
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if (++ inextp == 56)
{
inextp = 1;

3

mj = malinext] - mal[inextp];

if (mj < MZ)
{

mj += MBIG;
b

ma[inext] = mj;
return (double) (mj * (double) FAC);

#undef MBIG

#undef MSEED

#undef MZ

#undef FAC

/* (C) Copr. 1986-92 Numerical Recipes Software. */

int *ivector(long nl, long nh)
/* allocate an int vector with subscript range v[nl..nh] */
{

int *v;

v = (int *)malloc((size_t) ((nh - nl + 1 + NR_END) * sizeof(int)));
if('v) nrerror("allocation failure in ivector()");
return v - nl + NR_END;

}

/* (C) Copr. 1986-92 Numerical Recipes Software. */

double *dvector(long nl, long nh)
/* allocate a double vector with subscript range v[nl..nh] */
{

double *v;

v = (double *)malloc((size_t) ((nh - nl + 1 + NR_END) * sizeof (double)));

if ('v) nrerror("allocation failure in ldvector()");
return v - nl + NR_END;

+

/* (C) Copr. 1986-92 Numerical Recipes Software. */

double #*xdmatrix(long nrl, long nrh, long ncl, long nch)
/* allocate a double matrix with subscript range m[nrl..nrh] [ncl..nch] */
{

long i, nrow = nrh - nrl + 1, ncol = nch - ncl + 1;

double **m;

/* allocate pointers to rows */

m = (double **) malloc((size_t) ((nrow + NR_END) * sizeof (doublex*)));
if('m) nrerror("allocation failure 1 in ldmatrix()");

m += NR_END;

m -= nrl;

69
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/* allocate rows and set pointers to them */

m[nrl] = (double *) malloc((size_t) ((nrow * ncol + NR_END) * sizeof(double)));
if (!m[nrl]) nrerror("allocation failure 2 in ldmatrix()");

m[nrl] += NR_END;

m[nrl] -= ncl;

for(i = nrl + 1; i <= nrh; i ++) m[i] = m[i - 1] + ncol;

/* return pointer to array of pointers to rows */
return m;

}

/* (C) Copr. 1986-92 Numerical Recipes Software. */

void free_ivector(int *v, long nl, long nh)
/* free an int vector allocated with ivector() */
{
free((FREE_ARG) (v + nl - NR_END));
}
/* (C) Copr. 1986-92 Numerical Recipes Software. */

void free_dvector(double *v, long nl, long nh)
/* free a double vector allocated with dvector() */
{
free((FREE_ARG) (v + nl - NR_END));
}
/* (C) Copr. 1986-92 Numerical Recipes Software. */

void free_dmatrix(double *#*m, long nrl, long nrh, long ncl, long nch)
/* free a double matrix allocated by dmatrix() */
{
free ((FREE_ARG) (m[nrl] + ncl - NR_END));
free((FREE_ARG) (m + nrl - NR_END));
}
/* (C) Copr. 1986-92 Numerical Recipes Software. */

void nrerror(char *error_text)
/* Numerical Recipes standard error handler */

{
fprintf (stderr, "Numerical Recipes run-time error...\n");
fprintf (stderr, "%s\n",error_text);
fprintf(stderr, "...now exiting to system...\n");
exit (EXIT_FAILURE);
}

/* (C) Copr. 1986-92 Numerical Recipes Software. */

#define ROTATE(a,i,j,k,1) g=alil [j];h=alk][1];alil [j1=g-s*(h+g*tau);\
al[k] [1]=h+s*(g-h*tau) ;

void jacobi(double **a, long n, double *d, double **v, long *nrot)
{

int j, iq, ip, 1i;

double tresh, theta, tau, t, sm, s, h, g, c, *b, *z;

b
z

dvector(1, n);
dvector (1, n);

for(ip = 1; ip <= n; ip ++)



for(iq = 1; iq <= n; iq ++) v[ip][iq] = 0.0;
vlipl [ip] = 1.0;

}

for(ip = 1; ip <= n; ip ++)

{
blip] = dlip] = alipl [ip];
z[ip] = 0.0;

}

*nrot=0;

for(i = 1; i <= 50; i ++)
{
sm=0.0;

for(ip = 1; ip <= n - 1; ip ++)
{

for(iq = ip + 1; iq <= n; iq ++) sm += fabs(alip]l[iql);
}

if(sm == 0.0)

{
free_dvector(z, 1, n);
free_dvector(b, 1, n);
return;

if(i < 4) tresh = 0.2 * sm / (n * n);
else tresh = 0.0;

for(ip = 1; ip <= n - 1; ip ++)
{
for(iq = ip + 1; iq <= n; iq ++)
{
g = 100.0 * fabs(alip][iq]l);
if (i > 4 &% (fabs(d[ip]l) + g) == fabs(d[ip]) &&
(fabs(d[iql) + g) == fabs(d[iql)) alip]l[iq]l = 0.0;

else if (fabs(alip] [iq]) > tresh)
{
h = dliq] - dlip];

if ((fabs(h) + g) == fabs(h)) t = (alipl[iql) / h;

else

{
theta= 0.5 * h / (alip]l[iql);
t =1.0 / (fabs(theta) + sqrt(1.0 + theta * theta));
if(theta < 0.0) t = - t;

c=1.0/ sqrt(l + t * t);
t *x cC;
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tau = s / (1.0 + c);
h =t * alip][iq];
z[ip] -= h;

z[iq] += h;

dlip] -= h;

dliq] += h;

alip] [iq] = 0.0;

for(j = 1; j <= ip - 1; j ++)

{
ROTATE(a, j,ip,j,1q)
}
for(j = ip + 1; j <= iq = 1; j ++)
{
ROTATE(a,ip,j,j,iq)
}
for(j = iq + 1; j <=mn; j ++)
{
ROTATE(a,ip,j,iq,j)
}
for(j = 1; j <= mn; j ++)
{
ROTATE(v,j,ip,j,1q)
}
++ (*nrot);
}
}
}
for(ip = 1; ip <= n; ip ++)
{
blip] += z[ip];
dlip] = blip];
z[ip] = 0.0;
}

}

nrerror("Too many iterations in routine jacobi");

}

#undef ROTATE
/* (C) Copr. 1986-92 Numerical Recipes Software. */

Monte Karlo algoritam je implementiran u programoteci mc-gauss.c, u kojoj se nalazi
funkcija mc (). U ovoj funkciji se, nakon inicijalizacije promenljivih, zapoc¢inje petlja po Nmc
Monte Karlo koraka. U petlji se prvo poziva funkcija koja generise slucajnu trajektoriju
(xdistr) (), a zatim se poziva funkcija koja racuna vrednost eksponenta podintegralne
funkcije (xfunc) (). Nakon toga se akumuliraju potrebne vrednosti za generisué¢i funkcional
Z i ocenu greske err.
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#include <math.h>

void mc(long Nmc, double *funcpar, double *x, double (*func)(double *, double *),
double *distrpar, long *seed,
void (*distr) (double *, long *, double *, double *),
double *intf, double *err)

{
long 1i;
double fp, var, expfp;
*intf = 0;
*xerr = 0;
for(i = 0; i < Nmc; ++ i)
{
(*distr) (distrpar, seed, x, &fp);
fp += (*func) (funcpar, x);
expfp = exp(fp);
*intf += expfp;
*err += expfp * expfp;
}
return;
}

Definicije iteriranih izraza za funkcije G i V' su u programoteci iter-gauss.c. Funkcija
func () racuna vrednost eksponenta podintegralne funkcije na osnovu vrednosti za G i V
koje se racunaju pozivom funkcije GV(). Izbor zeljenog iterativnog nivoa vrsi se defini-
sanjem odgovarajuce pretprocesorske promenljive. Na primer, ako Zelimo da koristimo drugi
iterativni korak, onda definiSemo promenljivu ITER2:

#include <math.h>
#define ITER2

extern long N;
extern double dpi, eps, eps2, g, j, normfunc;
double x2;

double func(double *funcpar, double *x)

{
long 1i;
double var = 0, xk, dxk, G, V, sqrtG = 1;
void GV(double, double *, double *);

for(i = 0; 1 < N; ++ i)

{
xk = (x[i + 1] + x[i]) / 2;
dxk = x[i + 1] - x[i];
GV(xk, &G, &V);
var += G * dxk * dxk / (2 * eps) + eps * V;
sqrtG *= G;
3

return - var + normfunc + log(sqrtG) / 2;
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#ifdef ITERO
void GV(double x, double *G, double *V)
{
X2 = X * X;
*G = 1;
*V = x2 / 2+ g *x2 *x2 /24 - j * x;
return;
}
#endif

#ifdef ITER1
void GV(double x, double *G, double *V)

{
double VOp;
X2 = X * X;
*G =1+ eps2 x (1 + gx*xx2/ 2) / 16;
VOop =x + g *xx2 *xx/ 6 - j;
*V =x2 /2 +g*xx2*xx2 /24 - j*xx-
eps2 * VOp * VOp / (32 * (*F)) + log(xG) / eps;
return;
}
#endif

#ifdef ITER2
void GV(double x, double *G, double *V)

PROGRAMSKI KOD

{
double VO, VOp, VOs, G1, Glp, Gls, V1, Vip, Vis, schwarz, var;
X2 = X * X;
VO =x2/ 2+ g*x2*x2/ 24 -3 * x;
Vop =x +g*xx2*x/ 6 - j;
Vos = 1 + g x x2 / 2;
Gl = 1 + eps2 *x VOs / 64;
Gls = eps2 * g / 64;
Glp = Gls * x;
Vi =V0 + 2 * 1log(Gl) / eps - eps2 * VOp * VOp / (128 * G1);
Vip = VOp + 2 * Glp / (eps * G1) - eps2 * (2 * VOp * VOs - VOp * VOp * Glp / G1) /
(128 * G1);
schwarz = (Gls - Glp * Gilp / G1) / G1;
Vlis = VOs + 2 * schwarz / eps - eps2 * (2 * VOs * VOs + 2 * VOp * g * x -
(4 * VOp * VOs * Glp + VOp * VOp * Gls) / G1 + 2 * VOp * VOp * Glp * Glp /
(G1 x G1)) / (128 * G1);
*G = G1 + (- eps * schwarz + eps2 * Vis) / 16;
var = Glp / G1 - eps * Vip;
*V = V1 + log(*G / G1) / eps - var * var / (32 * (xG));
return;
}
#endif

#ifdef ITER3

void GV(double x, double *G, double *V)

{
double VO, VOp, VOp2, VOs, VOs2, G1, G12, Glp, Glp2, Gls,
double V1, Vip, Vis, Vit, Viq, G2, G2p, G2s, V2, V2p, V2s;
double schwarzl, schwarz2, varl, varll, varl2, var2;



X2 = X * X;

VO =x2/ 2+ ¢g*x2*x2/ 24 -3 * x;
Vop =x+g*x2*xx/ 6 - j;

VOp2 = VOp * VOp;

VOs = 1 + g x x2 / 2;

V0s2 = VOs x* VOs;

Gl =1 + eps2 x VOs / 256;

G12 = G1 * G1;
Gls = eps2 * g / 256;
Glp = Gls * x;

Glp2 = Glp * Glp;

Vi = V0 + 4 * 1log(Gl) / eps - eps2 * VOp2 / (512 * G1);

Vip = VOp + 4 * Glp / (eps * G1) - eps2 * (2 * VOp * VOs - VOp2 * Glp / G1) /
(512 * G1);

schwarzl = (Gls - G1p2 / G1) / Gi;

Vlis = VOs + 4 * schwarzl / eps - eps2 * (2 x VO0s2 + 2 * VOp * g * x -

(4 * VOp * VOs * Glp + VOp2 * Gls) / Gl + 2 * VOp2 * Glip2 / G12) /
(512 * G1);

varll = (- 3 * Gls + 2 * G1p2 / G1) * Glp / G12;

Vit = g *x x + 4 * varll / eps - eps2 * (6 * VOs * g *x x + (- 6 x VOs2 x Glp -
6 * VOp * g * x * Glp - 6 * VOp * VOs * Gls) / G1L + 2 * VOp * g +
(12 * VOp * VOs * G1p2 + 6 * VOp2 * Gip * Gls) / G12 -

6 * VOp2 * G1p2 * Glp / (G12 * G1)) / (512 * G1);

varl2 = (- 3 * Gls * Gls + 12 * G1p2 * Gls / G1 - 6 * Gip2 * Gip2 / G12) / G12;

Vig =g + 4 x var1l2 / eps - eps2 * (6 *x g * g * x2 + 8 * VOs *x g +
(- 24 x VOs * g x x * Glp - 12 * VO0s2 * Gls - 8 * VOp * g * Glp -

12 * VOp * g * x * Gls) / G1 + (24 * VOs2 * Glp2 +

24 x VOp * g * x * GIlp2 + 48 * VOp * VOs * Glp * Gls +

6 * VOp2 * Gls * Gls) / G12 + (- 48 * VOp * VOs * Glp2 * Glp -
36 * VOp2 * G1p2 * Gls) / (G12 * G1) + 24 * VOp2 * Gip2 * Gip2 /
(G12 * G12)) / (512 * G1);

G2 = G1 - eps * schwarzl / 32 + eps2 * Vls / 64;

G2p = Glp - eps * varll / 32 + eps2 * Vit / 64;

G2s = Gls - eps * varl2 / 32 + eps2 * Viq / 64;

varl = Glp / G1 - eps * Vip / 2;

V2 = V1 + 2 * 1log(G2 / G1) / eps - varl x varl / (32 * G2);

V2p = Vip + 2 * (G2p / G2 - Glp / G1) / eps + (- Glp * Gils / G1 + Glp2 * Glp / G12
Gilp2 * G2p / (2 * G1 * G2) + (eps * Gls * Vip + eps * Glp * Vis) / 2 -
eps * Glp2 * Vip / (2 * G1) - eps * Glp * G2p * Vip / (2 * G2) -
eps2 * Vip * Vis * G1 / 4 + eps2 * Vip * Vip * G2p * G1 / (8 * G2)) /
(16 * G1 * G2);

schwarz2 = (G2s - G2p * G2p / G2) / G2;

V2s = Vls + 2 * (schwarz2 - schwarzl) / eps + ((- Gls * Gls - eps * Glp2 * Vis) /
(2 x G1) + (5 * G1p2 * Gls + eps * Glp2 * Glp * Vip) /

(2 * G12) + Glp * Gls * G2p / (Gl * G2) - 3 * Glp2 * Gip2 / (2 * G12 = G1) -
G1p2 * Glp * G2p / (G12 * G2) + G1p2 * G2s / (4 * Gl * G2) -

Glp2 * G2p * G2p / (2 * G1 * G2 * G2) + eps * Gls *x Vis / 2 -

3 % eps * Glp * Gls x Vip / (4 * G1) + (- eps * Gls * G2p * Vip -

eps * Glp * G2p * Vis) / (2 * G2) + eps * Glp * Vit / 4 +

eps * Glp2 * G2p * Vip / (2 * G1 * G2) + (- eps * Glp * G2s * Vip +

eps2 * Vip * Vis * G2p * G1) / (4 * G2) + eps * Glp * G2p * G2p * Vip /

(2 * G2 * G2) - (eps2 * Vis * Vis + eps2 * V1t * Vip) * G1 / 8 +

eps2 * Vip * Vip * G2s * G1 / (16 * G2) -

eps2 * Vip * Vip * G2p * G2p * G1 / (8 * G2 * G2)) / (8 * Gl * G2);

*G = G2 + (- eps * schwarz2 + eps2 * V2s) / 16;
var2 = G2p / G2 - eps * V2p;
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*V = V2 + log(*G / G2) / eps - var2 * var2 / (32 * (*G));
return;

}
#endif

Resavanje klasi¢nih jednacina kretanja pomocu relaksacione metode implementirano je u
programoteci class-gauss.c. U funkciji class() se prvo inicijalizuju promenljive, a za-
tim se poziva funkcija solvde(), preuzeta iz [22], koja nalazi numericko resenje Ojler—
Lagranzevih jednacina kretanja za Vik-rotiranu teoriju definisanu lagranzijanom (3.3), uz
date pocetne uslove. Nakon toga se dobijeno resenje interpolira na trazeni broj podeonih
tacaka N. Pretprocesorsku promenljivu MMAX (koja odreduje broj podeonih tacaka u relak-
sacionoj metodi) treba podesiti tako da bude bar za red velicine veéa od najveée zeljene
vrednosti broja podeonih tacaka N, kako bi dobijeno resenje klasicnih jednacina kretanja
imalo dovoljnu tacnost. Za pocetnu funkciju koja se relaksacijom dovodi do resenja uzeta je
prava linija koja spaja ¢(0) = a i ¢(T) = (8. Funkcija difeq() rac¢una potrebne izraze koji
slede iz jednacina kretanja, kao sto je definisano u [22], u poglavlju o relaksacionoj metodi.

#include <stdio.h>
#include <math.h>
#include <stdlib.h>
#define NR_END 1
#define FREE_ARG charx
#define MMAX 100001
#define ITMAX 1000
#define CONV 1e-10
#define SLOWC 1
#define NE 2
#define NB 1

int *ivector(long, long);

double *dvector(long, long);

double *xdmatrix(long, long, long, long);

double ***d3tensor(long, long, long, long, long, long);

void free_ivector(int *, long, long);

void free_dvector(double *, long, long);

void free_dmatrix(double **, long, long, long, long);

void free_d3tensor(double *x*t, long, long, long, long, long, long);
void nrerror(char *);

double h, alphacur, betacur, jcur, gcur;
int m = MMAX;

extern long N;

extern double eps;

void class(double *funcpar, double *cl)

{
double **s, **xc, **y, scalv[NE + 1], conv = CONV, slowc = SLOWC;
double ti, tn, T, alpha, beta, g, j;
int itmax = ITMAX, indexv[NE + 1], ne = NE, i, nb = NB, kold, k;

void solvde(int, double, double , double *, int *, int, int,
int, double **, double ***, double *%);



T = funcpar[0];
alpha = funcpar[1];
beta = funcpar[2];
g = funcpar([3];

j = funcpar[4];

alphacur = alpha;

betacur = beta;

jeur = j;

gcur = g;

y = dmatrix(1l, ne, 1, m);

= dmatrix(1l, ne, 1, 2 * ne + 1);

d3tensor(1, ne, 1, ne - nb + 1, 1, m + 1);
T/ (m-1);

s
C
h

for(i = 1; i <= NE; ++ 1)

{
indexv[i] = i;
scalv[i] = 1;
}
for(i = 1; i <= m; ++ i)
{
ti = (i - 1) * h;
y[11[i] = j + (alpha - j) * cosh(ti) + (beta - j - (alpha - j) * cosh(T)) *
sinh(ti) / sinh(T);
y[2][i] = (alpha - j) * cosh(ti) + (beta - j - (alpha - j) * cosh(T)) *
sinh(ti) / sinh(T);
}

solvde(itmax, conv, slowc, scalv, indexv, ne, nb, m, y, c, 8);
kold = 1;

for(i = 1; i < N; ++ i)

{

tn = i * eps;

for(k = kold; k <= m; ++ k)

{

ti = (k - 1) * h;

if(ti < tn)

{
continue;

¥

if(ti == tn)

{
cl[i] = y[1][k];
kold = k;
break;

¥

if(ti > tn)
{
cl[il = (tn - ti + h) * y[11[k - 11 / h + (i - tn) * y[11[k] / h;
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}

kold = k;
break;

3

free_dmatrix(y, 1, ne,
free_dmatrix(s, 1, ne,

1, m);
1, 2 * ne + 1);
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free_d3tensor(c, 1, ne, 1, ne —nb + 1, 1, m + 1);

return;

void difeq(int k, int ki,

{

}

int ne, double

if(k == k1)

{
s[2][2 + indexv[1]]
s[2][2 + indexv[2]]
s[2] [jsf]l = y[1][1]

}

else if(k > k2)

{
s[1][2 + indexv[1]]
s[1][2 + indexv[2]]
s[11[jsf] = y[1] [m]

}

else

{
s[1] [indexv[1]]
s[1] [indexv[2]]
s[1] [2+indexv[1]]
s[1] [2+indexv[2]]
s[2] [indexv[1]]

int k2, int
**s, double **y)

1;
0;
alphacur;

1;
0;
betacur;

1;
0.5 * h;

= 1;

- 0.5 x h;
h * (0.5 + gcur *

(yI11 [kl + y[1] [k -

s[2] [indexv[2]]
s[2] [2+indexv[1]]

s[2] [2+indexv[2]]
s[1] [jsf] = y[1] [k]
s[2] [jsf] = y[2] [k]

1;
- h x (0.5 + gcur
(y[11[x] + y[11[k
1;
- y[11k - 1] - 0.
-yl2llk - 1] - h

jsf, int isl, int isf, int *indexv,

(y[11[k] + y[11[k - 11) =
11) / 16);

*

(y[11[k] + y[11[k - 1]1) =
11) / 16);

5% b * (y[21[K] + y[21[k - 11);
* (0.5 % (y[11[k] + y[1]1[k - 11) - jour +

geur * (y[11[k] + y[11[k - 11) * (y[110k] + y[1]1[k - 11) *
(yI110K] + y[11[k - 11) / 48);

3

return;

U nastavku je data funkcija solvde (), kao i funkcije ona poziva: bksub(), pinvs(), red(),
d3tensor() i free_d3tensor (). Ove funkcije su preuzete iz [22].

void solvde(int itmax, double conv, double slowc, double *scalv, int *indexv,
int ne, int nb, int m, double **y, double **xc, double **s)

{



void bksub(int, int, int, int, int, double **x*);
void difeq(int, int, int, int, int, int, int *, int, double **, double *x*);
void pinvs(int, int, int, int, int, int, double ***, double **);
void red(int, int, int, int, int, int, int, int, int, int, int,
double ***, double *x);

int icl, ic2, ic3, ic4, it, j, ji, j2, j3, j4, jb5, j6, j7, j8, j9;
int jcl, jcf, jv, k, k1, k2, km, kp, nvars, *kmax;
double err, errj, fac, vmax, vz, *ermax;

kmax = ivector(l, ne);
ermax = dvector(l, ne);

k1 = 1;

k2 = m;

nvars = ne * m;
jl =1;

j2 = nb;

j3 =mnb + 1;
j4 = ne;

jb5 = j4 + ji;
j6 = j4 + j2;
j7 = j4 + j3;
j8& = j4 + j4;
j9 = j8 + ji1;
icl = 1;

ic2 = ne - nb;
ic3 = ic2 + 1;

ic4 = ne;
jcl = 1;
jcf = ic3;

for(it = 1; it <= itmax; it ++)

{
k = ki;
difeq(k, k1, k2, j9, ic3, ic4, indexv, ne, s, y);
pinvs(ic3, ic4, j5, j9, jcil, ki1, c, s);

for(k
{

k1 + 1; k <= k2; k ++)

kp =k - 1;

difeq(k, k1, k2, j9, icl, ic4, indexv, ne, s, y);

red(icl, ic4, ji, j2, j3, j4, j9, ic3, jcl, jcf, kp, c, s);
pinvs(icl, ic4, j3, j9, jci, k, c, s);

k =k2 + 1;

difeq(k, k1, k2, j9, icl, ic2, indexv, ne, s, y);

red(icl, ic2, j5, j6, j7, j8, j9, ic3, jci, jcf, k2, c, s);
pinvs(icl, ic2, j7, j9, jcf, k2 + 1, c, s);

bksub(ne, nb, jcf, ki, k2, c);

err = 0.0;

for(j
{

1; j <= ne; j ++)

jv = indexv[jl;
errj = vmax = 0.0;
km = O;
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}

/* (C) Copr. 1986-92 Numerical Recipes Software. */

for(k = k1; k <= k2; k ++)
{
vz = fabs(c[jv][1][k]);
if (vz > vmax)
{
vmax = vz;
km = k;
}
errj += vz;
}
err += errj / scalv[j]l;
ermax[j] = c[jv][1] [km] / scalv[j];
kmax [j] = km;
}
err /= nvars;
fac = (err > slowc ? slowc / err : 1.0);
for(j = 1; j <= ne; j ++)
{
jv = indexv[jl;
for(k = k1; k <= k2; k ++) y[jl[k] -=
}
if(err < conv)
{
free_dvector(ermax, 1, ne);
free_ivector(kmax, 1, ne);
return;
}
}

nrerror("Too many iterations in solvde");
return;

DODATAK B.

fac * c[jv][1][k];

void bksub(int ne, int nb, int jf, int k1, int k2, double ***c)

{

int nbf, im, kp, k, j, i;
double xx;

nbf = ne - nb;
im = 1;

for(k = k2; k >= k1; k --)
{
if(k == k1) im=nbf+1;
kp =k + 1;

for(j = 1; j <= nbf; j ++)
{

xx = c[j1[jf] [kpl;

PROGRAMSKI KOD



}

3

for

{

ret

for(i = im; i <= ne; i ++) cl[i][jf1[k] -= c[i][j][k] * xx;

(k = k1; k< = k2; k ++)
kp = k + 1;

for(i = 1; i <= nb; i ++) c[il[11[k] = c[i + nbf]l [jf][k];
for(i = 1; i <= nbf; i ++) cl[i + nb] [1][k] = c[il [jf] [kpl;

urn;

/* (C) Copr. 1986-92 Numerical Recipes Software. */

void pinvs(int iel, int ie2, int jel, int jsf, int jcl, int k,

{

int

double ***c, double **s)

js1, jpiv, jp, je2, jcoff, j, irow, ipiv, id, icoff, i, *indxr;

double pivinv, piv, dum, big, *pscl;

indxr = ivector(iel, ie2);

psc
je2
js1

1 = dvector(iel, ie2);
= jel + ie2 - iel;
= je2 + 1;

for(i = iel; i <= ie2; i ++)

{
big = 0.0;
for(j = jel; j <= je2; j ++) if(fabs(s[i]l[j]) > big) big = fabs(s[i]l [j1);
if(big == 0.0) nrerror("Singular matrix - row all O, in pinvs");
pscll[i] = 1.0 / big;
indxr[i] = 0;
}
for(id = iel; id <= ie2; id ++)
{

piv = 0.0;

for(i = iel; i <= ie2; i ++)
{
if (indxr[i] == 0)
{
big = 0.0;

for(j = jel; j <= je2; j ++)

{
if (fabs(s[i] [j1) > big)
{
jp = 35
big = fabs(s[i][j1);
}
+

if(big * pscl[i] > piv)
{

81
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}
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ipiv = i;
jpiv = jp;
piv = big * pscllil;

}
}

if(s[ipiv] [jpiv] == 0.0) nrerror("Singular matrix in routine pinvs");
indxr[ipiv] = jpiv;
pivinv = 1.0 / s[ipiv][jpiv];

for(j = jel; j <= jsf; j ++) slipiv]l[j] *= pivinv;
s[ipiv] [jpiv] = 1.0;

for(i = iel; i <= ie2; i ++)
{
if (indxr[i] != jpiv)
{
if(s[i] [jpiv])
{
dum = s[i] [jpiv];
for(j = jel; j <= jsf; j ++) sl[il[j] -= dum * s[ipiv][j];
s[i]l [jpiv]l = 0.0;

jcoff
icoff

jcl - jsi;
iel - jel;

for(i iel; i<= ie2; i ++)
{
irow = indxr[i] + icoff;
for(j = jsi; j <= jsf; j ++) clirowl[j + jcoffl[k] = s[il[j];

3

free_dvector(pscl, iel, ie2);
free_ivector(indxr, iel, ie2);
return;

/* (C) Copr. 1986-92 Numerical Recipes Software. */

void red(int izl, int iz2, int jzl, int jz2, int jml, int jm2, int jmf,

{

int icl, int jcl, int jcf, int kc, double ***c, double **s)

int loff, 1, j, ic, i;
double vx;

loff = jcl - jmi;
ic = icl;

for(j = jzl; j <= jz2; j ++)
{
for(1l
{

jml; 1 <= jm2; 1 ++)

vx = clic][1 + loff] [kcl;
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for(i = izl; i <= iz2; i ++) s[i][1] -= s[i][j] * vx;
}
vx = cl[ic] [jcf] [kel;
for(i = izl; i<= iz2; i ++) s[i] [jmf] -= s[i][j] * vx;
ic += 1;
}
return;

/* (C) Copr. 1986-92 Numerical Recipes Software. */

double #*x*d3tensor(long nrl, long nrh, long ncl, long nch, long ndl, long ndh)
/* allocate a double 3tensor with range t[nrl..nrh][ncl..nch][ndl..ndh] */

{

3

long i, j, nrow = nrh - nrl + 1, ncol = nch - ncl + 1, ndep = ndh - ndl + 1;
double *x**t;

/* allocate pointers to pointers to rows */

t = (double **x) malloc((size_t) ((nrow + NR_END) * sizeof (doublex**)));
if ('t) nrerror("allocation failure 1 in d3tensor()");

t += NR_END;

t —-= nrl,;

/* allocate pointers to rows and set pointers to them */

t[nrl] = (double **) malloc((size_t) ((nrow * ncol + NR_END) * sizeof (doublex*)));
if (1t[nrl]) nrerror("allocation failure 2 in d3tensor()");

t[nrl] += NR_END;

t[nrl] -= ncl;

/* allocate rows and set pointers to them */

t[nrl] [ncl] = (double *) malloc((size_t) ((nrow * ncol * ndep + NR_END) *
sizeof (double)));

if ('t [nrl] [ncl]) nrerror("allocation failure 3 in d3tensor()");

t[nrl] [ncl] += NR_END;

t[nrl] [ncl] -= ndl;

for(j = ncl + 1; j <= nch; j ++) tlnrl][j] = t[nrl][j-1] + ndep;

for(i = nrl + 1; i <= nrh; i ++)

{

t[i] = t[i - 1] + ncol;

t[il[ncl] = t[i - 1][ncl] + ncol * ndep;

for(j = ncl + 1; j <= nch; j ++) t[il[j] = t[i]1[j - 1] + ndep;
}

/* return pointer to array of pointers to rows */
return t;

/* (C) Copr. 1986-92 Numerical Recipes Software. */

void free_d3tensor(double #x*t, long nrl, long nrh, long ncl, long nch,

long ndl, long ndh)

/* free a double d3tensor allocated by d3tensor() */

{

free ((FREE_ARG) (t[nrl][ncl] + ndl - NR_END));
free ((FREE_ARG) (t[nrl] + ncl - NR_END));
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free((FREE_ARG) (t + nrl - NR_END));
return;

}
/* (C) Copr. 1986-92 Numerical Recipes Software. */




Dodatak C

Dodatni rezultati numerickih
simulacija

Ovde su dati kompletni rezultati numerickih Monte Karlo simulacija koje su razvijene i
izvrSene za potrebe ovog rada na klasteru GROM, o ¢emu detaljnije informacije mozete naci
u Dodatku B. Glavni deo rada (trece i ¢etvrto poglavlje) bio bi previse opterecen velikim
brojem slicnih grafika koji svi dokazuju vazenje izvedenih rekurzivnih formula ili njihove
analiticke i numericke osobine da smo sve dobijene rezultate prikazali u samom radu. Zato
smo odlucili da tamo prikazemo samo ilustrativne grafike za ekstremne vrednosti parametara
razmatrane teorije, a da se svi ostali grafici za Sirok opseg vrednosti parametara za koje smo
dobili rezultate prikazu u posebnom dodatku, sa komentarima. Ovaj dodatak je podeljen
na tri dela: prvi deo (C.1) je posveéen kompletnim rezultatima numerickih simulacija za
originalnu rekurzivnu formulu, u drugom delu (C.2) predstavljeni su dodatni numericki
rezultati koji ilustruju vazenje i osobine linearizovanih rekurzivnih relacija, dok je tre¢i deo
(C.3) posveéen dodatnim numerickim rezultatima vezanim za aproksimativnu analiticku
algebarsku formulu za generisuéi funkcional, izvedenu u petom poglavlju.

C.1 Originalna rekurzivna formula

Na graficima u ovom odeljku su prikazani rezultati numerickih simulacija kojima se prove-
rava rekurzivna formula definisana izrazima (3.14), (3.15) i (3.16). Dati su rezultati dobijeni
za raglicite vrednosti parametara razmatrane euklidske teorije, definisane sa

L, 1o 94 .
L=gq+50+ 49 —Ja
uz granic¢ne uslove ¢(0) = a1 ¢(T') = f.

Na slici C.1 je prikazana zavisnost ocena iterativnih vrednosti reda s generisuceg funkcio-
nala Zy, s od broja koraka NN u diskretizaciji vremenskog intervala evolucije T', kao i vrednost
generisuceg funkcionala koja se dobija u semiklasicnom razvoju do na jednu petlju.

Na sledecoj slici, C.2, eksplicitno se proverava vazenje formule (3.18). Pokazuje se da
je greska koju unosi primenjeno Gausovo polovljenje reda 1/N?2, odnosno da vazi relacija
ZN,S — Z25N,0 = 0(N72>.

Na slikama C.3 do C.16 prikazana je zavisnost iteriranog generisuceg funkcionala Zy
od broja vremenskih koraka N, kao i od efektivnog broja vremenskih koraka 2°/N. Kada
se uzmu u obzir izvedene relacije za hijerarhiju vrednosti generisuéeg funkcionala (3.14),
ocekujemo da se sve vrednosti Zy, s priblizno poklapaju (kolapsiraju na istu krivu) kada se
prikazu u zavisnosti od efektivnog broja vremenskih koraka 2°N.
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Slika C.1: Aproksimativne vrednosti Zy, s generisuéeg funkcionala u zavisnosti od broja podeonih tacaka
N. Prikazane su vrednosti dobijene iz definicije generisuéeg funkcionala, c¢emu odgovara s = 0 (nulti iterat),
kao i prva tri iterata na osnovu formula (3.14) — (3.16), oznacena sa s = 1, 2, 3. Na grafiku je prikazana i
zajednicka vrednost generiSuceg funkcionala Z, dobijena fitovanjem za sve vrednosti broja iterativnih koraka
s, pri ¢emu je Zs—og = 0.088615(5), Zs—1 = 0.088611(7), Zs—2 = 0.088611(7), Zs—=3 = 0.088611(7). Na slici
je dat i semiklasi¢an rezultat do na jednu petlju Z1_;,0, = 0.093500. Parametri teorije su g = 100, j = 1,
posmatrani vremenski interval evolucije je T = 1, a broj Monte Karlo koraka je Ny;c = 107.
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Slika C.2: Apsolutna vrednost razlike ocena generisuéeg funkcionala |Zys y — Z N, s| u zavisnosti od broja
vremenskih koraka V. Prikazani su rezultati za iterate reda s = 0, 1, 2, 3. Na grafiku je data i pogodna
kriva 0.1/N?, kako bi se lakse videlo da ispitivana zavisnost zaista ima dominantan élan 1/N2. Na ovaj
nac¢in je pokazano vazenje relacije (3.18), odnosno pokazano je da je greska koju unosi primenjena Gausova
aproksimacija reda 1/N?2. Parametri teorije su g = 1, j = 0, posmatrani vremenski interval evolucije je
T =1, a broj Monte Karlo koraka je Ny;¢ = 107.
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Slika C.3: Vrednosti generiguéeg funkcionala Z N,s U zavisnosti od N. Prikazane su iterativne vrednosti
reda s = 0, 1, 2, 3, kao i zajednic¢ka vrednost Z, dobijena fitovanjem, pri ¢emu je Z,—o = 0.1870294(3),
Zs—1 = 0.1870292(3), Zs—2 = 0.1870292(3), Zs—3 = 0.1870292(3). Parametri teorije su g = 1, j = 0,
posmatrani vremenski interval evolucije je T = 1, a broj Monte Karlo koraka je Ny;c = 107.
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Slika C.4: Vrednosti generisuéeg funkcionala Zy, ¢ u zavisnosti od efektivne vrednosti broja vremenskih
koraka 2°N. Prikazani su iterati reda s = 0, 1, 2, 3, kao i zajednicka vrednost Z, dobijena fitovanjem.
Parametri teorije su g = 1, 7 = 0, posmatrani vremenski interval evolucije je 7' = 1, a broj Monte Karlo

koraka je Ny = 107.
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Slika, C.5: Vrednosti generisuéeg funkcionala Z N, s U zavisnosti od N. Prikazane su iterativne vrednosti
reda s = 0, 1, 2, 3, kao i zajednicka vrednost Z, dobijena fitovanjem, pri ¢emu je Zs—o = 0.3065648(5),
Zs—1 = 0.3065644(5), Zs—o = 0.3065644(5), Zs—3 = 0.3065644(5). Parametri teorije su g = 1, j = 1,
posmatrani vremenski interval evolucije je T = 1, a broj Monte Karlo koraka je Ny;c = 107.
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Slika C.6: Vrednosti generisuéeg funkcionala Zy, s u zavisnosti od efektivne vrednosti broja vremenskih
koraka 2°N. Prikazani su iterati reda s = 0, 1, 2, 3, kao i zajednicka vrednost Z, dobijena fitovanjem.
Parametri teorije su g = 1, 7 = 1, posmatrani vremenski interval evolucije je T = 1, a broj Monte Karlo
koraka je Ny = 107.
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Slika C.7: Vrednosti generiguéeg funkcionala Z N,s U zavisnosti od N. Prikazane su iterativne vrednosti
reda s = 0, 1, 2, 3, kao i zajedni¢ka vrednost Z, dobijena fitovanjem, pri ¢emu je Zs—o = 0.159436(2),
Zs—1 = 0.159435(2), Zs—o = 0.159435(2), Zs—5 = 0.159435(2). Parametri teorije su g = 10, j = 0,
posmatrani vremenski interval evolucije je T = 1, a broj Monte Karlo koraka je Ny;c = 107.
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Slika C.8: Vrednosti generisuéeg funkcionala Zy, ¢ u zavisnosti od efektivne vrednosti broja vremenskih
koraka 2°N. Prikazani su iterati reda s = 0, 1, 2, 3, kao i zajednicka vrednost Z, dobijena fitovanjem.
Parametri teorije su g = 10, j = 0, posmatrani vremenski interval evolucije je 7' = 1, a broj Monte Karlo
koraka je Ny = 107.
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Slika, C.9: Vrednosti generisuéeg funkcionala Z N, s U zavisnosti od N. Prikazane su iterativne vrednosti
reda s = 0, 1, 2, 3, kao i zajednicka vrednost Z, dobijena fitovanjem, pri ¢emu je Z,—o = 0.251007(3),
Zs—1 = 0.251006(3), Zs—2 = 0.251006(3), Zs—3 = 0.251006(3). Parametri teorije su g = 10, j = 1,
posmatrani vremenski interval evolucije je T = 1, a broj Monte Karlo koraka je Ny;c = 107.
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Slika C.10: Vrednosti generisuéeg funkcionala Zy , u zavisnosti od efektivne vrednosti broja vremenskih
koraka 2°N. Prikazani su iterati reda s = 0, 1, 2, 3, kao i zajednicka vrednost Z, dobijena fitovanjem.
Parametri teorije su g = 10, j = 1, posmatrani vremenski interval evolucije je T = 1, a broj Monte Karlo
koraka je Ny = 107.
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Slika C.11: Vrednosti generisuéeg funkcionala Zy s u zavisnosti od N. Prikazane su iterativne vrednosti
reda s = 0, 1, 2, 3, kao i zajedni¢ka vrednost Z, dobijena fitovanjem, pri ¢emu je Zs—o = 0.064754(3),
Zs—1 = 0.064749(8), Zs—o = 0.064747(4), Zs—3 = 0.064747(3). Parametri teorije su g = 100, j = 0,
posmatrani vremenski interval evolucije je T = 1, a broj Monte Karlo koraka je Ny;c = 107.
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Slika C.12: Vrednosti generisuéeg funkcionala Zy, s u zavisnosti od efektivne vrednosti broja vremenskih
koraka 2°N. Prikazani su iterati reda s = 0, 1, 2, 3, kao i zajednicka vrednost Z, dobijena fitovanjem.
Parametri teorije su g = 100, j = 0, posmatrani vremenski interval evolucije je T' = 1, a broj Monte Karlo
koraka je Ny = 107.
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Slika C.13: Vrednosti generiguéeg funkcionala Zy, ¢ u zavisnosti od N. Prikazane su iterativne vrednosti
reda s = 0, 1, 2, 3, kao i zajednicka vrednost Z, dobijena fitovanjem, pri ¢emu je Z,—o = 0.088615(5),
Zs—1 = 0.088611(7), Zs—o = 0.088611(7), Zs—3 = 0.088611(7). Parametri teorije su g = 100, j = 1,
posmatrani vremenski interval evolucije je T = 1, a broj Monte Karlo koraka je Ny;c = 107.
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Slika C.14: Vrednosti generisuéeg funkcionala Zy , u zavisnosti od efektivne vrednosti broja vremenskih
koraka 2°N. Prikazani su iterati reda s = 0, 1, 2, 3, kao i zajednicka vrednost Z, dobijena fitovanjem.
Parametri teorije su g = 100, 7 = 1, posmatrani vremenski interval evolucije je T'= 1, a broj Monte Karlo
koraka je Ny = 107.
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Slika C.15: Vrednosti generisuéeg funkcionala Zy s u zavisnosti od N. Prikazane su iterativne vrednosti
reda s = 0, 1, 2, 3, kao i zajednicka vrednost Z, dobijena fitovanjem, pri ¢emu je Z,—o = 0.11280(2),
Zs—1 = 0.11280(2), Zs—2 = 0.11279(2), Zs—3 = 0.11278(2). Parametri teorije su g = 1, j = 1, posmatrani
vremenski interval evolucije je T' = 10, a broj Monte Karlo koraka je Ny;c = 107.
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Slika C.16: Vrednosti generisuéeg funkcionala Zy, s u zavisnosti od efektivne vrednosti broja vremenskih
koraka 2°N. Prikazani su iterati reda s = 0, 1, 2, 3, kao i zajednicka vrednost Z, dobijena fitovanjem.
Parametri teorije su g = 1, j = 1, posmatrani vremenski interval evolucije je T" = 10, a broj Monte Karlo
koraka je Ny = 107.
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C.2 Linearizovana rekurzivna formula

U ovom odeljku su prikazani grafici koji ilustruju vazenje i osobine linearizovane rekurzivne
formule, definisane izrazima (4.3) i (4.4). Dati su rezultati dobijeni za razli¢ite vrednosti
parametara razmatrane teorije, definisane euklidskim lagranzijanom

Ly 1o 94 .
L=g5¢ +50 + 59 —Ja
uz granicne uslove ¢(0) = a i ¢(T) = .

Na slikama C.17 do C.23 pokazano je vazenje jednakosti (4.10), odnosno pokazano je
da linearizacija unosi gresku reda 1/N?, gde je N broj koraka u diskretizaciji vremenskog
intervala 7'

Na slikama C.24 do C.37 prikazana je zavisnost iteriranog generisuceg funkcionala Z Jl\}”s
od broja vremenskih koraka N, kao i od efektivnog broja vremenskih koraka 2°N. Izvedene
relacije za hijerarhiju vrednosti generisuceg funkcionala (3.14) trebalo bi da vaze i u sluc¢aju
primene linearizovane rekurzivne formulue. Prema tome, ocekujemo da se sve vrednosti Z ]l\’,"s
priblizno poklapaju (kolapsiraju na istu krivu) kada se prikazu u zavisnosti od efektivnog
broja vremenskih koraka 2°N.

Na slikama C.38 do C.44 prikazana je N zavisnost kontinuum limesa Z]l@’foo (koji se dobija
primenom linearizovane rekurzivne formule za s — o), kao i odgovaraju¢a N zavisnost
generiSuceg funkcionala Zy, racunatog po definicionoj Fajnmanovoj formuli.

Na kraju, na slikama C.45 i C.46 je pokazano vazenje formule (4.14), odnosno odsustvo
1/N ¢lana u polinomijalnom razvoju kontinuum limesa Z§" po 1/N.
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Slika C.17: Vrednost razlike ocena generiguéeg funkcionala Zy, s — 2 K,"S u zavisnosti od broja vremenskih
koraka N. Prikazani su rezultati za iterate reda s = 1, 2, 3. Na grafiku je data i pogodna kriva 0.1/N2,
kako bi se lakse videlo da ispitivana zavisnost zaista ima dominantan ¢lan 1/N2. Na ovaj naéin je pokazana
formula (4.10), odnosno pokazano je da linearizacija unosi gresku reda 1/N?2. Parametri teorije su g = 1,
j = 0, posmatrani vremenski interval evolucije je T' = 1, a broj Monte Karlo koraka je Ny;¢ = 107.
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Slika C.18: Vrednost razlike ocena generiguéeg funkcionala Zy 5 — Zf\i,?s u zavisnosti od broja vremenskih
koraka N. Prikazani su rezultati za iterate reda s = 1, 2, 3. Na grafiku je data i pogodna kriva 0.2/N?,
kako bi se lakse videlo da ispitivana zavisnost zaista ima dominantan ¢lan 1/N2. Na ovaj nacin je pokazana
jednakost (4.10), odnosno pokazano je da linearizacija unosi gresku reda 1/N?2. Parametri teorije su g = 1,
j =1, posmatrani vremenski interval evolucije je T = 1, a broj Monte Karlo koraka je Ny;c = 107.

0.1
0.01

0.001

lin

ZN, SN, s

0.0001

le-05

1e-06

1e-07 —_— —_—
1 10 100

N

Slika C.19: Vrednost razlike ocena generiguéeg funkcionala Zy, s — ZK,?S u zavisnosti od broja vremenskih
koraka N. Prikazani su rezultati za iterate reda s = 1, 2, 3. Na grafiku je data i pogodna kriva 0.3/N?,
kako bi se lakse videlo da ispitivana zavisnost zaista ima dominantan ¢lan 1/N?. Na ovaj nacin je pokazana
jednakost (4.10), odnosno pokazano je da linearizacija unosi gresku reda 1/N2. Parametri teorije su g = 10,
j = 0, posmatrani vremenski interval evolucije je T' = 1, a broj Monte Karlo koraka je Nj;c = 107.
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Slika C.20: Vrednost razlike ocena generisuéeg funkcionala Z N,s— 2 JZ\Z,”Q u zavisnosti od broja vremenskih
koraka N. Prikazani su rezultati za iterate reda s = 1, 2, 3. Na grafiku je data i pogodna kriva 0.3/N?2,
kako bi se lakse videlo da ispitivana zavisnost zaista ima dominantan ¢lan 1/N2. Na ovaj nacin je pokazana
jednakost (4.10), odnosno pokazano je da linearizacija unosi gresku reda 1/N2. Parametri teorije su g = 10,
j =1, posmatrani vremenski interval evolucije je T = 1, a broj Monte Karlo koraka je Ny;c = 107.
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Slika C.21: Vrednost razlike ocena generisuéeg funkcionala Zy, s — Z%f‘s u zavisnosti od broja vremenskih
koraka N. Prikazani su rezultati za iterate reda s = 1, 2, 3. Na grafiku je data i pogodna kriva 0.3/N?,
kako bi se lakse videlo da ispitivana zavisnost zaista ima dominantan ¢lan 1/N?. Na ovaj nacin je pokazana
jednakost (4.10), odnosno pokazano je da linearizacija unosi gresku reda 1/N?2. Parametri teorije su g = 100,
j = 0, posmatrani vremenski interval evolucije je T = 1, a broj Monte Karlo koraka je Nj;¢ = 107,
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Slika C.22: Vrednost razlike ocena generiguéeg funkcionala Zy 5 — Zf\i,?s u zavisnosti od broja vremenskih
koraka N. Prikazani su rezultati za iterate reda s = 1, 2, 3. Na grafiku je data i pogodna kriva 0.3/N?,
kako bi se lakse videlo da ispitivana zavisnost zaista ima dominantan ¢lan 1/N2. Na ovaj nacin je pokazana
jednakost (4.10), odnosno pokazano je da linearizacija unosi gresku reda 1/N?2. Parametri teorije su g = 100,
j =1, posmatrani vremenski interval evolucije je T = 1, a broj Monte Karlo koraka je Ny;c = 107.
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Slika C.23: Vrednost razlike ocena generiguéeg funkcionala Zy, s — ZK,?S u zavisnosti od broja vremenskih
koraka N. Prikazani su rezultati za iterate reda s = 1, 2, 3. Na grafiku je data i pogodna kriva 8/N?,
kako bi se lakse videlo da ispitivana zavisnost zaista ima dominantan ¢lan 1/N?. Na ovaj nacin je pokazana
jednakost (4.10), odnosno pokazano je da linearizacija unosi gresku reda 1/N?2. Parametri teorije su g = 1,
j = 1, posmatrani vremenski interval evolucije je T' = 10, a broj Monte Karlo koraka je Ny;c = 107.
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Slika C.24: Vrednosti ocena generisuéeg funkcionala Z K,?S u zavisnosti od IN. Prikazane su iterativne vred-
nosti reda s = 0, 1, 2, 3, kao i zajednicka vrednost Z, dobijena fitovanjem, pri ¢emu je ZL") = 0.1870294(3),
Zlin, = 0.1870292(4), Zlin, = 0.1870292(4), Z!", = 0.1870293(4). Ove vrednosti su u saglasnosti sa vrednos-
tima dobijenim za originalnu rekurzivnu formulu. Parametri teorije su g = 1, j = 0, posmatrani vremenski
interval evolucije je T = 1, a broj Monte Karlo koraka je Ny;c = 107.
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Slika, C.25: Vrednosti ocena generisuceg funkcionala ZKZLS u zavisnosti od efektivne vrednosti broja vre-
menskih koraka 2°N. Prikazani su iterati reda s = 0, 1, 2, 3, kao i zajednic¢ka vrednost Z, dobijena fitova-
njem. Parametri teorije su g = 1, j = 0, posmatrani vremenski interval evolucije je T' = 1, a broj Monte
Karlo koraka je Ny;c = 107.
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Slika C.26: Vrednosti ocena generisuéeg funkcionala ZK,T‘S u zavisnosti od N. Prikazane su iterativne vred-
nosti reda s = 0, 1, 2, 3, kao i zajednicka vrednost Z, dobijena fitovanjem, pri ¢emu je ZL") = 0.3065648(5),
Ztm = 0.3065643(6), Zlm, = 0.3065643(6), Z'" = 0.3065646(6). Ove vrednosti su u saglasnosti sa vrednos-
tima dobijenim za originalnu rekurzivnu formulu. Parametri teorije su g = 1, j = 1, posmatrani vremenski
interval evolucije je T = 1, a broj Monte Karlo koraka je Ny;c = 107.
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Slika C.27: Vrednosti ocena generisuéeg funkcionala Z%?S u zavisnosti od efektivne vrednosti broja vre-
menskih koraka 2°N. Prikazani su iterati reda s = 0, 1, 2, 3, kao i zajednicka vrednost Z, dobijena fitova-
njem. Parametri teorije su g = 1, j = 1, posmatrani vremenski interval evolucije je T' = 1, a broj Monte
Karlo koraka je Nyc = 107.
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Slika C.28: Vrednosti ocena generisuéeg funkcionala Z K,?S u zavisnosti od IN. Prikazane su iterativne vred-
nosti reda s = 0, 1, 2, 3, kao i zajedni¢ka vrednost Z, dobijena fitovanjem, pri ¢emu je Z% = 0.159436(2),
Zlin = 0.159436(2), Z'", = 0.159437(2), Zl" = 0.159437(2). Ove vrednosti su u saglasnosti sa vrednos-
tima dobijenim za originalnu rekurzivnu formulu. Parametri teorije su g = 10, j = 0, posmatrani vremenski
interval evolucije je T = 1, a broj Monte Karlo koraka je Ny;c = 107.
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Slika C.29: Vrednosti ocena generisuéeg funkcionala ZKZLS u zavisnosti od efektivne vrednosti broja vre-
menskih koraka 2°N. Prikazani su iterati reda s = 0, 1, 2, 3, kao i zajednic¢ka vrednost Z, dobijena fitova-
njem. Parametri teorije su g = 10, 5 = 0, posmatrani vremenski interval evolucije je T'= 1, a broj Monte
Karlo koraka je Nyc = 107.
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Slika C.30: Vrednosti ocena generisuéeg funkcionala ZK,T‘S u zavisnosti od N. Prikazane su iterativne vred-
nosti reda s = 0, 1, 2, 3, kao i zajedni¢ka vrednost Z, dobijena fitovanjem, pri ¢emu je Z'% = 0.251007(3),
Zlm = 0.251006(3), Zlin, = 0.251008(3), Z'" = 0.251010(3). Ove vrednosti su u saglasnosti sa vrednos-
tima dobijenim za originalnu rekurzivnu formulu. Parametri teorije su g = 10, j = 1, posmatrani vremenski
interval evolucije je T = 1, a broj Monte Karlo koraka je Nj;c = 107.
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Slika C.31: Vrednosti ocena generisuéeg funkcionala Z%?S u zavisnosti od efektivne vrednosti broja vre-
menskih koraka 2°N. Prikazani su iterati reda s = 0, 1, 2, 3, kao i zajednicka vrednost Z, dobijena fitova-
njem. Parametri teorije su g = 10, j = 1, posmatrani vremenski interval evolucije je T' = 1, a broj Monte
Karlo koraka je Ny;c = 107.
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Slika C.32: Vrednosti ocena generisuéeg funkcionala Z K,?S u zavisnosti od IN. Prikazane su iterativne vred-

nosti reda s = 0, 1, 2, 3, kao i zajednicka vrednost Z, dobijena fitovanjem, pri ¢emu je Z%% = 0.064754(3),
Zlin = 0.064753(3), Zlin, = 0.064756(3), ZL", = 0.064755(3).
nostima dobijenim za originalnu rekurzivnu formulu. Parametri teorije su ¢ = 100, j = 0, posmatrani
vremenski interval evolucije je T = 1, a broj Monte Karlo koraka je Nj;c = 107.
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Slika, C.33: Vrednosti ocena generisuceg funkcionala ZKZLS u zavisnosti od efektivne vrednosti broja vre-
menskih koraka 2°N. Prikazani su iterati reda s = 0, 1, 2, 3, kao i zajednic¢ka vrednost Z, dobijena fitova-
njem. Parametri teorije su g = 100, 7 = 0, posmatrani vremenski interval evolucije je T'= 1, a broj Monte
Karlo koraka je Nyc = 107.
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Slika C.34: Vrednosti ocena generisuéeg funkcionala ZK,T‘S u zavisnosti od N. Prikazane su iterativne vred-
nosti reda s = 0, 1, 2, 3, kao i zajedni¢ka vrednost Z, dobijena fitovanjem, pri ¢emu je Z'% = 0.088615(5),
Zlm = 0.088616(5), 2L, = 0.088618(5), ZLm, = 0.088619(4). Ove vrednosti su u saglasnosti sa vred-
nostima dobijenim za originalnu rekurzivnu formulu. Parametri teorije su ¢ = 100, j = 1, posmatrani
vremenski interval evolucije je T = 1, a broj Monte Karlo koraka je Ny;c = 107.
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Slika C.35: Vrednosti ocena generisuéeg funkcionala Z%?S u zavisnosti od efektivne vrednosti broja vre-
menskih koraka 2°N. Prikazani su iterati reda s = 0, 1, 2, 3, kao i zajednicka vrednost Z, dobijena fitova-

njem. Parametri teorije su g = 100, 7 = 1, posmatrani vremenski interval evolucije je T'= 1, a broj Monte
Karlo koraka je Nyc = 107.
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lin
ZN,s

0 20 40 60 80 100
N

Slika C.36: Vrednosti ocena generisuéeg funkcionala Z K,?S u zavisnosti od IN. Prikazane su iterativne vred-
nosti reda s = 0, 1, 2, 3, kao i zajedni¢ka vrednost Z, dobijena fitovanjem, pri ¢emu je Z'", = 0.11280(2),
Zlin = 0.11280(2), Zlin, = 0.11279(2), Z'"y = 0.11279(2). Ove vrednosti su u saglasnosti sa vrednostima
dobijenim za originalnu rekurzivnu formulu. Parametri teorije su ¢ = 1, j = 1, posmatrani vremenski
interval evolucije je T' = 10, a broj Monte Karlo koraka je Ny;c = 107.

s=0 ——
=1 i
S=2 ke
s=3 =
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80 100
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Slika, C.37: Vrednosti ocena generisuceg funkcionala ZKZLS u zavisnosti od efektivne vrednosti broja vre-
menskih koraka 2°N. Prikazani su iterati reda s = 0, 1, 2, 3, kao i zajednic¢ka vrednost Z, dobijena fitova-
njem. Parametri teorije su g = 1, j = 1, posmatrani vremenski interval evolucije je T' = 10, a broj Monte
Karlo koraka je Nyc = 107.
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Slika C.38: Vrednosti ocena generiguéeg funkcionala ZK,?OO i Zn u zavisnosti od N. Prikazana je i zajed-
nicka vrednost Z, dobijena fitovanjem, pri ¢emu je Z" = 0.1870291(4), a Z = 0.1870294(3). Ove vrednosti
su u saglasnosti sa vrednostima dobijenim za originalnu i linearizovanu rekurzivnu formulu. Parametri

teorije su g = 1, j = 0, posmatrani vremenski interval evolucije je T' = 1, a broj Monte Karlo koraka je
Nyre = 107,
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Slika C.39: Vrednosti ocena generiuceg funkcionala Z§" i Zy u zavisnosti od N. Prikazana je i zajed-
nicka vrednost Z, dobijena fitovanjem, pri éemu je Z4" = 0.3065640(3), a Z = 0.3065648(5). Ove vrednosti
su u saglasnosti sa vrednostima dobijenim za originalnu i linearizovanu rekurzivnu formulu. Parametri
teorije su g = 1, j = 1, posmatrani vremenski interval evolucije je T' = 1, a broj Monte Karlo koraka je
Nye = 107.
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Slika, C.40: Vrednosti ocena generisuéeg funkcionala Zjl@f‘oo i Zn u zavisnosti od N. Prikazana je i zajed-
nicka vrednost Z, dobijena fitovanjem, pri ¢emu je Z" = 0.1594354(9), a Z = 0.159436(2). Ove vrednosti
su u saglasnosti sa vrednostima dobijenim za originalnu i linearizovanu rekurzivnu formulu. Parametri
teorije su g = 10, j = 0, posmatrani vremenski interval evolucije je T' = 1, a broj Monte Karlo koraka je
Nyre = 107,
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Slika C.41: Vrednosti ocena generisuceg funkcionala Z" i Zy u zavisnosti od N. Prikazana je i zajed-

nicka vrednost Z, dobijena fitovanjem, pri ¢emu je Z4" = 0.251006(2), a Z = 0.251007(3). Ove vrednosti
su u saglasnosti sa vrednostima dobijenim za originalnu i linearizovanu rekurzivnu formulu. Parametri
teorije su g = 10, j = 1, posmatrani vremenski interval evolucije je T' = 1, a broj Monte Karlo koraka je
Ny = 107,
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Slika C.42: Vrednosti ocena generisuéeg funkcionala Zf\i,floo i Zn u zavisnosti od N. Prikazana je i zajed-
nicka vrednost Z, dobijena fitovanjem, pri ¢emu je Z!" = 0.064752(3), a Z = 0.064754(3). Ove vrednosti
su u saglasnosti sa vrednostima dobijenim za originalnu i linearizovanu rekurzivnu formulu. Parametri

teorije su g = 100, j = 0, posmatrani vremenski interval evolucije je T' = 1, a broj Monte Karlo koraka je
Nyre = 107,
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0.25 ’ ) §
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Slika C.43: Vrednosti ocena generiSuceg funkcionala Zy" i Zy u zavisnosti od N. Prikazana je i zajed-
nicka vrednost Z, dobijena fitovanjem, pri ¢emu je Z1" = 0.088614(2), a Z = 0.088615(5). Ove vrednosti
su u saglasnosti sa vrednostima dobijenim za originalnu i linearizovanu rekurzivnu formulu. Parametri

teorije su g = 100, j = 1, posmatrani vremenski interval evolucije je T' = 1, a broj Monte Karlo koraka je
Nae =107,
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Slika C.44: Vrednosti ocena generisuéeg funkcionala Zjl@f‘oo i Zn u zavisnosti od N. Prikazana je i zajed-
nicka vrednost Z, dobijena fitovanjem, pri ¢emu je Z" = 0.11281(1), a Z = 0.11280(2). Ove vrednosti su u
saglasnosti sa vrednostima dobijenim za originalnu i linearizovanu rekurzivnu formulu. Parametri teorije su
g =1, j = 1, posmatrani vremenski interval evolucije je T = 10, a broj Monte Karlo koraka je Nj;c = 107.
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Slika C.45: Apsolutne vrednosti razlika ocena generisuéeg funkcionala |Zy — Z| i |Z§\i,f‘oo — Z| u zavisnosti
od broja vremenskih koraka N. Na grafiku su date i pogodne krive 0.3/N i 3-107%/N2, kako bi se lakse
videlo da prva zavisnost ima dominantan ¢lan reda 1/N, a druga reda 1/N2. Na ovaj nacin je provereno
vazenje relacija (2.8) i (4.14). Parametri teorije su g = 1, j = 0, posmatrani vremenski interval evolucije je
T =1, a broj Monte Karlo koraka je Ny;¢ = 107.



C.3. APROKSIMATIVNA ALGEBARSKA FORMULA 109

1 [ T T
Z,-2 ——
' 0.3/N
0.1 - | ]
\+ 120 - 21 e
- e T 0.01 / N
001 e, ]
0.001 - XXXXX M
0.0001 F Koo g, ]
le-05 X% ::
1e-06 F 4
le-07 1
1 10 100

N

Slika C.46: Apsolutne vrednosti razlika ocena generisuéeg funkcionala |Zy — Z| i |Z f\’,"oo — Z| u zavisnosti

od broja vremenskih koraka N. Na grafiku su date i pogodne krive 0.3/N i 0.01/N?, kako bi se lakse videlo
da prva zavisnost ima dominantan ¢lan reda 1/N, a druga reda 1/N2. Na ovaj na¢in je provereno vazenje
relacija (2.8) i (4.14). Parametri teorije su g = 100, j = 0, posmatrani vremenski interval evolucije je T' = 1,
a broj Monte Karlo koraka je Ny;c = 107.

C.3 Aproksimativna algebarska formula

U ovom odeljku, na slikama C.47 do C.49, prikazani su grafici koji ilustruju primenu alge-
barskih analitickih aproksimativnih formula za generisu¢i funkcional u petom poglavlju. Na
graficima su date zavisnosti aproksimativnih vrednosti generisuc¢eg funkcionala od spoljasnje
struje j za teoriju definisanu lagranzijanom

1 1 g
L — 2 T4
54 +2q +4!CI Jq

uz granicne uslove ¢(0) = a i ¢(T) = (. Prikazane su zavisnosti dobijene primenom alge-
barske aproksimativne formule (5.1) za s = 0,

ats _
Zio=Z[G, V] = %exp{—(ﬁﬂo‘)?cc‘;ﬁ) TV (O‘—;ﬁﬂ ,

i zavisnosti koje se dobijaju na osnovu aproksimativne algebarske formule (5.2), primenom
kontinuum limesa linearizovane rekurzivne formule,

, . ‘ Glin (28 — a2 ‘
i = et vin) = | L o { U0 g (0) o (2£0))

2n’T" 2T 2 2

gde su funkcije G i V" date izrazima (4.12) i (4.13). Radi poredenja, na graficima je
prikazana i egzaktna j zavisnost generisuceg funkcionala Z(j), kao i j zavisnost semiklasi¢ne
vrednosti do na jednu petlju za generisuci funkional Z;_,0,(7).
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Slika C.47: Ocene generisuéeg funkcionala Z; o = Z; (originalna rekurzivna formula), Z{”})o (kontinuum
limes linearizovane rekurzivne formule), generisuéi funkcional Z (egzaktna vrednost dobijena fitovanjem
polinoma po 1/N na odgovarajuéu Zy zavisnost) i semiklasi¢na vrednost za generisuéi funkcional Z1_j40p
do na jednu petlju u zavisnosti od spoljasnje struje j. Parametar teorije je ¢ = 1, a posmatrani vremenski
interval evolucije je T'= 1. Broj Monte Karlo koraka koriséen za rac¢unanje egzaktne vrednosti generisuceg
funkcionala je Nase = 107.

0.36 T T T T

0.34 |
032 7 L
0.3 F Zidoop e |
028 | |
0.26 |
0.24 | «

022 I ++++++++
» j ;:%x%:xxxx%%%» _
ore | ;:;<><>t:—-:><>é<1 |
0.16 ;<;<'><‘>i§:§<§£>£¥:§<52%2><%: 5 _

0.14 : : : :

j
Slika C.48: Ocene generisuéeg funkcionala Z; o = Z; (originalna rekurzivna formula), Zﬁ”})o (kontinuum
limes linearizovane rekurzivne formule), generisuéi funkcional Z (egzaktna vrednost dobijena fitovanjem
polinoma po 1/N na odgovarajuéu Zy zavisnost) i semiklasi¢na vrednost za generisuéi funkcional Zy_j40p
do na jednu petlju u zavisnosti od spoljasnje struje j. Parametar teorije je g = 10, a posmatrani vremenski
interval evolucije je T'= 1. Broj Monte Karlo koraka koriséen za rac¢unanje egzaktne vrednosti generisuceg
funkcionala je Nysc = 107.
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Slika C.49: Ocene generisuceg funkcionala Z; o = Z; (originalna rekurzivna formula), Z{ (kontinuum
limes linearizovane rekurzivne formule), generisuéi funkcional Z (egzaktna vrednost dobijena fitovanjem
polinoma po 1/N na odgovarajuéu Zy zavisnost) i semiklasi¢na vrednost za generisuéi funkcional Z1_;o0p
do na jednu petlju u zavisnosti od spoljasnje struje j. Parametar teorije je ¢ = 100, a posmatrani vremenski

interval evolucije je T'= 1. Broj Monte Karlo koraka koriséen za ra¢unanje egzaktne vrednosti generisuceg
funkcionala je Ny;c = 107.



112 DODATAK C. DODATNI REZULTATI NUMERICKIH SIMULACIJA



Literatura

1]
2]
3]
[4]
[5]
[6]
[7]
8]
9]

10
11
12
13

[14]

[15]
[16]
[17]

[18]
[19]

P. A. M. Dirac, Physikalische Zeitschrift der Sowietunion 3 (1933) 64.
N. Wiener, J. Math. and Phys. Sci. 2 (1923) 132.

R. MacKenzie, arXiv:quant-ph/0004090

R. P. Feynman, Rev. Mod. Phys. 20 (1948) 367.

H. Weyl, Zeitschrift fiir Physik 46 (1927) 1.

H. Weyl, Theory of Groups and Quantum Mechanics, Dover, 1950

M. M. Mizrahi, J. Math. Phys. 16 (1975) 2201.

J. R. Shewell, Am. J. Phys. 27 (1959) 16.

F. Herbut, Kvantna mehanika za istraZivace, Prirodno—matematicki fakultet, Beograd,
1983.

R. P. Feynman and A. R. Hibbs, Quantum Mechanics and Path Integrals, McGraw—Hill,
New York, 1965.

A. Bogojevi¢, Lectures on Quantum Field Theory, skripta za predmet Kvantna teorija
polja II, Beograd, 1998.

A. Jevicki, Fxtended Particles in Quantum Field Theory, PhD Thesis, City University
of New York, 1976.

A. Balaz, A. Beli¢, and A. Bogojevi¢, Facta Universitatis 1 (1998) 113.

A. Balaz, A. Beli¢, and A. Bogojevi¢, in Proceedings of the 11th Yugoslav Symposium
on Nuclear and Particle Physics (Studenica, Yugoslavia, 25-28 September 1998), SFIN
A2 (1998) 297.

A. Balaz, A. Beli¢, and A. Bogojevi¢, Phys. Low-Dim. Struct. 5/6 (1999) 1.
A. Balaz, A. Beli¢, and A. Bogojevié¢, Phys. Low-Dim. Struct. 9/10 (1999) 149.

A. Balaz, A. Beli¢ i A. Bogojevi¢, u Zborniku radova X kongresa fizicara Jugoslavije
(Vrnjacka Banja, Jugoslavija, 27. — 29. mart 2000.), knjiga 2 (2000) 843.

A. Balaz, A. Beli¢, and A. Bogojevi¢, Phys. Low-Dim. Struct. 1/2 (2000) 65.

M. E. Peskin and D. V. Schroeder, An Introduction to Quantum Field Theory, Westview
Press, 1995.

113



114

[20]

[21]
[22]

[23]
[24]

[25]
[26]
[27]
28]

[29]
[30]
[31]

[32]

[33]
[34]
[35]

LITERATURA

P. Ramond, Field Theory: A Modern Primer, The Benjamin/Cummings Publishing
Company, Reading, Massachusetts, 1981.

L. Ryder, Quantum Field Theory, Cambridge University Press, 1996.

W. H. Press, S. A. Teukolsky, W. T. Vetterling, and B. P. Flannery, Numerical Recipes
in C: The Art of Scientific Computing, Cambridge University Press, 1992.

I. H. Duru and H. Kleinert, Phys. Lett. 84B (1979) 30.

H. Kleinert, Path Integrals in Quantum Mechanics, Statistics and Polymer Physics,
World Scientific, London, 1990.

J. S. Kole and H. De Raedt, Phys. Rev. E 64 (2001) 016704.
C. Grosche, J. Phys. A 28 (1995) 5889.
M. Blagojevi¢, privatna komunikacija

M. Kac, in Proc. 2nd Berkeley Symp. Math. Stat. Probability, Ed. J. Neyman (1950)
189. (Published by University of California, 1951)

E. Nelson, J. Math. Phys. 5 (1964) 332.
G. C. Wick, Phys. Rev. 96 (1954) 1124.

M. Metropolis, A. W. Rosenbluth, M. N. Rosenbluth, A. H. Teller, and E. Teller, J.
Chem. Phys. 21 (1953) 1087.

M. H. Kalos and P. A. Whitlock, Monte Carlo methods, Volume 1: Basics, John Wiley
and Sons, New York, 1986.

http://sourceforge.net /projects/oscar/
http://www.lam-mpi.org/

Joint ICTP-INFM School in “High Performance Computing on Linux Clusters”, Abdus
Salam International Centre for Theoretical Physics, February 2002, Trieste, Italy
http://agenda.ictp.trieste.it /agenda/current /fullAgenda.php?ida=a01127



