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1 Uvod

Prenosive bolesti su neraskidivi deo ljudskih zajednica jo$ od samih pocetaka civilizacije i ¢ovecanstva.
Epidemije koje su se javljale tokom istorije bile su uzrok ne samo velikog broja smrtnih ishoda, ve¢ i ekonomskih,
politickih i drustvenih kriza. Kako bi razumeli uzrok same bolesti, njeno ponasanje i sirenje kroz populaciju,
a samim tim i nasli nacin njenog kontrolisanja, razvila se posebna nau¢na disciplina: epidemiologija [8]. Iako
se poceci epidemiologije mogu uo¢iti jos od vremena starih Grka(tacnije, Hipokrata) ona je nagli procvat
dozivela tek posle Drugog svetskog rata. Do tada, doduse, moze se izdvojiti par stvarno znacajnih doprinosa,
od kojih je prvi rad DzZon Grant-a(17.vek) koji je prvi prikupio i sistematizovao podatke u vezi sa zaraznim
bolestima u svojoj knjizi "Natural and Political Observations made upon the Bills of Mortality". Grant je u
njoj kvantifikovao obrasce rodenja, smrti, i javljanja bolesti primec¢ujuéi razlike izmedu muskaraca i Zena, velike
smrtnosti novorodene dece, ali i razlike izmedu naseljenih i nenaseljenih regija, pa i sezonalnih varijacija. Drugi
znacajan doprinos je prvi matematicki model koji je razvio Danijel Bernuli(18.vek) u svrhu inokulacije! protiv
malih boginja,pokazavsi da bi univerzalna inokulacja dovela do porasta srednjeg zivotnog veka. Jos jedan veoma
znacajan doprinos razumevanju zaraznih bolesti je rad anesteziologa DZon Snou-a(19.vek) koji je pre poznavanja
samog procesa prenosa bolesti izuc¢avao vremenske i prostorne obrasce javljanja i Sirenja kolere u Londonu.

U 21.veku epidemiologiju su preoblikovali mnogi faktori - poveéanje interdisciplinarnosti i kompleksnosti
nauc¢nih istrazivanja, pojavljivanje novih metoda i tehnologija za generisanje i analizu podataka (od posebnog
znacaja je povecanje memorijskih i skladisnih kapaciteta racunara), a i pojavljivanje i razvoj novih nau¢nih
disciplina kao Sto su nauka o kompleksnim mrezamal9] . Ona se bavi prouc¢avanjem kompleksnih mreza ra-
zlic¢itih vrsta (telekomunikacione mreze, bioloske mreze, kompjuterske mreze, socijalne mreze itd.) razmatrajuéi
njihove ¢lanove("¢vorove") i veze izmedu njih, i time omogudava realniji prikaz pojedinih sistema i odgovarajuéih
fenomena [2].

Mreze su odavno bile prepoznate kao kljucan faktor epidemioloskog modelovanja, ali je tek nedavni priliv obimne
koli¢ine podataka omoguéio razumevanje velikog broja fenomena, sto zahteva detaljno teorijsko razumevanje
uzajamnog dejstva izmedu epidemioloskih procesa i mreza. Veliki broj radova je pokazao da je ve¢ina mreza u
realnom svetu statisticki heterogena i da pokazuju dinamicku samo-organizaciju, Sto su tipi¢ne osobine komplek-
snih sistema [15]-[18]. Realne mreZe relevantne za Sirenje epidemije su veoma drugadije od regularnih resetki:
one su hijerarhijski organizovane sa nekoliko izrazito povezanih ¢vorova koji se mogu ponasati kao hub-ovi
(¢vorista), dok je veéina ostalih ¢vorova slabo povezana , socijane i mreZe infrastrukture su organizovane u
"zajednice" blisko povezanih ¢vorova. Principi organizacije i korelacije u obrascima povezanosti definisu mrezne
strukture koje jako uti¢u na evoluciju i ponasanje epidemijskih i zaraznih procesa. Kompleksnost osobina mreza
Cesto se ogleda u njihovim statistickim distribucijama koje su generalno asimetri¢ne, imaju Siroke repove (heavy-
tailed), i koje imaju opseg izmedu nekoliko razlic¢itih redova veli¢ina.

Dokazano postojanje osobina kao $to su klasterovanje, fluktuacije na velikim skalama, javljanje zajednica koje
odreduju obrasce povezanosti u realnom svetu zahtevale su potrebu za matematickim pristupom i opisom koji
bi omogucéio opis kompleksnosti mreza. Medutim, ¢ak ni za najjednostavnije dinamicke procese ne postoji opste
matematicko resenje, tj. master jednacina, koja bi opisivala ceo sistem. Zbog ovog razloga, istrazivacki rad
fokusiran na matematickom i kompjuterskom modelovanju epidemioloskih i difuzionih procesa krenuo je da se

javlja u razli¢itim disciplinama [19]. Izucavanje evoulucije mreZa i pojavljivanje makroskopskog kolektivnog

Imedicinski termin za unosenje neéega $to ée rasti ili se razmonozavati, a najéesée se odnosi na ubrizgavanje mikroorganizama,
seruma, vakcine ili antigena u organizam coveka ili zivotinje, u svrhu razvijanja imuniteta



ponasanja u kompleksnim sistemima esencijalno prati principe teorije statisticke fizike neravnoteznih faznih
prelaza [20] - pa tako statisticka fizika krede da vodi istrazivanja vezana za dinamicke procese u kompleksnim
mrezama [21] [22].

Ovaj rad ¢e se baviti tzv. "compartmental'(pregradnim) modelima nastalih u 20. veku kao posledica
Kermack-McKendrick teorije, koji opisuju transmisiju prenosivih bolesti pod idejom da se populacija moze
podeliti na razlic¢ite "odeljke" (kompartmente) koji predstavljaju razli¢ite faze bolesti, i iskoristiti njihove rela-
tivne veli¢ine za modelovanje dalje vremenske evolucije bolesti. Bolje receno, koristicemo jezik ovih modela na
realnim kompleksnim mrezama - i time pokazati kljuc¢an uticaj strukture mreze na dinamiku epidemije upore-
divsi ga sa klasi¢nim "mean-field" predvidanjima originalnih modela. Takode ¢emo pokazati uticaj preventivnih
mera - socijalnog distanciranja i nosenja maski na dinamiku epidemije, i to sa poc¢etkom u raznim vremenskim
trenucima. Na kraju, predstavi¢emo rezultate simulacije(opisane nesto kompleksnijim kompartmental modelom)

za Sirenje virusa COVID-19 u Srbiji.



2 Pregradni modeli

Osnovna ideja pregradnih modela je jednostavna - populacija se moze podeliti na "odeljke" koji predstavljaju
razli¢ite stadijume bolesti (na primer, S- Susceptibilni(’Susceptible’), I- Inficirani( Infected’), R~ Oporavljeni
"Recovered’)), i pojedinci mogu prelaziti iz jednog odeljka u drugi. Takode, glavna pretpostavka je ta da je pop-
ulacija "dobro izmesana"(well-mized)- svaka osoba moze da stupi u kontakt sa svakom drugom osobom. Dakle,
ovo je zapravo model srednjeg polja. Dinamiku svakog odeljka, odnosno celog modela, opisuju odgovarajuce
linearne diferencijalne jednacine, koje imaju analiticka resenja. Medutim, modeli se mogu resiti i numericki, i u
ovom radu ¢emo to uciniti koristeé¢i populaciju predstavljenu kompleksnom mrezom sto ¢e dati mnogo realniju
sliku problema Sirenja epidemije. U svakom sluc¢aju, mi na osovu modela pokusavamo da predvidimo kako se
bolest prenosi, trajanje epidemije, ukupan broj zarazenih, ali i da izracunamo razne epidemioloske parametre, i
da otkrijemo kako odredene mere u borbi protiv epidemije uti¢u na istu. No, pre svega toga osvrnimo se prvo

na same pregradne modele.

2.1 SI model

Ovo je najjednostavniji epidemioloski model. Populacija je podeljena na dva odeljka - podlozni, tj. suscepti-
bilni S i inficirani I . Dinamika je takode jako jednostavna: kada zdrava, odnosno podlozna osoba stupi kontakt
sa bolesnom, odnosno inficiranom osobom, ona i sama sa nekom verovatnoéom [ postaje inficirana (slika 2.1).

Simboli¢no ovo mozemo zapisati na sledeéi nacin:
B
S+1—=1

U ovom pojednostavljenom slucaju jasno je da ako se osoba zarazi, ona ostaje zarazena zauvek.Ovaj slucaj

imamo kod HIV virusa, citomegalovirusa(CMV), ili herpesa [37].

Slika 2.1: Sematski dijagram SI modela

Matematicki sve ovo moze se predstaviti sistemom obi¢nih diferencijalnih jednacina:

aS, I
T BStN (2.1)
oI, I,
5 =T8Sy (2.2)



Gde su:

e [3 - stopa infekcije : srednji broj kontakata po osobi u vremenu pomnozen verovatno¢om prenosenja bolesti

izmedu 2 osobe.

e N - veli¢ina populacije,odnosno broj osoba

S; - broj podloznih osoba

I;/N - udeo inficiranih ljudi,tj. verovatnoca da ¢e podloZna osoba sresti zarazenu osobu

Ako obe jednacine podelimo sa N, normira¢emo ih, odnosno,radi¢emo sa udelima populacije u odeljcima

umesto sa ukupnim brojevima u istim:

) .
% = —ﬂstzt (23)
0i .
% = +Bsiy (2.4)

Uglavnom se uzima da je u pofetnom trenutku priblizno cela populacija susceptibilna : so = (1—1/N) &~ 1,49 =
1/N = 0 . Bez ulaZenja u reSavanje ovih jednacina, odnosno u njihovo analiticko reSavanje, ocigledno je da
nakon dovoljno vremena svi postanu inficirani. Koristeé¢i Python i paket za resavanje diferencijalnih jednacina
ODEINT? iz modula SciPy na slici 2.2 graficki su predstavljene vremenske evolucije(u danima) zdravog i
zarazenog udela populacije veli¢ine N = 45 za vrednost S = 0.01 u slucaju kada u pocetnom trenutku postoji

jedna zarazena osoba. Koriséen kod prilozen je u dodatku B kao "ODEINT SI model".

Slika 2.2: Vremenska evolucija epidemije SI modela za odgovarajuc¢e parametre

Sta se desava sa Infected populacijom kada se parametar  menja? Parametar 8 kontroliSe verovatnoéu infici-
ranja tokom jednog kontakta, pa Sto je on veéi to je veca Sansa da se zaraza prenese i bolest ¢e se Siriti brze
kroz populaciju, tj. epidemija ée pre zahvatiti celu populaciju. Rezultati su predstavljeni na slici 2.3. Vidimo
da za 8 = 0.05 udeo inficirane populacije naglo raste i da ona za 2 dana postize maksimimum, dok sa druge

strane za 8 = 0.001 udeo dostize maksimum tek posle 80 dana.

20DEINT koristi LSODE( Livermore Solver of Ordinary Differential Equations) algoritam za reSavanje obi¢nih diferencijalnih
jednacina



Slika 2.3: Vremenska evolucija epidemije za razliCite parametre 3

SI model je jako grub prikaz Sirenja epidemije u populaciji, ali nam pruza neke osnovne informacije o uticaju

verovatnoce zaraze na Sirenje infekcije.

2.2 SIR model

Slika 2.4: Sematski dijagram SIR modela

Realniju sliku o evoluciji epidemije dobijamo uvodenjem dodatnih odeljaka. U tu svrhu, na SI model dodajemo
novi odeljak: R.(Recovered) koji predstavlja deo populacije koji je prelezao bolest i stekao imuninet i viSe nije
podlozan zarazi. U tom smislu, cesto se pored oporavljenih implicitno ukljucuju i smrtni slucéajevi. Dakle,

inficirana osoba iz I odeljka spontano prelazi u "recovered" R nekom stopom g (slika 2.4) [4, 5] :

S+1571
I5R
Odgovarajuce jednacine su:
X~ B (2.5)
% = +Bstir — piy (2.6)
% = +uiy (2.7)



Ovde, § ima isto znacenje kao i u SI modelu, ali kao Sto smo rekli, javlja se i dodatan parametar u koji predstavlja
stopu, odnosno verovatno¢u oporavka. Tacénije, moze se reéi da je stopa tranzicije iz odeljka I u odeljak R
proporcionalna broju zaraznih osoba ul; ,Sto je ekvivalentno pretpostavci da je verovatnoca oporavka zarazene
osobe u intervalu dt zapravo udt. Ako je osoba zarazna neki proseéni vremenski period T onda p = 1/T , $to bi
se dobilo iz pretpostavke da je vreme koje je osoba provela u zaraznom stanju slucajna varijabla eksponencijalne

raspodele [1]. U razmatranje se moze uzeti i vremenski zavisna stopa oporavka, Sto dalje usloznjava model [7].

Slika 2.5: Vremenska evolucija epidemije SIR modela za odgovaraju¢e parametre

Postojanje Recovered odeljka postepeno smanjuje broj inficiranih, sto je predstavljeno i na slici 2.5 za populaciju
pod identi¢nim uslovima kao i za SI sluéaj (N = 45, 8 = 0.01 ,u pocetnom trenutku postoji jedna zarazena
osoba) uz dodatnu verovatnoéu p = 0.03. Ako ove jednacine saberemo vidimo ovako definisan model(kao i SI)

implicira konstantnu veli¢inu populacije:

83,5 8Zt 87‘,5
DT A L ) 2.8
ot ot ot (28)
Postoje metode koje u razmatranje dodaju i promene u populaciji (u smislu rodenja i smrti), ali u ovom radu
o tome nece biti reci - moze se samo napomenuti da se tome pristupa u slucaju kada sama priroda ispitivane

bolesti to zahteva. Mogu se uociti sledeée ¢injenice:
1. Broj Susceptible osoba moze samo opadati
2. Broj Recovered osoba moze samo rasti

3. Infected populacija u jednom trenutku dostigne maksimum i kre¢e da opada dok se posle nekog vremena

potpuno ne oporavi

Ono sto je od velikog znacaja i Sto se moze jasno primetiti iz ponasanja Infected odeljka je to da veliki deo popu-
lacije moze postati zarazen u jako uskom vremenskom periodu sto moze dovesti do preoptereéenja zdravstvenog
sistema. Variranjem parametra Infected kriva se moze "spljostiti" (Slika 2.6) , u realnom svetu to se postize
odgovarajuéim preventivnim merama u zavisnosti od prirode bolesti (vakcinacija, socijalno distanciranje, nosenje

maski...). Kod koji je upotrebljen za crtanje SIR plotova dat je u dodatku B pod nazivom "ODEINT SIR model".



Slika 2.6: Zaravnenje Infected krive usled promene parametara sistema

Sa Slike 2.6 uoc¢imo da se simultanom promenom verovatnoca: smanjenjem 3 i poveéanjem p, postize ne
samo spustanje maksimuma inficirane populacije ve¢ i njegovo pomeranje ka kasnijim vremenskim trenucima
- maksimum epidemije ¢e se dosti¢i kasnije i ona ¢e duze trajati, ali Ce se spreciti preoptereéenje zdravstvenog
sistema (¢iji je kapacitet predstavljen horizontalnom isprekidanom linijom). Ovo nije slucaj ukoliko se samo
jedan od parametara menja - tada dolazi do smanjenja maksimuma ali ne i do njegovog pomeranja. Dakle, odnos
parametara igra kljuénu ulogu u dinamici epidemije i ovde je zgodno definisati tzv. osnovni reproduktivni
broj Ry [3, 5]. Uslov javljanja epidemije u podloznoj populaciji je :

% >0 (2.9)

Pretpostavimo da je u pocetnom trenutku javljanja epidemije s; =~ 1 , i zamenom u izraz 2.9:

iy ~ igel Pt (2.9)
Uporedivsi ovaj rezultat sa nejednakoscéu 2.6 dobija se uslov:

Ro=" 51 (2.10)

I

Ova veli¢ina odreduje da li imamo epidemiju ili ne: ukoliko je Ry < 1 epidemija se "ugasi' , u suprotnom raste
eksponencijalno. Jedan od nacina interpretacije ovog broja je srednji broj novih infekcija koje nastanu od jedne
osobe (tj. ukoliko zaraZzena osoba uspe da prenese bolest na makar jednu zdravu osobu epidemija se raSiri).
Osnovni reproduktivni broj zavisi od mnogo faktora koji su vezani za karakteristike same bolesti, i o njemu ée

biti viSe rec¢i u narednim sekcijama.

2.3 SEIR model

Jedan od glavnih nedostataka SIR modela je Sto ne ukljucuje inkubacioni period, tj. zaraza momentalno
siri. Ovaj problem se resava uvodenjem jos jednog odeljka: E - Ezposed. Kada zdrava osoba dode u kontakt

sa inficiranom ona postaje izloZena (exposed) sa nekom verovatnoéom S , i prelazi u zaraznu (infected) nekom



fiksnom stopom € [4] :

Dok je u Ezposed odeljku osoba ne moze zaraziti druge osobe (iako mozda sama razvija simptome bolesti), i u

tom smislu mozZe se reéi da 1/e predstavlja period latentnosti.

Slika 2.7.: Sematski dijagram SEIR modela

Diferencijalne jednacine u ovom sluc¢aju su:

0
% = —Bs4iy
0
g = Bstit — €€¢
iy .
- = €€t — Ut
ot t — Mt
57",5 X
— =i
at M

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)

Kao i u slucaju SIR modela, zbir parcijalnih izvoda po vremenu daje nulu, odnosno populacija je konstantna.

Na slici 2.8 predstavljena je vremenska evolucija epidemije za N =45, 8 =0.01 , u =0.03 , ¢ = 0.1, i za jednu

zaraznu osobu u pocetnom trenutku. Postojanje Exposed odeljka je pomerilo i smanjilo pik Infected krive, iako

je ukupan broj zarazenih ostao isti kao i u SIR modelu.

Slika 2.8: Vremenska evolucija epidemije za SEIR model



Slika 2.9: Vremenska evolucija epidemije za SEIR model za razli¢ite vrednosti e

Kako se krive Infected i Exposed odeljaka menjaju sa promenom parametra e prikazano je na slici 2.9 3.
Vidi se da se pove¢anjem parametra ¢ maksimum krive inficiranih pomera ka kasnijim danima, ali se i spusta,
odnosno kriva se "zaravnjuje'. Ovo ukazuje na vaznost uvodenja dodatnog Ezxposed odeljka - direktno se utice
na verovatnoéu preoptereéenja zdravstvenog sistema ali i na trajanje uvedenih restriktivnih mera kao Sto je
karantin. Manji pik smanjuje pritisak na zdravstveni sistem, dok duze trajanje implicira da period socijalnog
distanciranja treba trajati duze. U slucaju ovakvog SEIR modela koji ne uklju¢uje promene u populaciji u vidu
stopa radanja i smrti, izraz za osnovni reproduktivni broj Ry je isti kao i za SIR model (Ry = 8/u ), a do njega
se dolazi koriste¢i pristup matrice sledeée generacije ("next generation matriz") detaljnije opisanog u dodatku
A.

Daljim dodavanjem odeljaka i veza izmedu njih moze se razraditi jo§ modela (npr. SEIRS model koji
ukljucuje "privremeni" imunitet gde osoba posle oporavka ponovo postaje podlozna, ili SEIRD- gde se eksplicitno
ukljuéuju smrtni sluéajevi) [4]. Na slican nadin mogu se ukljuciti i asimptotski slucajevi, kao i hospitalizovani.
U par narednih poglavlja zadrza¢emo se samo na SIR i SEIR modelima koje ¢emo primeniti na "realnu" mrezu
kontakata (tada "well-mixed" pretpostavka ne vazi) i time pokazati kako struktura mreZe utice na dinamiku

epidemije, dok u poslednjem odeljku imamo model koji ukljucuje asimptotske, umrle i hospitalizovane slucajeve.

3'"ODEINT SEIR model" u dodatku B

10



3 Pregradni modeli na kompleksnim mrezama

U ovom odeljku fokusira¢emo se samo na SIR i SEIR modele i njihovoj primeni na kompleksnim mrezama,
i to konkretno na mrezi dobijenoj iz podataka o interakcijama ucesnika na "Godisnjoj Konferenciji o Bolnickim
Infekcijama" u Francuskoj [10]. Simulacija modela na mrezama omogucava razmatranje sistema za koje ne vazi
pretpostavka "dobrog mesSanja", odnosno populacija u kojima nije svaka osoba povezana sa svim ostalim, Sto
daje realisti¢niju sliku dinamike epidemije. Pre implementacije na mrezu sa konferencije uveséemo osnovne poj-
move iz teorije mreza i proveri¢emo tacnost koda uporedivanjem rezultata dobijenih koris¢enjem diferencijalnih
jednacina u prethodnom odeljku, sa rezultatima simulacije na mrezi koja zadovoljava uslov "dobrog mesanja".

Svi kodovi koriséeni u radu prilozeni su u dodatku B.

3.1 Osnovni pojmovi i provera koda
3.1.1 Osnovni elementi teorije mreza

Matematicki, mreze su opisane kao grafovi: kolekcije tacaka - ¢vorova spojenih setom konekcija - veza, a svaka
veza, predstavlja prisustvo interakcije ili odnosa izmedu évorova koje spaja. Cvorovi predstavljaju komponente
sistema, i u zavisnosti od njegove prirode mogu biti razli¢ite stvari. Na primer, u bioloskim mrezama ¢vorovi
mogu biti molekuli, proteini, aminokiseline, i tako dalje, ali i procesi, u zavisnosti od prirode problema [38].
Takode, veze izmedu ¢vorova mogu biti usmerene ili neusmerene, a mogu imati i znak (pozitivni ili negativni) i
tezinu [2]. U naSem sluaju (socijalne mreze) ¢vorovi su pojedinci, a veze izmedu njih su njihovi kontakti, sve

su neusmerene i nemaju znak, a ni tezinu. Graficka reprezentacija ovakve mreze predstavljena je na slici 3.1.

Slika 3.1: Primer neusmerene mreze(grafa) sa 7 ¢vorova

Velic¢inu grafa odreduje broj ¢vorova N, i kompaktan nacin za predstavljanje svih veza koji u njemu pos-
toje je matrica povezanosti A ¢iji su elementi a;; = 1 ukoliko postoji veza izmedu ¢vorova iij ,a a;; =0 u

4

suprotnom®. U sluc¢aju neusmerenih grafova matrica povezanosti je simetri¢na, dok je u slu¢aju neusmerenih

asimetri¢na. Moze se definisati i put P;, ;, koji povezuje Evorove iy i 4,, nizom razli¢itih veza {(i;,i;4+1)} gde
j=0,...,n —1; broj veza koji smo prosli da bi spojili ig i i, je n i naziva se duzinom puta [2, 17]. Zatvoren
put ig = i, zove se petlja. Graf je povezan ukoliko postoji put koji povezuje bilo koja dva ¢vora u njemu.
Ukoliko je mreza, odnosno graf nepovezan njen povezani podgraf naziva se komponentom C grafa, a najvecom

komponentom naziva se komponenta ¢ija se veli¢ina skalira kao broj ¢vorova u celom grafu. Iz epidemioloske

4ako veze imaju tezinu a;j € [0,1] u zavisnosti od tezine veze
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perspektive, infekcija koja se javi u najvecoj komponenti moze, u principu, zaraziti makroskopski deo grafa, dok
infekeija koja se javi izvan najvedée komponente moze zaraziti samo konadan broj ¢vorova [6].

Sto se ti¢e puteva i rastojanja izmedu &vorova, moze se uvesti jo§ i pojam dugine najkraceg puta l;; izmedu
dva ¢vora i i j koji je definisan kao duzina najkraceg puta koji ih spaja. Maksimalna vrednost /;; svih parova
odreduje precnik mreze, a srednji najkraéi put () je srednja vrednost l;; po svim parovima ¢vorova i, [2] .

Za neusmerene®

mreze svakom ¢voru moze se pripisati tzv. "stepen ¢vora' k koji predstavlja broj veza koje
izlaze iz tog ¢vora, odnosno k; = 3, a;;. Onda mozemo definisati distribuciju stepena P(k) kao verovatno¢u da
nasumicno izabran ¢vor ima stepen k, ili u slu¢aju konac¢nih mreza, deo ¢vorova u grafu koji imaju stepen tac¢no
jednak k [2],[17]. Ova veli¢ina nam daje neku opstu sliku o strukturi mreze. Korisno je i definisati momente
ove raspodele (k") = ", k™ P(k) : prvi moment (k) = 2L/N je dvostruki odnos broja veza L i broja ¢vorova N
dace informaciju o gustini mreze. Mreza je retka ukoliko broj veza L raste najvise linearno sa veli¢inom mreze
N, u suprotnom mreza je gusta.

Korelacije izmedu stepena dva ¢vora mogu se opisati verovatno¢om P(k’|k) da je ¢vor stepena k povezan sa
¢vorom stepena k' [2]. Mreza je nekorelisana ako ova verovatnoéa ne zavisi od izvornog stepena k. Medutim,
ispostavlja se da je procena ove verovatnoce za realne mreze nezgodna zbog njihove konacne velic¢ine, i jednos-
tavnije je za meru korelacija uzeti srednji stepen najblizih suseda ¢vorova stepena k: kn, (k) = Y. k' P(K'|k)
[23]. Za nekorelisane mreze k., (k) = (k2)/(k) ne zavisi od k - zavisnost ove veli¢ine od k karakteristi¢no je za
mreze gde postoji korelacija stepena. Analiza empirijskih mreza u odnosu na njihove korelacije stepena dovela
je do podele na dve grupe korelisanih mreza [17]: asortativne i disortativne. Kod asortativnih mreza k., (k)
je rastuca funkcija sto ukazuje na to da ¢vorovi veceg stepena teze da se povezuju sa drugim ¢vorovima veceg
stepena, dok se ¢vorovi nizeg stepena povezuju sa drugim ¢vorovima malog k. Suprotno, disortativne mreze
ispoljavaju opadajuée ky,(k) $to implicira da se ¢vorovi viseg stepena povezuju sa ¢vorovima nizeg stepena i
obrnuto.

Jos jedan od fenomena koji se javlja u kompleksnim mrezama je klasterovanje. Klasterovanje se odnosi na
relativnu sklonost da dva ¢vora budu povezana ako imaju zajednickog suseda. Koeficijent klasterovanja C' daje
meru do koje ¢vorovi u grafu teze da se "klasteruju', i formalno je definisan kao odnos broja petlji duzine 3 (tzv.
trougli) u mrezi i broja povezanih "trojki" (3 ¢vora povezanih dvema vezama) [2]. MoZe se definisati i lokalna
mera klasterovanja ¢; i to kao odnos broja veza izmedu svih suseda ¢vora i i maksimalnog moguceg broja veza,
sto u stvari daje verovatnocéu da su dva suseda ¢vora ¢ susedi medusobno. Srednja vrednost c¢; svih ¢vorova
u mrezi daje srednje klasterovanje mreze (c), a spektar klasterovanja ¢(k) definiSe se kao srednji koeficijent
klasterovanja ¢vorova stepena k i zadovoljava (c) = 3", P(k)c(k) [24].

Poslednji pojam koji ¢emo ukratko diskutovati je centralnost, koji daje relativnu vaznost ¢vora unutar mreze,
sto je narocito bitan problem u analizi socijalnih mreza [25]. Postoje razli¢ite definicije centralnosti u zavisnosti
od razli¢itih indikatora strukturne vaznosti ¢vorova. Jedan, i najjednostavniji od indikatora je stepen ¢vora koji
se zato naziva i centralnost stepena: $to je veéi stepen ¢vora to on ima vedi uticaj(centralnost) u mrezi. Mogu se
definisati i centralnosti u odnosu na najkrace puteve izmedu ¢vorova kao npr. takozvana closeness centrality C;
definisana kao inverz srednje vrednosti najkraé¢ih puteva iz ¢vora i ka svim ostalim ¢vorovima u mrezi - pomoéu
nje definiSemo ¢vor kao centralni ako se nalazi (u srednjem) blizu svih ostalih ¢vorova mreZe. JoS jedan nacin
definicije centralnosti u odnosu na najkrace puteve je tzv. betweenness centralnost b; definisana kao broj na-

jkraé¢ih puteva izmedu bilo koja dva ¢vora koja prolaze kroz ¢vor 4, i daje potpunu drugaciju perspektivu od C;:

5 ~ . . . . . .. . .. . .. . . . .
°Za usmerene mreze razlikujemo in-degree k;™ kao broj veza koji "ulazi' u i i out-degree k;’“t kao broj veza koji "izlazi" iz i
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ona daje meru centralnosti u smislu kontrole informacija koja tece izmedu razlic¢itih ¢vorova, pretpostavljajuci
da ova informacija tece kroz najkrace puteve.

Na kraju, treba napomenuti da realne mreze mogu ispoljiti vise nivoe arhitekture koje je tesko opisati tacnim
brojevima i vrednostima, na primer, mnoge mreze poseduju strukturu zajednica u kojoj razliciti setovi ¢vorova
koji se nazivaju zajednicama ili modulima imaju relativno veliku gustinu unutrasnjih konekcija, ali su medusobno

slabo povezani [26].

3.1.2 Provera koda

Pre nego sto krenemo sa simulacijama na mrezi sa konferencije potrebno je testirati kod na mrezi koja
ispunjava uslov "dobro izmesSane" populacije i uporediti ga sa rezultatima dobijenim koriste¢i diferencijalne
jednacine SIR i SEIR modela, kod kojih je, kao sto smo rekli na pocetku, ovo osnovna pretpostavka. U
kontekstu nase mreze, gde nam ¢vorovi predstavljaju osobe, "dobro izmeSana" populacija prosto znaci da je
svaki ¢vor povezan sa svim ostalim ¢vorovima (npr. ako imamo 100 évorova, stepen svakog ¢vora bio bi k = 99).
U Python-u se pomo¢u paketa NetworkX moze generisati "Erdés-Rényi" mreza® proizvoljne veli¢ine. Mi Zelimo
da ta verovatnoca bude jednaka 1 kako bi svaki ¢vor bio povezan sa svim ostalim - dakle u simulaciji koristimo
p = 1. Svi ¢vorovi sa kojima je ¢vor ¢ direktno povezan nazivaju se njegovim susedima, i u kontekstu Sirenja
zaraze svaki sused ¢vora ¢ predstavlja (socijalni) kontakt osobe 7. Smatramo da u toku jednog dana svaka osoba
bude u kontaktu sa svim svojim "susedima'. U pocetnom trenutku ("nultom danu") zarazimo jednu nasumic¢nu
osobu, tj. évor, dok su svi ostali évorovi podlozni, tj. Susceptible 7. Od narednog trenutka, tj. sledeéeg dana
kreéemo da proveravamo kontakte ¢vorova - ako su bili u kontaktu sa zarazenim ¢vorom oni i sami postaju
zarazeni nekom verovatnoéom S (odnosno postaju izloZeni verovatnoéom [ ako se radi o SEIR modelu, a
zarazeni postaju nekom verovatnoéom e u nekom od narednih dana). Ako je ¢vor u aktuelnom trenutku zarazen
postaje Recovered nekom verovatnoc¢om p. Pratimo stanje za 100 dana i za svaki dan upisujemo koliko ¢vorova
je u kom stanju. Postupak ponovimo za 500 simulacija i krajnji rezultat predstavimo kao srednju vrednost svih
simulacija. Kao gresku uzimamo standardnu devijaciju. Rezultati su predstavljeni na slikama 3.2, 3.3 1 3.4, a

koriséeni kodovi dati su u dodatku B ("SIR/SEIR na mrezi").

6Erdss-Rényi model daje jedan od nacina generisanja random mreza kod kojih se veze izmedu évorova formiraju nasumiéno.
Medutim, kada se prica o random mrezama skoro uvek se misli samo na Erddés—Rényi model. Postoje 2 jako sli¢cne varijante
Erdés—Rényi modela: prvi generiSe mrezu,tj graf G(N, M) sa N ¢vorova i M nasumicno postavljenih veza, dok drugi generise graf
G(N,p) gde je svaki par N ¢vorova povezan verovatnocom p [2]. NetworkX funkcija koja generise "Erdés—Rényi" mrezu koristi ovu
drugu varijantu.

7u Python-u mrezu generisanu pomoéu NetworkX paketa "prepiSemo" u objekat dictionary koji omoguéuje jednostavno upisi-
vanje i baratanje svim vrednostima od interesa kao sto su stanja ¢vorova
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Slika 3.2: Rezultati simulacija na mrezi u poredenju sa resenjima diferencijalnih jednacina SIR modela za broj
¢vorova N = 45 (levo) i N = 100 (desno)

Slika 3.3: Rezultati simulacija na mrezi u poredenju sa resenjima diferencijalnih jednacina SIR modela za vecée
vrednosti parametara i broj ¢vorova N = 45 (levo) i N = 100 (desno)
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Primecuje se da slaganje nije potpuno, ali da je bolje za sto veéi broj ¢vorova N. Razlog tome je Sto su same
diferencijalne jednacine resenje srednjeg polja i najbolje slaganje se dobija kada N — oco. Dakle, $to je vete N
to su bolja slaganja rezultata simulacija sa resenjem srednjeg polja i standardna devijacija je manja. Uocava
se skoro potpuno slaganje za veée vrednosti parametara(slika 3.3) - kada su parametri mali, dolazi do izrazaja
"nesavrsenost" Erdés—Rényi mrezZe jer se bolest sporije Siri i moze doéi do ¢eséeg prekida lanca Sirenja. Takode,
povecanje broja simulacija nije dovelo do poboljsanja slaganja ili smanjenja standardne devijacije. Isti argumenti

vaze i za slucaj SEIR modela, prikazanog na slici 3.4.

Slika 3.4: Rezultati simulacija na mrezi u poredenju sa resenjima diferencijalnih jednac¢ina SEIR modela za
broj ¢vorova N = 45 (gore) i N = 100 (dole)
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3.1.3 Nalazenje R iz simulacije na mrezi

Osnovni reproduktivni broj predstavlja jednu od najvaznijih veli¢ina u epidemiologiji, i videli smo da postoji
nacin da se on analiticki odredi iz izraza diferencijalnih jednacina - medutim, nas sada interesuje kako bi on
mogao da se odredi numericki, iz simulacije. Ry je definisan kao srednji broj novih slucajeva infekcije nastalih
od jedne konkretne osobe u populaciji koja se sastoji samo od podloznih (Susceptible) osoba [12]. U skladu
s time, u svakoj simulaciji pratimo "nultog pacijenta" i koliko je on ljudi zarazio dok je i sam bio zaraZen(tj.
dok je u Infected odeljku) i na kraju usrednjimo rezultat po svim simulacijama®. Rezultati su na prvi pogled
neoc¢ekivani. Naime, kao Sto smo videli u prethodnim sekcijama za SIR (i za SEIR model) Ry zavisi samo
od odnosa parametara 3, koji predstavlja verovatnoéu da se osoba zarazi, i u koji predstavlja stopu oporavka
(Rop = B/p ) - tako da drastic¢no razli¢ite vrednosti ovih parametara daju istu vrednost Ry ukoliko im je odnos
isti. Konkretno, dva seta parametara § = 0.01 , u =0.02i 8 = 0.1, u = 0.2 iz analitickog izraza daju Ry = 0.5.
Numerickim reSavanjem za 1000 simulacija na mrezi dobijaju se sledeéi rezultati (slika 3.5) : Za set parametara
8 =0.01, g =0.02 SIR model dao je Ry = 6.3 standardne devijacije c =2.5aza §=0.1, u=0.2 Ry =14.6
o = 4.5 $to se apsolutno ne poklapa sa analitickim rezultatom. Dodatno, dobijene vrednosti se ¢ak ni ne slazu
sa SEIR modelom (a videli smo da su analiticki izrazi Ry oba modela isti), u njegovom slucaju za g = 0.01 ,
1w=002R}=940=25,apf=01,pu=02Rj =133 0 =11.4. Pored toga, sa Slike 3.5. primec¢ujemo da
su Rg vrednosti dobijene iz pojedinacnih simulacija za SIR model (Slika 3.5(a),(c)) distribuirane po Gausovoj
krivoj, dok to nije slu¢aj kod SEIR modela kod koga se javlja ¢esto nagomilavanje na Ry = 0. Razlog za to je

kompleksnija dinamika SEIR modela i postojanje ¢ekanja u Exposed fazi.

Slika 3.5 Dobijene vrednosti Ry iz simulacija (a) SIR model za parametre § = 0.01 , 4 = 0.02 (b) SEIR model
za parametre § = 0.01 , 4 =0.02 ,e = 0.3 (c) SIR model za parametre § = 0.1, 4 = 0.2 (d) SEIR model za
parametre § =0.1 , 1 =0.2 ,e =0.3

8Kodovi u dodatku B: "Rp na mrezi STR/SEIR"
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Takode je uoceno da u ovom slucaju, Ry zavisi i od broja ¢vorova u mrezi i od vrednosti parametra €, sto
opet nije bio slucaj kod analitickog resenja. Zasto se sve ovo deSava? Ispostavlja se da postoji vise metoda
za odredivanje ovog broja, i da se rezulatati istih mogu medusobno razlikovati [27]. Iako se na prvi pogled
Ry ¢ini kao jednostavna mera za odredivanje transmisione dinamike infekcija treba biti pazljiv sto se tice
njene interpretacije, i treba imati na umu vise moguéih definicija ove veli¢ine. Ovo je kompleksna veli¢ina ¢ije
izracunavanje zavisi od velikog broja odluka u procesu epidemioloskog modeliranja, a na kraju krajeva, njena
prava vrednost moze se znati tek posle medicinskih i mikrobioloskih ispitivanja patogena, zajedno sa socijalnim

i statistickim istrazivanjima ponasanja populacije.

3.2 Evolucija epidemije na realnoj mrezi

Za sada smo uradili simulaciju SIR i SEIR modela na random mrezama, koje zadovoljavaju uslov homogenog
mesanja (verovatnoda formiranja veze izmedu ¢vorova je p = 1). Generalno, raspodela stepena k random mreza
ima Poisson-ovu distribuciju (odnosno Gauss-ovu): najvedi broj ¢vorova ima prose¢nu povezanost, dok mali broj
v . . k l.k .1. . k 1 tg M d t. t .. 1 v 1 . v . 1
¢vorova ima jako veliku ili jako malu povezanost”. Medutim, to nije sluc¢aj u realnim mrezama: one su uglavnom
"scale-free" - njihova raspodela stepena ¢vorova pokorava se nekom stepenom zakonu (makar asimptotski); tj.

deo ¢évorova P(k) koji ima vrednost stepena k ima sledeéu zavisnost:
P(k) ~ k™7

gde je 7 tipi¢no u opsegu 2 < v < 3 [2]. Razlika u raspodeli stepena za random i scale-free mreze predstavljena

je na slici 3.6.
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Slika 3.6. Primer distribucije stepena za random i scale-free mrezu na loglog skali [13]

Ovo jasno implicira veoma drugaciju strukturu mreze koja ne zadovoljava pretpostavku dobro izmeSane pop-

ulacije, sto ¢e imati znacajan uticaj na evoluciju i dinamiku epidemije. Ono Sto je karakteristi¢no za ovakve

9Mreza na kojoj smo proveravali simulaciju bila je random graf sa verovatnoéom formiranja veza izmedu évorova p = 1 kako bi
ostvarili uslov homogenog mesanja, pa je i svaki ¢vor imao jednak stepen £k = N — 1.
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mreze je pojava takozvanih hub-ova - ¢vorova sa znacajno velikim stepenom povezanosti, Sto se moze primetiti
iz same distribucije P(k). Prisustvo hub-ova u velikim scale-free mrezama ima za posledicu da se patogen moze
momentalno prosiriti kroz celu populaciju ukoliko ovakav ¢vor postane zarazen; takode, ¢ak i da je patogen
bioloski slab (malo infektivan, velika brzina oporavka itd.) ukoliko uspe da zarazi hub, on moZe opstati u pop-
ulaciji. Ovo se ne deSava u slu¢ajnim mrezama (narocito ne pod pretpostavkom homogenog mesanja) bas zato

Sto svi ¢vorovi imaju slicne stepene povezanosti, odnosno ne javljaju se hub-ovi.

Diskusija iznad je bila sasvim generalna, a sada ¢emo se fokusirati na konkretan slu¢aj. Posmatramo realnu
mrezu dobijenu iz podataka o interakcijama ucesnika na "Godisnjoj Konferenciji o Bolnickim Infekcijama’
u Francuskoj. Od 1200 ucesnika konferencije 403 je pristalo da nosi posebne bedzeve opremljene RFID(radio-
frequency identification) uredajima koji kada su na razdaljini od 1-2m medusobno razmenjuju "pakete" informa-
cija koji sadrze specificne identifikatore za svaki uredaj. Svaki ucesnik oznacen je jedinstvenim identifikacionim
brojem, tj. ID tagom. Pod ovim uslovima, kada su ucesnici okrenuti licem u lice, prate se socijalne interakcije
izmedu njih i kasnije se iz prikupljenih podataka moze formirati mreza kontakata [10, 11]. Ovo je pogodno
za razmatranje bolesti koje se prenose kapljicnim putem poput kijanja ili kasljanja, ili onih koji se prenose

direktnim fizickim kontaktom. Na ovaj nacin moguce je konstruisati 3 tipa mreza:

e dinamicku - koja je najrealnija i ukljucuje tezinu veza u zavisnosti od ta¢nog trajanja interakcija izmedu

kontakata, ali i tatan vremenski redosled interakcija $to je od posebne vaznosti za Sirenje infekcije [2, 14].
e heterogenu - koja sadrzi samo tezinu veza, ali ne i vremenski redosled interakcija

e homogenu - sadrzi samo tezinu veza, ali je svaka veza otezinjena jednakom tezinom, Sto odgovara srednjem
trajanju kontakta izmedu 2 osobe koje su se srele istog dana u heterogenoj mrezi. Ovakva konstrukcija
odgovara situaciji kada bi smo pitali svakog uc¢esnika s kim je sve bio u kontaktu, i koliko je, otprilike, taj

kontakt trajao.

U daljoj analizi mi se ograni¢avamo na homogeni slucaj, a mreza kontakata za prvi dan predstavljena je na slici

3.8, a distribucije stepena za prvi i drugi dan konferecnije na slici 3.7.

Slika 3.7. Distribucija stepena k za prvi dan konferencije (a) i drugi dan (b).
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Slika 3.8. Mreza kontakata za prvi dan konferencije. Veli¢ina ¢vorova i intenzitet njihove boje predstavljaju
vecu ili manju vrednost njihovog stepena-¢vorovi sa velikim & su vedi i intenzivnije boje.

Merenja socijalnih interakcija i konstrukcija mreza izvrsena su za 2 dana trajanja konferencije. Kako zelimo
da pratimo evoluciju epidemije u duzem vremenskom periodu (100dana) moZzemo iz postojeée 2 mreze sinteticki
generisati ostalih 98. To se radi tako sto izmesamo ID tagove ali tako da o¢uvamo "preference" ucesnika, odnosno
korelacije izmedu njihovih socijalnih aktivnosti i obrazaca kontakata. Pored toga Sto vise nije "dobro izmesana',
nasa mreza je sada i dinamicka - svakog dana se menjaju veze izmedu ¢vorova, odnosno kontakti osoba. Zbog
ovakvog nacina mesanja distribucije stepena k odrzavaju se u svim ostalim danima.

Na konstruisanim mrezama sada se moze izvrsiti simulacija SIR i SEIR modela, i dobijene rezultate predstavl-
jamo zajedno sa rezultatima koji bi dala pretpostavka homogenog mesanja za isti broj ¢vorova i iste parametre.
Na slici 3.9 i slici 3.10 predstavljeni su usrednjeni rezultati za 500 simulacija.

Sada se tacno vidi kako to struktura mreze utice na dinamiku epidemije: konkretno u ovom sluc¢aju, usporava
njeno Sirenje, pik Infected odeljka je manji i javlja se dosta kasnije. Drasti¢na razlika primecuje se u sluc¢aju jako
malih parametara i v gde potpuno homogena populacija od 403 osobe dostigne pik epidemije skoro trenutno,
dok "realna" dostize blagi porast tek posle dva meseca od trenutka pojave "nultog pacijenta'. Ova razlika se
postepeno smanjuje sto su parametri veéi, ali je pik i dalje pomeren i nizi u slucéaju mreze sa konferencije -
uzrok tome je sto je tada verovatnoca zaraze dovoljno velika da se ona dovoljno brzo prosiri i kroz heterogenu
mrezu. Uocava se i ranije pomenuto pomeranje i smanjenje pika infekcije u odnosu na SIR model za isto 8 i y

zbog postojanja Ezrposed odeljka.
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Slika 3.9. SIR model na simulaciji epidemije na mrezi sa konferencije za razli¢ite vrednosti parametara
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Slika 3.10. SEIR model na simulaciji epidemije na mrezi sa konferencije za razlicite vrednosti parametara.

Sa prilozenih grafika se primecuje izuzetno velika standardna devijacija rezultata simulacija, i obrazlozenje
za to je sledece: mreza sa konferencije je vrlo heterogena, a epidemioloske krive se dobijaju kada se usrednje
rezultati simulacija sa razli¢itim pocetnim uslovima - koji su u ovom slucaju ¢vorovi, tj. ljudi od kojih kreée
epidemija ("nulti pacijenti"). MreZa se menja svakog dana i u nekim slucajevima desava se da putanja bolesti od
nultog pacijenta ka ostatku mreze ima tzv. "uska grla" (putanje sa malim brojem ¢vorova, kratke putanje i sl.)
zbog Cega ne uspe da se prosiri na ostatak mreze i prakti¢no se ugasi u samom pocetku. Sa druge strane, postoje
i hub-ovi, koji ako se zaraze mogu dalje zaraziti veoma veliki broj ¢vorova i tako jako brzo prosiriti epidemiju.
To ¢ée sve dovesti do toga da imamo raspodelu procenata zarazenih u svakom danu koja nije Gausova, sto dalje
dovodi do velike standardne devijacije, koja sada vise ne moze bite interpretirana kao greska.

Primec¢ujemo da struktura mreze moze imati dramatican uticaj na obim i brzinu Sirenja epidemije. Ovo

pokazuje da je prilikom modeliranja Sirenja bolesti neophodno uzeti u obzir heterogenost mreze kontakata.
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4 Uticaj restriktivnih mera na dinamiku epidemije na mrezi

U ovoj sekciji predstaviéemo uticaj restriktivnih mera u vidu socijalnog distanciranja i nosenja maski na
dinamiku mreze sa konferencije iz prethodnog odeljka. Restriktivne mere su bitne u sprecavanju Sirenja zaraze,
i Sto su intenzivnije to je efekat vedi, ali je takode bitan i trenutak njihovog uvodenja, odnosno dan od koga
kreéu da se postuju. Ispitac¢emo ove dve varijante i na SIR i na SEIR modelu za razli¢ite procente populacije

koji se pridrzavaju mera, a i kako izgleda epidemioloska situacija u zavisnosti od dana njihovog uvodenja.

4.1 Socijalno distanciranje

Osnovna ideja za implementiranje mera socijalnog distanciranja u nasu simulaciju je smanjenje kontakata
izmedu osoba, odnosno "brisanje" nekih veza izmedu ¢vorova. U kodu, svaki ¢vor ima listu svojih suseda u svakom
trenutku; ono Sto ¢éemo mi uraditi kako bi stekli neki kvalitativnu sliku o efektima socijalnog distanciranja je
uklanjanje odredenog broja elemenata iz tih lista suseda svakog ¢vora u zavisnosti od procenta "izolacije". Dakle,
ako Zelimo da vidimo $ta se desi kada je procenat socijalnog distanciranja, 20% , mi éemo svakom ¢voru izbrisati
nasumiénih 20% suseda iz liste, od trenutka kada distanciranje stupa na snagu. Videli smo da se nasa mreza
menja iz dana u dan, tj. kontakti osoba se menjaju, i da je ona jako heterogena - postoje i jako konektovani
¢vorovi, ali i jako slabo povezani. Naizgled, postoje 2 varijante simuliranja ovakve situacije i njenog analiziranja:
prva je da se prvo izvrsi redukovanje mreze u zavisnosti od procenta izolacije, pa da se na toj novoj mrezi izvrsi
zeljeni broj simulacija (a u svakoj simulaciji se inicijalno zarazi novi, nasumicno izabrani ¢vor); a druga je da se
u svakoj simulaciji genriSe nova mreza na opisani nadin (ovde ée takode svaki put biti drugaciji nulti pacijent) i
na kraju prikazu usrednjeni rezultati. Drugi nacin je statisticki ispravan - upravo zbog heterogenosti nase mreze,
ako bi smo inicirali samo na pocetku izgubili bi smo "raznovrsnost" moguéih ishoda - mi bi se time ogranicili
samo na samo jednu nasumicnu, nepoznatu konfiguraciju i takva informacija dobijena iz nje, bez obzira na
razli¢ite pocetne uslove(u smislu razli¢itog nultog pacijenta) nije dovoljna. Mi éemo ipak prikazati rezultate obe
varijante. Prvo razmatramo §ta se deSava ako se sa socijalnim distanciranjem krene odmah 9, od pojave nultog
pacijenta za procente uklanjanja kontakata od 20% - 80% u koracima od po 10%. Prikazane su i epidemioloske
krive kada nema distanciranja. Rezultati za 100 simulacija su za SIR model prikazani na slici 4.1., a za SEIR
na slici 4.2. Vremenska skala je standardno u danima.

Na prvi pogled, ne primec¢uju se velike razlike izmedu pomenuta dva nacina ubacivanja redukovane mreze
kontakata u program. Medutim, ako se bolje pogleda: u slucaju SIR modela , epidemija kao da je imala
isti intenzitet maksimuma za procenat redukcije kontakata od 40% od onog za 20% (Slika 4.1(a)) , Sto je
suprotno intuiciji ali svedo¢i o uticaju heterogenosti mreze, i da u ovom sluc¢aju, uklanjanje nekih kontakata
uz odgovarajuée pocetne uslove moze dovesti do veleg prosirenja epidemije. Jedan od moguéih razloga sto
se to deSava je efektivno "skradenje' puteva Sirenja epidemije kroz mrezu, Sto moze dovesti do zarazavanja
povezanijih ¢vorova i time do povecanog Sirenja infekcije na ostale ¢vorove. Sli¢na situacija uocava se i u slucaju
SEIR modela gde redukcija kontakata za 20% i 30% dovodi do viSeg pika u odnosu na slucaj kada uopste nema
socijalnog distanciranja. Svakako, smanjenje socijalnih kontakata dovodi do smanjenja Infected pika i njegovog
pomeranja na kasnije vremenske trenutke, odnosno dolazi do efektivnog "zaravnjenja" krive zaraZene populacije
(8to kao Sto smo diskutovali na podetku znacajno utice na smanjenje preoptereéenja zdravstvenog sistema), i to

intenzivnije $to je veéi procenat redukovanja kontakata.

10dodatak B "Socijalno distanciranje od prvog dana STR/SEIR"
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Na slici 4.3. i slici 4.4. predstavljeni su rezultati simulacija za SIR i SEIR model respektivno, u situacijama
kada bi se sa socijalnim distanciranjem krenulo u kasnijim vremenskim trenucima ''. Zarad ustede prostora,
a 1 kako su krive svih odeljaka u sustini povezane, predstavljeni su rezultati samo za Infected odeljak. U
ovom slucaju, pored slicnih "odstupanja" od intuitivnih pretpostavki obrazlozenih u tekstu iznad, da se uociti
jos par dodatnih stvari. Postoji trenutak kada primena restriktivnih mera nema efekta - ako se sa socijalnim
distanciranjem krene kada je epidemija ve¢ dostigla pik, ili kasnije, to prakticno nece ublaziti situaciju, ma
koliko ono bilo intenzivno (¢ak i da se ukine 80% kontakata ne dolazi do smanjenja broja obolelih). Takode, Sto
se kasnije krene to je uticaj mera manji, odnosno maksimum krive se ne pomera toliko ka kasnijim danima, i
teze se smanjuje. Na ovom mestu se takode uocava i razlika izmedu samih pregradnih modela - u slu¢aju SEIR
modela, efekat restriktivnih mera se javlja postepenije i postoji veéi vremenski interval kada je moguce efikasno
reagovati na Sirenje epidemije, uostalom i sam pik SEIR modela bez uvodenja ikakvih mera se javlja kasnije u
odnosu na SIR za iste parametre 5 i p kao $to smo videli i ranije - bas zbog prisustva dodatnog Fzposed odeljka

koji omogucava sistemu da postepeno prolazi kroz promene.

Slika 4.1. Uticaj socijalnog distanciranja (u zavisnosti od njegovog procenta) koje pocinje od ¢t = 0 za SIR
model (a) generisanje nove "redukovane' mreze u svakoj simulaciji (b) generisanje nove mreze pre svake
simulacije

Mdodatak B "Socijlano distanciranje (od t,,-tog dana STR/SEIR)"

23



Slika 4.2. Uticaj socijalnog distanciranja (u zavisnosti od njegovog procenta) koje pocinje od ¢ = 0 za SEIR
model (a) generisanje nove "redukovane" mreze u svakoj simulaciji (b) generisanje nove mreze pre svake
simulacije
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Slika 4.3. Uticaj socijalnog distanciranja (u zavisnosti od njegovog procenta) koje pocinje od t = 5,10, 15 dana
za SIR model (a) generisanje nove "redukovane" mreze u svakoj simulaciji (b) generisanje nove mreze pre svake
simulacije
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Slika 4.4. Uticaj socijalnog distanciranja (u zavisnosti od njegovog procenta) koje poéinje od ¢t = 5,10, 15,20
dana za SEIR model (a) generisanje nove "redukovane' mreZe u svakoj simulaciji (b) generisanje nove mreze
pre svake simulacije
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4.2 Nosenje maski

Kod infekcija koje se Sire vazdusnim ili kapljicnim putem noSenje zasStitnih maski predstavlja klju¢ u borbi
protiv Sirenja bolesti [28]. Analogno prethodnom sluc¢aju i u ovom odeljku Zelimo dati kvalitativnu sliku o tome
kako bi nosenje zastitnih maski uticalo na Sirenje epidemije na mrezi sa konferencije u zavisnosti od procenta
ljudi koji ih nosi, i od trenutka kada se sa nosenjem krene.

Ideja je slede¢a: u zavisnosti od procenta ljudi koji kreé¢u da nosi maske, dodeliti nasumi¢nno izabranim

¢vorovima varijablu koja ¢e oznacavati da li ih nose ili ne'?

, 1 sa tako modifikovanom mrezom izvrsiti sim-
ulacije. U svakom trenutku pored stanja ¢vora proverimo da li on nosi masku ili ne, ali i da li njegovi susedi to
isto rade - verovatnoca transmisije infekcije nije ista ukoliko samo jedan od njih nosi masku ili ukoliko je oboje
nose, i to je predstavljeno u tabeli 1. Treba napomenuti da ne postoje egzaktne procene procentualnog udela u
smanjenju verovatnoce transmisije u slucaju nosenja zastitnih maski, osim kvalitativnih koje oslikavaju njihov
dokazani znacaj. S tim u vezi treba biti svestan da takve vrednosti iz tabele 1. sluze najviSe za sticanje nekog
opsteg utiska o vaznosti pridrzavanja mera ovakve prirode. I ovog puta predstavljamo rezultate kao usrednjene

po svim simulacijama, i to za ista dva nacina implementacije kao i za slucaj socijalnog distanciranja. Rezultati

za SIR i SEIR model '3 prikazani su na slikama 4.5-4.8.

. . Verovatnoca infekcije
Zarazena Nezarazena ..
se smanjuje za:
Nosi masku Ne nosi masku 95%
Nosi masku Nosi masku 98.5%
Ne nosi masku Nosi masku 70%

Tabela 1. Procenti smanjenja verovatnocée infekcije u zavisnosti od stanja osobe (¢vora) i toga da 1i on i
njegovi susedi nose maske

Na osnovu prilozenih grafika, moze se zakljuciti da noSenje maski ima isti uticaj na ponasanje epidemioloske
krive kao i socijalno distanciranje - maksimum se pomera ka kasnijim danima i smanjuje se, epidemija se
usporava. U slucaju primene mera od prvog dana na SEIR modelu (slika 4.6(a)) moze se uociti da se za
sludajeve kada 10% i 20%, odnosno 30% i 40%, odnosno 60% i 70% populacije nosi maske krive skoro poklapaju
- kao da ta razlika od 10% u ovim parovima procenata ne utice znacajno na dinamiku epidemije, ali i da se pri
prelasku s jednog na drugi par (sa 20% na 30%, i sa 30% na 40%) javlja znacajna razlika u broju zarazenih
(pikovi se razlikuju za =~ 0.1 udeo populacije u Infected odeljku). Ovo je jo$ jedan primer uticaja heterogenosti
mreze na evoluciju epidemije. Rezultati su na prvi pogled skoro identi¢ni onima iz prethodnog odeljka, tj.
¢ini se da u ovom slucaju nosenje maski ima istu "tezinu" kao i socijalno distaciranje, ako ne i ve¢u. Vidi se ,
na primer, da u svakoj varijanti sa prilozenih grafika u slucaju da 60% i 70 % ljudi nosi masku zakrivljenje i
pomeranje krive je intenzivnije ¢ak i od situacije kada bi se 80% ljudi distanciralo. Jedan od moguéih razloga
za to lezi u Cinjenici da su ovi procenti smanjenja transmisije toliki da efektivno kao da uklanjaju kontakte. Iz
tabele 1. se vidi da su oni preko 90% u ¢ak dve situacije.

I u slucaju nosenja maski, i u sluc¢aju socijalnog distanciranja ono sto je sigurno je da se pridrzavanjem ovih
mera, ako se sa njima krene na vreme, utic¢e na epidemiju tako Sto se njen "intenzitet" smanjuje, Sto ¢e dovesti
do rastereCenja zdravstvenog sistema, i time omogucéiti prijem veceg broja pacijenata na leCenje i normalno

funkcionisanje bolnica i odgovarajuéih ustanova.

12konkretno,u kodu se u dictionary évorova doda jos jedna vrednost bool-ovog tipa (True,False) koja ima tu funkciju (npr. ako
30% populacije nosi, nasumicéno izaberemo 30% ¢évorova i setujemo varijablu kao "True")

Bkodovi se nalaze u dodatku B pod nazivima "NoSenje maski od prvog dana SIR/SEIR', "NoSenje maski od tm,-tog dana
SIR/SEIR"
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Slika 4.5. Uticaj noSenja zaStitnih maski (u zavisnosti od procenta populacije koji ih nosi) koje poécinje od
t = 0 dana za SIR model (a) generisanje nove mreze u svakoj simulaciji (b) generisanje nove mreze pre svake
simulacije
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Slika 4.6. Uticaj nosenja zastitnih maski (u zavisnosti od procenta populacije koji ih nosi) koje poé¢inje od
t = 0 dana za SEIR model (a) generisanje nove mreze u svakoj simulaciji (b) generisanje nove mreze pre svake
simulacije
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Slika 4.7. Uticaj noSenja zastitnih maski (u zavisnosti od procenta populacije koji ih nosi) koje pocinje od
t = 5,10,15 dana za SIR model (a) generisanje nove mreze u svakoj simulaciji (b) generisanje nove mreze pre
svake simulacije
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Slika 4.8. Uticaj noSenja zastitnih maski (u zavisnosti od procenta populacije koji ih nosi) koje poéinje od
t =5,10,15 dana za SEIR model (a) generisanje nove mreze u svakoj simulaciji (b) generisanje nove mreZe pre
svake simulacije
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5 Matematicki model Sirenja epidemije COVID19 u Srbiji

Prvi slu¢aj zaraze novim koronavirusom SARS-CoV-2 registrovan je decembra 2019. u Kini. Virus se od
tada za par meseci prosirio na ceo svet i do ovog trenutka registrovano je skoro 30 miliona sluc¢ajeva, od kojih
je skoro 1 milion preminulih. Ovaj deo rada zasniva se na radu [29] u kome je predloZen usloznjen pregradni
model za prostorno-vremensku evoluciju epidemije korona virusa u Spaniji. On uklju¢uje karakteristi¢ne osobine
virusa ali i glavne epidemioloske, klinicke i bihevioralne razlike populacije: ukljuc¢uje 7 epidemioloskih odeljaka,
jedan od kojih je Asimptomatski koji reflektuje ¢injenicu da veliki broj registrovanih slucajeva nema, ili ima
jako blage simptome [30]; deli demografiju na 3 starosne grupe - mlade, odrasle i stare kako bi se razmatrale
njihove razli¢ite epidemioloske i klinicke osobine ali kako bi se video i uticaj demografskog ponasanja i interakcija
svake grupe. Mi ¢emo pomoc¢u ovog modela i njegovih parametara,ali i podataka iz popisa republike Srbije iz
2011.godine predstaviti rezultate za evoluciju epidemije COVID19 u Srbiji.

Treba jos dodati, da predstavljamo samo rezulate modela koji se za slucaj Srbije ne mogu uporediti sa zvanicnim

prijavljenim podacima zbog njihove nepouzdanosti.

5.1 Definicija modela

Kako bi razumeli geografsku difuziju bolesti (koja je posledica meduljudske interakcije na manjim geograf-
skim povrSinama) na ovako velikim sistemima moramo ukombinovati proces zarazavanja sa "dugodometnom"
propagacijom bolesti prouzrokovanom ljudskom mobilnoséu na razli¢itim prostornim skalama. U tu svrhu, pret-
postavka je sledeéa: populacija je distribuirana po opstinama drzave, u kojima je populacija dobro izmesana,
tj. infekcija se sa zarazene osobe moze preneti na bilo koju zdravu osobu u opstini sa istom verovatno¢om.
Medutim, osobe se mogu kretati izmedu opstina i tako prosiriti zarazu na veée geografske skale sistema. Ovaj
argument je u vezi sa mobilnoséu osoba o kojoj ¢e biti rec¢i kasnije. Uglavnom, mobilnost se predstavlja pomocu
mreze u kojoj su ¢vorovi opstine (sa njihovim lokacijama) gde veza izmedu 2 op$tine predstavlja verovatnoéu
kretanja izmedu njih.

Pored ovoga, moramo definisati i dodatnu demografsku podelu stanovnistva, i u ovom sluc¢aju to je podela po
starosnim dobima na mlade (stanovnistvo do 25 godina), odrasle (od 26 do 65 godina) i stare (preko 65). Ovo
je vazno iz vise razloga. Prvo, priroda same bolesti je takva da je mali broj zarazenih iz mlade populacije, dok
oni u staroj imaju tesku klinic¢ku sliku $to ¢ée uticati na bolnicke kapacitete; drugo, mobilnost svake grupe je
drugacija (videéemo da se smatra da samo odrasle osobe putuju izmedu opstina) ali i koli¢ine interakcija izmedu

njih su razliéite.

Slika 5.1. Sematski prikaz pregradnog modela kojeg razmatramo. g i h oznacavaju starosnu grupu
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Na kraju, moramo prosiriti standardan SEIR model dodatnim odeljcima - u ovom slucaju imamo 7 epidemi-

ologkih odeljaka i to (Slika 5.1) :

e S : Susceptible - podlozni

E : Fxposed - izlozeni

o A : Asymptomatic infectious - asimptomatski zaraZzeni (osobe bez simptoma ali koje i dalje mogu preneti

patogen)

I : Infected - zarazeni

e H: Hospitalised - hospitalizovani, osobe premestene u bolnicke jedinice

D: Death - preminuli
e R : Recovered - oporavljeni

DefiniSemo evoluciju udela agenata u stanjum € {S, E, A, I, H, D, R} svake starosne grupe g € {1, N}, Ng =

3 u odredenoj opstini 7 € {1,..N} i oznacavamo je p; 7

79 (t). Vremenska evolucija ovih veli¢ina data je jednadi-

nama:
PO+ 1) = pP () (1 - T (¢) (5.1)

PPt +1) = p (O (1) + (1 = n%)p 9 (1) (5.2)

PRIt +1) = %o (8) + (1 — a?)p (1) (5.3)

PPt +1) = aph9(6) + (1= p?)p (1) (5.4)

P9t +1) = p9npl (1) + w9 (1 = ) (1) + (1 = w9)(1 = x9)p{™ (1) (5.5)

PPt +1) = w9 p!9 (t) + pP 9 (1) (5.6)

Pl +1) = p? (1= )0 (1) + (1 = w9)xp!" (1) + p (1) (5.7)

Ove jednacine zasnovane su na pristupu mikroskopskoga lanca Markova (MMCA) modelizaciji epidemijskih
procesa [31] i odgovaraju diskretnim vremenskim koracima, i kao i do sada, jedan vremenski korak predstavlja
jedan dan. Interpretacija modela je slede¢a. Podlozne osobe postaju zarazene u kontaktu sa asimptomatskim
ili zarazenim agentima verovatnocom IIY i postaju izlozene (Ezposed). IzloZene osobe prelaze u asimptomatske
stopom 7Y a potom zarazene stopom «af. Kada su zarazene, postoje dve mogucénosti, koje se ostvaruju stopom
"izlaska" p9: prva moguénost je da budu hospitalizovane, i za to je verovatnoca v9 , u suprotnom postaju zdrave
(oporave se). Kada su u bolnici u jedinicama intenzivne nege,odnosno u Hospitalised odeljku, osobe imaju
verovatnocu smrtnosti w? koja se dostize stopom 9, ali se mogu i oporaviti i to stopom otpustanja 9.

Veli¢ina ITY(¢) predstavlja verovatnoéu da ¢e se podlozna (Susceptible) osoba koja pripada grupi g i opstini

1 zaraziti. To je slozena veli¢ina koja se izracunava na slede¢i nacin:

N
Y(t) = (1 — p?)P?(t) + p? Z R PI(1) (5.8)
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gde pY oznacava stepen mobilnosti pojedinaca iz grupe g , PY(t) verovatnocéu da se te te osobe zaraze u opstini
i, a Rfj je matrica mobilnosti, tako da sada prvi ¢lan gornje jednacine predstavlja verovatno¢u da se osoba
inficira u kontaktu sa osobama iz svoje opstine, a drugi ¢lan zbog kontakata sa osobama, iz drugih opstina.

Pretpostavimo da se broj kontakata povecéava sa gustinom svake opstine kao monotona funkcija f :
fl@)=1+(1—-e*) (5.9)

gde je & faktor gustine.
Uvedimo i matricu kontakata C' &iji elementi C9" predstavljaju deo kontakata koji pojedinci iz starosne grupe
g ostvare sa pojedincima starosne grupe h [39].

Sada mozemo napisati P{(t) kao :

'nA’h,(t)
o 29(k9) £ (

(nfyesr (1—B)

I,h
)Cgh nj%i,(t)

niress (5.10)

Ng N neff

29 k9) f(2L ) 00"
P/(t)=1- T TIC - 8a) '

h=1j=1

nef
2

Eksponenti izraza 5.10 predstavljaju broj kontakata koji agent iz starosne grupe ¢ i opstine ¢ ostvari sa zaraznim
osobama iz odeljaka A i I grupe h i opstine j, stoga dupli proizvod predstavlja verovatnoéu da se osoba iz

starosne grupe g ne zarazi dok je opstini 4.

y eff
Clan 29(k9) f(“:—) predstavlja ukupan broj kontakata (zaraznih i nezaraznih) koji raste sa gustinom opstine i

s

pratedi funkciju 5.9, ukljucujuéi i normalizacioni faktor z9:

g
29 = N (5.11)

SV A (ngyess

gde je s; povrSina opstine, a nff I efektivna populacija u opstini i:
Ng
nef = Z(ng)eff (5.12)
g=1
i ona je podeljena u starosne grupe velic¢ine:
()T =3 "[(1 = p?)8i; + p? RY I, (5.13)

J

m,h |

Poslednji ¢lan u eksponentu sadrzi verovatnocu da su kontakti zarazni Sto je proporcionalno veli¢ini n;2; :

oc¢ekivanom broju osoba starosne grupe h zaraznog stanja m € {A, I'} koji su presli iz opstine j u opstinu i:

() = nf o (D11 - p")oy + p"RY) (5.14)

J—1

Svi parametri modela predstavljeni su u tabeli 2. Svi parametri koji se ti¢u virusa preuzeti su iz rada [29]
koji su izvuéeni iz zvani¢nih podataka o epidemioloskoj situaciji u Spaniji, a svi demografski parametri izvuceni
su iz popisa stanovnistva 2011.godine (https://popis2011.stat.rs/). Popis sadrzi relevantne informacije kao $to
su broj ljudi u opstini, njihova starost, ali i da li putuju zbog posla u neku drugu opstinu. Matrica kontakata
za Srbiju je direktno uzeta iz rada [39], a matrica mobilnosti procenjena je na osnovu podataka popisa o tome

koliko ljudi putuje zbog posla u druge opstine metodom opisanom u narednom odeljku, za eksponent mobilnosti
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A = 2. Za pocetne uslove uzeti su prijavljeni slucajevi iz zvani¢nih podataka 18. marta 2020 godine i stavljeni

su u asimptomatski odeljak.

Simbol Opis Vrednost
Ba Infektivnost asimptomatskih agenata 0.06
Br Infektivnost zarazenih agenata 0.06
(k9) Srednji broj kontakata (12,14,7)
nd Stopa latentnosti ﬁ
¥ Stopa prelaska u Infected (ﬁ ,ﬁ,ﬁ)
w9 Stopa izlaska (% 73%7%)
~9 Deo slucajeva koji zahteva hospitalizaciju(intenzivnu negu) (0.002,0.05,0.36)
w9 Stopa smrtnosti hospitalizovanih pacijenata u intenzivnoj nezi 0.42
P9 Stopa smrtnosti %
x? Stopa otpustanja iz jedinica intenzivne nege ﬁ
ny Populacija u opstini Iz popisa
R}; Matrica mobilnosti Iz popisa
0.631 0.351 0.017
Ccoh Matrica kontakata po starosnim grupama 0.276 0.689 0.034
0.261 0.526 0.213
& Faktor gustine 0.01
p9 Faktor mobilnosti (0.0,1.0,0.0)

Tabela 2. Parametri modela sa kratkim opisima i vrednostima

Rezultati modelal® predstavljeni su na slici 5.2. Pored velikog broja stanovnika koji bi bili zarazeni (i

simptomatski i asimptomatski) , uocava se i veliki broj preminulih i hospitalizovanih stanovnika - oko pola

miliona stanovnika bi bilo hospitalizovano, a preko milion preminulo nakon 5 meseci od pocetka epidemije. To

su pretpostavke ovog modela za sluc¢aj kada se ne bi uvodile nikakve restriktivne mere, pored toga, broj smrtnih

slucajeva je toliko veliki zbog velikog broja starijeg stanovnistva (koje je najugrozenije ovim virusom) u republici

Srbiji. Nije na odmet prokomentarisati i ¢injenicu da krive zarazenih odeljaka prakti¢no ne ispoljavaju nikakav

rast prvih mesec dana od registrovanja prvog slucaja, potom imaju blagi porast od par dana, nakon cega sledi

nagli eksponencijalni rast. Ovo treba sluziti kao neka vrsta upozorenja, odnosno da treba reagovati sto pre od

trenutka javljanja prvih slucajeva kako bi sprecili eksponencijalni skok u porastu broja zarazenih.

14Kod u dodatku B "MODEL"
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Slika 5.2. Rezultati modela za A = 2. Susceptible i Infected krive nisu prikazane zbog velikog opsega koje
zauzimaju, a i predstavljeni odeljci su epidemioloski najbitniji.

5.2 Uticaj mobilnosti na evoluciju epidemije modela

Model je postavljen tako da ¢vorove mreze predstavljaju opstine drzave, pod pretpostavkom da je unutar
svake opstine ispunjen uslov homogenog mesanja. Ljudi se mogu kretati iz jedne opstine u drugu, ali verovatnoca
kretanja izmedu svih parova opstina nece biti jednaka - sto su one udaljenije, to je manja verovatnoca da ljudi
putuju izmedu njih. To reprezentuje matrica mobilnosti R;; koju éemo proceniti pomoc¢u popisa stanovnistva,
u kome postoje podaci koliko osoba putuje (zbog posla) iz opstine ¢ u opstinu j. Ovi podaci su postoje samo
za radno sposobno stanovnistvo, tako da je u ovom sluc¢aju "mobilan" samo odrastao deo stanovnistva, odnosno
osobe izmedu 26 i 65 godina, Sto je reflektovano i u faktoru mobilnosti starosnih grupa p? = (0.0, 1.0,0.0).
Dakle, samo odrasle osobe putuju izmedu opstina, mladi i stari ostaju u svojoj izvornoj opstini. Ova mreza
dnevnih migracija izmedu opstina je jedan od glavnih elemenata naseg modela, i nas zanima kako i koliko njena
struktura utice na Sirenje epidemije.

Mobilnost dakle predstavlja neku koli¢inu kretanja,putovanja izmedu lokacija, i informacija o njoj se moze
dobiti ili prikupljanjem podataka (npr. prikupljanjem podataka o lokaciji mobilnih telefona) ili procenama
iz modela [32]. Takvi modeli zasnovani su na poznavanju veli¢ine populacije u svakom mestu. Jedan od
najpoznatijih modela je tzv. gravitacioni model koji se,izmedu ostalog, koristi za predvidanje kretanja populacije
[33, 34, 35]. U njemu intenzitet interakcija x;; izmedu dve lokacije odreden je veli¢inom njihovih populacija N;,

Nj; irastojanjem izmedu njih d;;:
N;N;
d

Tij X »
j

gde eksponent « odreduje zavisnost od rastojanja. Mi smo, za svaku opstinu iskoristili informaciju o broju

ljudi koji putuju na posao van svoje izvorne opstine. Ova informacija nam je posluzila da odredimo broj radno
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sposobnih gradana koji iz opstine i zbog posla odlazi u druge opstine j : M;. Raspodelu ove velic¢ine za Srbiju

odredili smo na osnovu verovatnoce:
N
P = @
gde je IN; ukupna populacija opstine j a d;; udaljenost izmedu opstina 7 i j. Dnevna migracija iz opStine ¢
ka opstini j jednaka je broju gradana koji radi u opstini j a zivi u opstini ¢, i ona je proporcionalna veli¢ini
opstine j a obrnuto proporcionalna njihovoj udaljenosti. Parametar A odreduje koliki je uticaj udaljenosti na
mobilnost izmedu dve opstine - sto je veéi to udaljenost izmedu opstina ima veéi uticaj na mobilnost izmedu
njih. Dosadasnja istrazivanja na podacima dobijenim od mobilnih operatera pokazala su da je A =~ 2. Kako mi
nazalost nemamo podatke za Srbiju, variracemo vrednost ovog parametra i generisati razli¢ite mreze mobilnosti
i posmatrati kako se u odnosu na vrednost ovog parametra menja dinamika epidemije. Tako smo generisali
set mreza za vrednosti parametra A = 1, A = 2, A = 2.5. Vizuelna reprezentacija mreze na Srbiji za A = 2
predstavljena je na slici 5.3, a oblik epidemioloskih kriva za tu vrednost predstavljen je i u prethodnom odeljku
na slici 5.2. Dodatno, generisali smo i set mreza gde imamo homogeno izmesanu populaciju i izmedu opstina,
tj. na nivou cele drzave. To prakti¢no znaci da je broj gradana M; jednako raspodeljen izmedu svih opstina,

i da veli¢ina op$tina i njihova udaljenost nemaju uticaj na dnevne migracije. Rezultati za sva 3 slucaja'®

predstavljeni su na slici 5.4.

Slika 5.3. Vizuelna reprezentacija mreze modela za Srbiju za A = 2. Prikazane su samo veze tezine veée od 10
(kada vise od 10 osoba putuje u druge opstine) da bi se izbegla prenatrpanost.

15za svaki sluc¢aj generisano je po 100 mreza, pa su predstavljeni usrednjeni rezultati, standardna devijacija se ispostavilo da je

izuzetno mala i prakti¢no se nije videla na grafiku dok se nije zumiralo oko pikova u opsegu od samo par dana, Sto znaci da su
generisane mreze jako slicne. Iz tog razloga se ne vide na prilozenim plotovima.
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Slika 5.4. Rezultati modela za generisane mreze sa eksponentom mobilnosti A =1, A =2, A = 2.5 i potpuno
homogene mreze.

Vidi se da mobilnost modelovana gravitacionim modelom za razli¢ite eksponente A nema prevelikog uticaja
na dinamiku epidemije, pikovi su nesto nizi i pomereniji ka ranijim danima za veCe eksponente. Ono Sto
je jako bitno je to, da u ovom slucaju, potpuno homogena mreza usporava i "smiruje" Sirenje epidemije -
pik je nizi i javlja se u kasnijim danima u odnosu na sve heterogene mreze razli¢itih A\. Razlog je taj, sto
u ovom slucaju epidemija kreée iz (u realnosti) jako prometnih opstina a mi smo randomizacijom prakti¢no
uklonili tu prometnost, odnosno uklonili smo hub-ove, i time prakti¢no usporili epidemiju u startu. Dakle, ovde
heterogenost mreze ubrzava Sirenje epidemije. Podsetimo se, da smo u prethodnim odeljcima, za heterogenu

mrezu sa konferencije u Francuskoj imali suprotnu situaciju - heterogenost je usporavala sirenje epidemije. Ovo
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jasno ukazuje na vaznost koju ima struktura mreze, ali i sami pocetni uslovi.
Zbog strukture mreze i pocetnih uslova (tj. mesta gde su se pojavili prvi zarazeni) pikovi kriva se javljaju
kasnije na lokalnom nivou. Kao primer, na slici 5.5 predstavljene su Infected krive za 4 opstine: Pancevo,

Cupriju, Jagodinu i Paraéin, i to za homogenu mrezu i mrezu sa eksponentom A = 2.

Slika 5.5. Evolucija epidemije za opstine: Panéevo, Cuprija, Jagodina i Paraéin

Pancevo i Jagodina imaju jako slican broj stanovnika - oko 70 000, ali broj inficiranih u Pancevu je duplo
veéi (u heterogenom slu¢aju) od onog u Jagodini - jedan od razloga je njegova blizina Beogradu (a samim tim
i velika mobilnost izmedu njih) koji je bio jedan od najpogodenijih gradova, pa je pik bio vedi i desio se ranije.
Takode, uocava se primetno manji maksimum zarazenih u Pancevu za homogeni slucaj. Paracin, Jagodina i
Cuprija su medusobno blizu i veliki broj ljudi iz ovih op$tina putuje iz jedne u drugu na dnevnoj bazi. Jagodina
je najveéa i nalazi se u blizini drugih veé¢ih gradova pa se pik javlja nesSto ranije, i intenzivniji je. U svakom
slucaju, vidi se da epidemija ne dostize svoj maksimum u svakom gradu u isto vreme - i zbog heterogenosti

sistema ali i zbog pocetnih uslova (¢emu svedoce pomereni pikovi ¢ak i kada je mreza potpuno homogena).
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5.3 Izracunavanje R, modela

Za ovaj model moze se analiticki odrediti osnovni reproduktivni broj pomocu pristupa matrice sledece
generacije. Kao i do sada, za to je potrebno linearizovati jednacine 5.1-5.8 na stabilno stanje bez infekcija.
U takvom stanju udeo susceptibilne populacije je mnogo veéi od svih ostalih, i dosadasnje jednacine mozemo
razviti u prvi red za male vrednosti € ~ pi* << pS Vi,jip"<<1 Vi me{E A I H D, R}. Ovakav
razvoj transformise nase diskretne Markov-Chain jednacine po vremenu, u kontinualne diferencijalne jednacine

po vremenu. Polazimo od razvoja verovatnoca P{:

Ng nh h hpish
1-— 0;; +p"R
Zzzg kg fcgh ][( p )h fop Jt ](bA Ah+bl Ih)+0(€2) (515)
he1 j=1 (nz)
gde smo definisali:
V" =1In[(1-Bn)""], me{AT} (5.16)

Kada se ovo vrati u ITY dobija se:

ZZ (M) + (M)l + (Ms)2 + (M) (622" + b7 o5 ") + O(e?) (5.17)

h=17=1

gde su M; 2 34 tenzori definisani kao:

gh 9\ »9 (1.9 gh(l_ph) ?
(My)7}" = 6i;(1 = p?)27 (k%) f:C )T (5.18)
\ haphnh
(M)l = (1—p“’)z9<k“’>ﬂ-0£’h(JiW (5.19)
h\. h
h h(l —p )nj
(M3)fj _pngngg<kg>f]Cg W (520)
RI phph
(My)J)! = ZpgngZg<k9>kagh% (5.21)
s (n])el 7

i predstavljaju cetiri razli¢ita nacina na koji se epidemioloske interakcije mogu dogoditi:
e Mj-interakcije izmedu osoba koje pripadaju istoj opstini ¢ = j

e Ms-interakcija u opstini ¢ sa osobama koje dolaze iz opstine j

e MS5- interakcija u opstini j sa osobama koje dolaze iz opstine ¢

e M,- interakcije osoba koje pripadaju ¢ i j u bilo kojoj drugoj opstini &k

Kako u pogledu matrice sledece generacije posmatramo samo odeljke koji se odnose na zarazena stanja, odgo-

varajuce diferencijalne jednacine sada postaju:

prd = —ngpt? + Z Z M2 p " + b pl ") (5.22)
h=1j=1
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A, B, A,
pi ! =mngp;"? —alp;? (5.23)
I, A, I,
p;? = agp;? — plp;? (5.24)
u kojima je tenzor M dat kao M = Z?:l M.

Ove jednacine mozemo prepisati u matri¢nom obliku ako definisemo vektor (p9)T = (pF9, p9, p1:9) kao:

po =Y (Fo" V)" (5.25)
h=1

OnxnN bAMIN bl Mfoh
FI"= | Oyxny Onxy Onxy (5.26)

@NXN ©N><N ©N><N

7 0 0
V9 = 9 a? 0 (5.27)
0 o

a VIh = V959" @ 1y« n. Onda se osnovni reproduktivni broj moze izracunati kao Ry = Az (FV L) gde:

ad ad

(FV 1ot = Onxn Onxn Onxn (5.28)

e VN Uy VEL S

Onxn Onxn Onxn

pa se onda moZemo ograniciti samo na vektorski prostor koji pripada Fzposed odeljku (drugi i treéi red

matrice iz 5.28 koji odgovaraju odeljcima A i I su prakti¢no 0) :
RO = Amam(Z) (529)

gde su elementi matrice Z9" = (Z% + %)Mgh:
Prag epidemije se dobija iz uslova Ry > 1.
U tabeli 3. predstavljene su dobijene vrednosti za osnovni reproduktivni broj bolesti COVID19 u zavisnosti

od eksponenta mobilnosti A'®. Vrednosti su izra¢unate pomoéu koda iz dodatka B pod nazivom "Ry MODEL'".

Ry Standardna devijacija
A=1 4.0080 0.0005
A=2 4.0664 0.0005
A=25 4.0925 0.0004
Randomizovana | 4.0976 0.0009

Tabela 3. Vrednosti osnovnog reproduktivnog broja za bolest COVID19 u zavisnosti od eksponenta A

Vidimo da mobilnost ne utic¢e znac¢ajno ni na vrednost Ry. Ry je najmanje za A = 1 koje odgovara najmanjem

uticaju distance.

16 Trenutne procene Ry za COVID19 kreéu se u opsegu 3.9-8.9 [36]
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6 Zakljucak

U ovom radu upoznali smo se sa osnovnim pregradnim epidemioloskim modelima, videli njihovu originalnu
formulaciju u vidu diferencijalnih jednac¢ina koje predstavljaju promenu udela populacije u odeljcima po vre-
menu, kada vazi pretpostavka dobro izmesane populacije. U tom slucaju smo videli i kako se epidemioloske krive
menjaju u zavisnosti od vrednosti parametara modela, ali i kako uvodenje dodatnih odeljaka uti¢e na evoluciju
epidemije. Uveli smo potom i pojam osnovnog reproduktivnog broja Ry koji daje prag za javljanje epidemije
(i daje sliku o njenom intenzitetu), i pokazali kako se nalazi njegov analiticki izraz u slucaju komplikovanijih
pregradnih modela. Kasnije smo videli da razli¢iti metodi procene ovog broja mogu dati jako razlic¢ite rezultate,
i kako se mora biti pazljiv prilikom njegovog definisanja i tumacenja. Ovo je potvrdeno i rezultatima SIR i
SEIR modela u odeljku 3.1.3.

Nakon uvoda, upoznali smo se sa osnovnim elementima i pojmovima teorije mreza, kako bi uveli metod za
simuliranje epidemije na realnim kompleksnim mrezama pomoc¢u SIR i SEIR pregradnih modela. Pokazali smo
da struktura mreze znacajno uti¢e na dinamiku epidemije, i da se za realne situacije ne moze uvek koristiti
pretpostavka homogeno izmesane populacije. U slu¢aju simulacija na mrezi sa konferencije u Francuskoj videli
smo da njena struktura usporava Sirenje epidemije, za razliku od homogene meze iste velicine. Primetili smo i
velike standardne devijacije u rezultatima sto nam je dodatno ukazalo na uticaj koji ima heterogena struktura
mreze - u zavisnosti od pocéetnih uslova, odnosno inicijalno zarazenog ¢vora epidemija se moze nekad prosiriti
skoro momentalno kroz celu mrezu (npr. ako je zaraZen visoko konektovan ¢vor-hub), ali se moze i ugasiti u
samom pocetku. Dali smo i kvalitativne rezultate koje bi dale restriktivne mere u vidu socijalnog distanciranja
i noSenja maski (na mrezi sa konferencije), i to u zavisnosti od trenutka njihovog uvodenja. Tu smo jos jed-
nom posvedodiili uticaju heterogenosti strukture na dinamiku procesa, ali generalni zakljucak je taj da su mere
efikasnije Sto se ranije krene sa njihovim uvodenjem, i da prakti¢no, ako se krene previse kasno one ne vrse
nikakvu funkciju.

Na kraju, predstavili smo usloznjeni epidemioloski pregradni model i pomoé¢u podataka iz popisa stanovnistva,
ranijih radova, i trenutnih procena parametara, predstavili smo evoluciju bolesti COVID19 na teritoriji Srbije.
Takode smo nasli analiticki izraz Ry ovog modela za bolest COVID19, i izracunali njegovu vrednost, koja je bila
u skladu sa aktuelnim procenama. Videli smo i kako mobilnost, odnosno "sabloni" kretanja i putovanja gradana
uticu na dinamiku epidemije. Ovog puta, kada je mreza bila potpuno homogena infekcjia se Sirila sporije nego

kada je usled razli¢ite mobilnosti izmedu gradova mreza bila heterogena.

Epidemiolosko modelovanje na kompleksnim mrezama u poslednjih par godina, dovelo je do velikog napretka
u razumevanju uzajamnog dejstva izmedu osobina mreza i zaraznih procesa, ali je i otvorilo vrata za nova pitanja
i probleme, Sto je Cesto pra¢eno sve veéim prilivom novih podataka. Odgovori na pitanja kao sto su koji su
limiti u predvidanju epidemija na mrezama, kako nase razumevanje zavisi od nacina prikupljanja podataka,
kakav je uticaj pocCetnih uslova na dinamiku problema, itd. zahtevaju ukljucenje i rad velike interdisciplinarne
istrazivacke zajednice. Konacni cilj je ne samo razumevanje epidemijskih procesa, ve¢ predvidanje i kontrola
njihovog ponasanja, sto je od krucijalnog znacaja za spreCavanje nastajanja mogucih kriza - zdravstvenih,

drustvenih, i ekonomskih.
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Odredivanje R; metodom matrice sledeée generacije

Pregradni modeli dele populaciju na konacan broj diskretnih kategorija koje uglavnom opisuju zdravstveno
stanje pojedinaca u njima. U tom slucaju mozemo definisati matricu koja povezuje brojeve novozarazenih osoba
u raznim kategorijama u uzastopne generacije. Ova matrica naziva se matricom sledeée generacije (MSG)'7, a
vrednost Ry se dobija kao njena dominantna svojstvena vrednost.[12]

Dinamiku sistema opisuju nelinearne diferencijalne jednacine koje opisuju promenu udela populacije u
svakom odeljku u jedinici vremena. Za racunanje Ry potrebni su nam samo odeljci koji se odnose na zarazena
stanja, odnosno posmatrac¢emo samo "zarazeni podsistem" jednacina. Prvi korak je linearizacija zarazenog
podsistema na stabilno stanje bez zaraze, koje po pravilu postoji. Ova linearizacija u epidemioloskom smislu
reflektuje to da Ry karakterise potencijal za pocetno Sirenje infektivnog agenta kada se on uvede u poptuno
podloznu populaciju, i da pretpostavljamo da je promena u podloznoj populaciji zanemarljiva tokom inicijalnog
Sirenja. Svaki linearni sistem obi¢nih diferencijalnih jednadina moze se opisati matricom (Jakobijanom). Struk-
tura ove matrice ima jasnu epidemiolosku interpretaciju : ona se moze razloziti na zbir dve matrice : T + X,gde
je T transmisioni deo koji opisuje nastajanje novih infekcija, a X tranzicioni deo, koji opisuje promenu stanja.
Dominantna svojstvena vrednost matrice K; = —T%~! predstavlja trazeni osnovni reproduktivni broj Ry.
Matrica K nije striktno matrica sledeée generacije K, ali se ona moze dobiti iz K pogodnom linearnom
transformacijom, tako da ¢emo nazvati K; MSG velikog domena. Spektralni radijusi ove dve matrice su isti i
dominantne ajgenvrednosti obe daju Ry s tim Sto je za slozenije modele pogodnije koristiti K zbog njene manje
dimenzije. Iskusni epidemiolozi mogu i bez koriséenja linearne algebre odmah zapisati tacan oblik matrice
K zbog bioloskog znacenja njenih elemenata: K;; je ofekivani broj novih slucajeva epidemioloskih rodenja'®
u stanju 7 nastalih jednom osobom koja se tek epidemioloski rodila u stanju j. Sada ¢emo odmah postupno
izracunati Ry za SEIR model u nasem slucaju,za kompleksnije modele pogledati [12].

Diferencijalne jednac¢ine SEIR modela date su izrazima 2.11-2.14. Zarazeni podsistem ¢ine jednacine:

3et .
—— = PS¢l — €€
(‘% Btt t
iy .
- = €ep — 1
ot t — Mt

U stabilnom stanju bez infekcija £ =1 = R =01 S = N,odnosno s = 1, $to ¢e linearizovati gornje jednacine

na:

— :ﬁ’tt — €€t
t .
oy T €6t — Ul

Ovo vektorski mozemo zapisati u obliku:

i=(T+x%)7

eng. next generation matric
18Epidemioloska rodenja predstavljaju stanja koja pojedinci mogu zauzeti odmah nakon njihove infekcije.
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gde & = (eq, ;). Svi epidemioloski dogadaji koji vode do novih infekcija se nalaze u T', a svi ostali dogadaji

u 2. Dakle:

0
T = P
0 0
— 0
Z =
€ —H
Nalazenjem dominantne svojstvene vrednosti matrice K; = —TX~! dobiéemo Ry. Iako ovo nisu velike

matrice, i operacije sa njima nisu komplikovane, zgodno je objasniti kako bi se dobila MSG K iz K. Definisimo
matricu E ¢ije su kolone jedini¢ni vektori koji se odnose samo na nenulte redove matrice 7. U nasem slucaju

samo prvi red matrice transmisije T' je nenulti,i F je onda zapravo samo vektor:

Da smo,na primer,imali 3 zarazna odeljka,i matricu 7" dimenzije 3 x 3 ¢ija su prva 2 reda nenulta, matrica E bi

bila:
1

E =

o = O

0

0

Uglavnom, matrica sledeée generacije K dobija se slede¢om transformacijom matrice K7, :
K=E"K,E=—-ETTy"'E

Nalazenje dominantne svojstvene vrednosti dace za SEIR model:

Ry = B/p

sto je potpuno identi¢no SIR, slucaju.
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Kodovi
ODEINT SI model

import numpy as np
from scipy.integrate import odeint
import matplotlib.pyplot as plt

b=0.1 # koeficijent beta
def sir(x,t):

s=x[0]

i=x[1]

#diferencijalne jednacine modela
dsdt=—bs*sx*i

didt=Dbx*sxi

return [dsdt,didt]

x0=[44,1] #pocetni uslovi St(t=0)=44 I(t=0)=1
t=np.linspace(0,40,1000)

x=odeint(sir,x0,t) #resavanje jednacina

s=x[:,0]

i=x[:,1]

plt.suptitle(’SI, model, '+1’$\beta$="+str(b))
plt.plot(t,s/45,#177¢99’ label=r"$s_ t$’)
plt.plot(t,i/45, #ed4145’ label=r"$i_ t$’)

plt.xlabel(’t")
plt.ylabel("Populacija’)
plt.legend(loc="best’)
plt.show()

ODEINT SIR model

import numpy as np
from scipy.integrate import odeint
import matplotlib.pyplot as plt

beta = 0.05
mu = 0.07

def sir(x,t):

.S:X[O]
i=x[1]
r=x[2]

dsdt=—betaxs*xinf
didt=Dbetaxsxinf—muxinf
drdt=mux*inf

return [dsdt,didt,drdt]

x0=[44,1,0]
t=np.linspace(0,100,1000)

x=odeint(sir,x0,tm)

plt.suptitle(’SIR, model, ’+r’$\beta$="+str(beta)+ r' $\mu$=" +str(mu))
plt.plot(t,s/45,#177c99f" label=r"$s_ t$’)
plt.plot(t,i/45, #ed4145fF label=r"$i_ t$’)

plt.plot(t,r/45,’#44bd7bfl’ label=r"$r_ t$’)

plt.xlabel(’t.,(dani)’)

plt.ylabel("Populacija’)

plt.legend(loc="best’)

plt.show()
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ODEINT SEIR model

import numpy as np
from scipy.integrate import odeint
import matplotlib.pyplot as plt

b = 0.01
mu = 0.02
ep = 0.2

def seir(x,tm):

s=x[0]

i=x[1]

e=x[2]

r=x[3]
dsdt=—bxsxinf
dedt=Db#sxi—exep
didt=e*xep—muxi
drdt=musxi

return [dsdt,didt,dedt,drdt]

x0=[45,1,0,0]
t=np.linspace(0,140,1000)

x=odeint(seir,x0,tm)

plt.suptitle(’SIR, model, ’+r’$\beta$="+str(b)+ r" $\mu$=" +str(mu)
~+1’$\epsilon, $="+str(ep))

plt.plot(t,s,’#177c99ff" label=r'$s_ t$’)

plt.plot(t,i,’#ed4145fF label=r"$i_ t$’)

plt.plot(t,r,#44bd7bfl’ label=r"$r_ t$’)

plt.plot(t,e,’#b17cd3ff’ label=r"$e_t$’)

plt.xlabel(’t.,(dani)’)

plt.ylabel("Populacija’)

plt.legend(loc="best’)

plt.show()

SIR na mrezi

import numpy as np

from scipy.integrate import odeint
import matplotlib.pyplot as plt
import json

import networkx as nx

import random as rd

import numpy.random as nrd

def susedi(i): #daje listu suseda cvora,cisto zbog lakseg i pedantnijeg zapisa

sus=list(g.neighbors(i))
return (sus)

beta = 0.01
mu = 0.02

pb = [1 — beta, beta] # verovatnoca prelaska s—i
pm = [1 — mu, mu] # verovatnoca prelaska i—r

N=45
g=nx.erdos_renyi_graph(N,1) #generise graf date velicine i verovatnoce formiranja veza

node_ states={}

timestep=101 #vremenski korak

li=[] #lista za infected stanja
Is=[] #lista za susceptible stanja
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Ir=[] #lista za recovered stanja

735

Stanje Vrednost koja ce beleziti stanje
Susceptible 0

Infected 1

Recovered 2

22

#definisem dictionary sa podacima o cvorovima mreze kroz koje cu da pratim susede i stanja
for i in g.nodes():
node__states[i]={}
for i in node states:
node_statesli|['t’|=0 #stanje cvora i u prethodnom trenutku
node_ statesli||'t+1’]=0 #stanje cvora iu aktuelnom trenutku
node__states|i][’susedi’]=susedi(i) #susedi cvora i

nsim=100 #broj simulacija

for sim in range(nsim):
St = {} # bice formata S={Vremenski trenutak : [susceptible stanja]}
It = {}
Rt = {}

print(sim)

#zarazimo nasumicnog nultog pacijenta
infected = rd.choice(list(node_ states.keys()))
node_ states[infected]['t’] = 1

for t in range(1,timestep):
# print (‘timestep ,t)
St[t] = []
It[t] =[]
R[t] = ]

for i in node_states:

if node_states[i]['t’] == 1: # if infected
node__states[i]['t+1’] = nrd.choice([1, 2], 1, p=pm)[0] # verovatnoca za oporavak

for j in node_ states[i][’susedi’]: # za njegove susede
if node_ states[j]['t+1’] == 0: # if stanje suseda susceptible moze se zaraziti nekom verovatnocom
node_ states[j]['t+1’]= nrd.choice([0, 1], 1, p=pb)[0]

elif node_ states[i]['t’] == 2: # ako je recovered ne moze ponovo da se inficira
node_ states[i]['t+1’] = 2

for i in node_ states:

node_ states[i]['t’] = node_ states[i][t+1’]

if node_ states[i]['t+1’] == 0:
St[t].append(0)

elif node_ states[i][t+1"] == 1:
It[t].append(1)

elif node_ states[i]['t+1"] == 2:
Rt[t].append(2)

}

in St.keys():

t] = len(Stt])
I[t] = len(It[t])
R[t] = len(Rt[t])

# print(1,’\n’list(L.values()))

Is.append(list(S.values()))
li.append(list(I.values()))
Ir.append(list(R.values()))

for k in node_states: # cisti posle svake simulacije
node_ states[k]['t’] = 0
node_states|k|['t+1’] = 0

#plotovangje

ys = np.mean(ls, axis=0) /len(list(node_states.keys())) # racuna srednje vrednosti svake kolone
yr = np.mean(lr, axis=0)/len(list(node_ states.keys()))

yi = np.mean(li, axis=0)/len(list(node_ states.keys()))
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xs = xr = xi = list(range(1,timestep))

#res = list(map(abs, test_list))
std_i=np.std(li,axis=0)/len(list(node states.keys()))
std_s=np.std(ls,axis=0)/len(list(node_states.keys()))
std__r=np.std(Ir,axis=0)/len(list(node_ states.keys()))

fig, (ax1,ax2,ax3) = plt.subplots(3)

fig.suptitle(’SIR, model, ’+1’$\beta$=’'+str(beta)+r’ $\mu$=_ +str(mu)+"\n’'+'N=_’+str(N))
ax1.plot(xs,ys,’#177c99f’ label="Network")

ax1.fill_between(xs, ys + std_s,ys — std_s, facecolor="#177c99f’, alpha=0.2)
axl.set__title(’Susceptible populacija’)

axl.legend()

ax2.plot(xi,yi,’#ed4145f1" label="Network")

ax2.fill__between(xi, yi + std_i,yi — std_i, facecolor="#ed4145f, alpha=0.2)
ax2.set_ title("Infected, populacija’)

ax2.legend()

ax3.plot(xs,yr,’ #44bd7bfl’ label="Network")

ax3.fill_between(xs, yr + std_r,yr — std_r, facecolor="#44bd7bfl’, alpha=0.2)
ax3.set_title(’"Recovered, populacija’)

ax3.legend()

axl.set( ylabel="Populacija’)
ax2.set( ylabel="Populacija’)
ax3.set(xlabel="Vreme’, ylabel="Populacija’)

plt.show()

SEIR na mrezi

import numpy as np

from scipy.integrate import odeint
import matplotlib.pyplot as plt
import networkx as nx

import random as rd

import numpy.random as nrd

def susedi(i): #daje listu suseda cvora,cisto zbog lakseg © pedantnijeg zapisa
sus=list(graph.neighbors(i))
return (sus)

beta = 0.05
mu = 0.07
ep = 0.3

N=45
timestep = 100

graph=nx.fast__gnp_random__graph(N,1)

Stanje Vrednost koja ce beleziti stanje
Susceptible 0

Infected 1

Ezposed 2

Recovered 3
1)

node_ states = {}

for i in graph.nodes():
node_ states[i] = {}

for i in node_states:
node_states|i]['t’] = 0
node_statesli|]|'t+1] = 0
node_ states[i][’susedi’] = susedi(i)

pb = [1 — beta, beta] # verovatnoca prelaska e—i
pm = [1 — mu, mu] # verovatnoca prelaska i—r
pe = [1 — ep, ep] #verovatnoca prelaska s—e

[
[
{

— — —

S
r
i
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le =

for sim in range(100):
print(sim)
St = {} # bice formata S={Vremenski trenutak : [susceptible stanja]}
t j—

infected = rd.choice(list(node_ states.keys()))
node__states[infected]['t’] = 1
for t in range(timestep):

St[t] = ]

Itft] =[]

Et[t] = ]

Rtt] = []

for 1 in node_states:

# prvo proverimo jel ima susede uopste

if node_ states[i]['t’] == 1: # if infected
node_ states[i]['t+1’] = nrd.choice([1, 3], 1, p=pm)[0] # verovatnoca za oporavak

for j in node_ states[i]['susedi’]: # za njegove susede
if node_ states[j]['t+1’]== 0: # if stanje suseda susceptible moze se zaraziti nekom verovatnocom i
< postati exposed
node_ states[j]['t+1’] = nrd.choice([0, 2], 1, p=pb)[0]

elif node_ states[i]['t"] == 2:
node__states[i]['t+1’] = nrd.choice([2, 1], 1, p=pe)

elif node_ states[i]['t’] == 3: # ako je recovered ne moze ponovo da se inficira
node_ states[i]['t+1’] = 3

for i in node states:
node__states[i]['t’] = node_ states[i]["t+1’]
if node_ states[i][t+1’] == 0:
St[t].append(0)

elif node_ states[i]['t+1'] == 1:
It[t].append(1)
elif node_ states[i]['t+1'] == 2:

i
Et[t].append(2)

elif node_ states[i]['t+1"]== 3:
Rt[t].append(3)

S={}
I={}
E={}
R ={}
for t in St.keys():

S[t] = len(St[t])

I[t] = len(It[t])

R[t] = len(Rt[t])

E[t] = len(Et[t])
Is.append(list(S.values()))
li.append(list(I.values()))
Ir.append(list(R.values()))
le.append(list(E.values()))

for k in node_ states: # cisti posle svake simulacije
node_states[k]['t’] = 0
node_states|k|['t+1’] = 0

#plotovanje

yS = np.mean
yr = np.mean
yi = np.mean
ye = np.mean

)
)

)

A~

Is, axis=0) / len(list(node_ states.keys()
Ir, axis=0) / len(list(node_ states.keys()
li, axis=0) / len(list(node_ states.keys())
le, axis=0) / len(list(node_states.keys()

P
N NN

xs = xr = xi = xe =list(range(1,timestep))
print(len(list(node_states.keys())))
std__i=np.std(li,axis=0)/len(list(node_ states.keys()))
std__s=np.std(ls,axis=0)/len(list(node_ states.keys()))
std__e=np.std(le,axis=0)/len(list(node_ states.keys()))
std__r=np.std(lr,axis=0)/len(list(node_ states.keys()))

fig, axs = plt.subplots(2, 2)
fig.suptitle('SEIR. model, /+1'$\beta$=_’+str(beta)+r’ $\mu$=’+str(mu) +r’ $\epsilon$=’+str(ep) + \n’ +'N=,
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— '+str(N))
axs[0, 0].plot(xs,ys,color="#177c99{l’ label="Network")
axs|0, 0].fill_between(xs, ys + std_s,ys — std_s, facecolor="#177c99fl’, alpha=0.15)
axs|0, 0].set__title(’Susceptible_populacija’)
axs|0,0].legend|()
axs[0, 1].plot(xe,ye,color="#b17cd3f’,]label="Network’)
axs|0, 1].fill__between(xe, ye + std_e,ye — std__e, facecolor="#b17cd3fl’, alpha=0.15)
axs|0, 1].set__title("Exposed, populacija’)
axs|0,1].legend()
axs[1, 0].plot(xi,yi,color="#ed4145{f’ label="Network")
axs[1, 0].fill_between(xi, yi + std_i,yi — std_i, facecolor="#ed4145{’, alpha=0.15)
axs[1, 0].set__title('Infected populacija’)
axs[1,0].legend()
axs[1, 1].plot(xr,yr,color="#44bd7bfl’ ,label="Network")
axs|1, 1].fill_between(xr, yr + std_r,yr — std_r, facecolor="#44bd7bfl’, alpha=0.15)
axs|1, 1].set__title("Recovered populacija’)
axs|1,1].legend()

for ax in axs.flat:
ax.set(xlabel="Vreme’, ylabel="Populacija’)

plt.show()

Ry na mrezi SIR

import math

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
import networkx as nx

import random as rd

import numpy.random as nrd
from collections import Counter

def susedi(i):
sus=list(g.neighbors(i))
return (sus)

N=100
beta = 0.1
mu = 0.2

g=nx.erdos_renyi_graph(N,1)

#print(g.degree())
node_ states={}

pb = [1 — beta, beta] # verovatnoca prelaska s—i
pm = [1 — mu, mu] # verovatnoca prelaska i—r

timestep=101

for i in g.nodes():
node__states[i]|={}

for i in node states:
node__statesli]['t’]=0
node__statesli|['t+1’]=0
node__states|i|[’susedi’]=susedi(i)

nsim=1000
RO = ]

for sim in range(nsim):

print(sim)

infected = rd.choice(list(node_ states.keys()))
node__states[infected]['t’] = 1

r0=0

stop=0

for t in range(1,timestep):
for i in node_states:

if node_ states[i]['t’] == 1: # if infected
node_ states[i]['t+1’] = nrd.choice([1, 2], 1, p=pm)[0] # verovatnoca za oporavak
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for j in node_ states[i|[’susedi’]: # za njegove susede
if node_ states[j]['t+1’] == 0: # if stanje suseda susceptible moze se zaraziti nekom verovatnocom
st=nrd.choice([0, 1], 1, p=pb)[0]
node_ states[j]['t+1']= st
if i==infected and st ==
r0=r0+1

elif node_ states[i]['t"] == 2:
node_ states[i]['t+1"] = 2

if node_ states|infected]['t+1’]==2:
stop=1
if stop==1:
break
for i in node_ states:
node_ states[i][’t’] = node_ states[i][t+1’]
RO.append(r0)
for k in node_ states: # cisti posle svake simulacije
node_ states[k]['t’] = 0
node_states|k|['t+1"] = 0

fr=Counter(R0)

for f in fr:
fr[f]=fr[f] /nsim

print(np.mean(R0))
print (np.std(RO0))

print()
lists = sorted(fr.items())

X, y = zip(xlists)

plt.suptitle("RO_SIR, model’+1r’$\beta$=’'+str(beta)+r’ $\mu$=_’+str(mu))
plt.bar(x,y,color="#267bb8cf’ ,edgecolor="#001321cf’)

plt.xlabel"RO—Broj sekundarnih, slucajeva’)

plt.ylabel ("Frekfrencija’)

plt.show()

Ry na mrezi SEIR

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
from collections import Counter
import networkx as nx

import random as rd

import numpy.random as nrd

def susedi(i):
sus=list(graph.neighbors(i))
return (sus)

N=100

beta = 0.1
mu = 0.2
ep = 0.3

timestep = 1000

graph=nx.fast__gnp_random_ graph(N,1)
node_ states = {}
for i in graph.nodes():
node_ states[i] = {}
for i in node states:
node_states|i]['t’] = 0
node_statesli|]['t+1] = 0
node_ states[i][’susedi’] = susedi(i)

pb = [1 — beta, beta]

pm = [1 — mu, mu]
pe = [1 — ep, ep]
Ro=[
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nsim=1000
for sim in range(nsim):
print(sim)

infected = rd.choice(list(node_ states.keys()))
node_ states[infected]['t’] = 1

r0=0

exposed=(]

stop=0

for t in range(1,timestep):

for i in node_states:
if node_ states[i]['t’] == 1: # if infected
node_ states|[i]['t+1’] = nrd.choice([1, 3], 1, p=pm)[0] # verovatnoca za oporavak

for j in node_ states[i]['susedi’]: # za njegove susede
if node_ states[j]['t+1’]== 0: # if stanje suseda susceptible moze se zaraziti nekom verovatnocom i
< postati exposed
st1= nrd.choice([0, 2], 1, p=pb)][0]
node_ states[j]['t+1'] = stl
if i==infected and st1==2:
exposed.append(j)

elif node_ states[i]['t’] == 2:
st2=nrd.choice([2, 1], 1, p=pe)
node__states[i][t+1’] = st2

if i in exposed and st2==1:
r0=r0+41

elif node_ states[i]['t"] == 3:
node_ states[i]['t+1’] = 3

if node_ states[infected]['t+1']==3:
stop=1

if stop==1:
break
for i in node states:
node_ states[i]['t’] = node_ states[i][t+1’]

RO.append(r0)

for k in node_ states: # cisti posle svake simulacije
node_ states[k]['t’] = 0
node_ states|k|['t+1’] = 0

fr=Counter(R0)

for f in fr:
fr[f]=fr[f] /nsim

print(np.mean(R0))
print (np.std(RO0))

lists = sorted (fr.items())
X, y = zip(xlists)

print(y)

plt.suptitleCSEIR, model,  +1’$\beta$=’+str(beta)+r’ $\mu$=’+str(mu) + r’ $\epsilon$= " + str(ep))
plt.bar(x, y,color="#267bb8cf’,edgecolor="#001321cf’)

plt.xlabel'RO—Broj sekundarnih, slucajeva’)

plt.ylabel ("Frekfrencija’)

plt.show()
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Socijalno distanciranje (od prvog dana) SIR

import json

import numpy as np

import matplotlib. pyplot as plt
import random as rd

import numpy.random as nrd

def rmsoc(sus,proc): #funkcija koja uklanja kontakte uw zavisnosti od procenta
rd=int(len(sus)*proc,/100)
newsus=sus
if rd!=len(sus):
newsus=np.ndarray.tolist(nrd.choice(sus,len(sus) —rd,replace=False))
else:
NeWSUS=Newsus
return newsus

proc=[0,20,30,40,50,60,70,80]

timestep = 100

beta=0.05
mu=0.07

pb=[1—beta,beta] #verovatnoca prelaska s—i
pm=[1—mu,mu] #verovatnoca prelaska i—r

node_states = json.load(open('2 RHOM dict.txt")) #otvara fajl sa podacima mreze
ns_copy = json.load(open("2_RHOM dict.txt"))
ips={}

for pr in proc:

ipsfpr|={}
print(pr)
Is =[]
11“ =]

I

#node__states=ns__copy
77 # koristiti ovo parce ako se mreza generise pre simulacije
for i in node__states:
for t in range(timestep):
node__states[iJ[’susedi’J[t] = ns__copy[i][’susedi’|[t]
node__states[iJ[’susedi’J[t] = rmsoc(node__states[i][ susedi’][t], pr)

235

for sim in range(100):
print(/////////[+str(sm) -
St = {{}} # bice formata S={Vremenski trenutak : [susceptible stanja]}
It =
Rt = {}

#koristiti ovo parce ako se mreza gemerise u svakoj simulaciji
for i in node_states:
for t in range(timestep):
node__states|[i][’susedi’][t]=ns__copy|i]['susedi’][t]
node__states|i][’susedi’][t| = rmsoc(node__states][i][’susedi’][t],pr)

infected = rd.choice(list(node_ states.keys()))
node_ states[infected]['t’] = 1

for t in range(1,timestep):

St[t] = [
It[t] = []
Reft] =[]
for 1 in node states:
if node_ states[i][’susedi’][t] = []: #ako ima susede u tom trenutku,za svaki slucaj

if node_ statesli]['t’] == 1:
node__states[i]['t+1’] = nrd.choice([1, 2], 1, p=pm)][0]

for j in node_ states|i][’susedi’][t — 1]:

if node_ states[j]['t+1’] == 0:
node_ states[j][’t+1’] = nrd.choice([0, 1], 1, p=pb)[0]
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elif node_ states[i]['t"] == 2:
node_ states|i]['t+1’] = 2

elif node_ states[i]['susedi’][t] == []:
if node_ states[i]['t’] == 1:
node_ states[i]['t+1’] = nrd.choice([1, 2], 1, p=pm)][0]

elif node_ states[i]['t"] == 2:
node_ states[i][t+1'] = 2

node_ states[i]['t’] = node_ states[i][t+1’]
for i in node states:

if node_ states[i]['t+1’] == 0:
St[t].append(0)

elif node_ states[i]['t+1"] == 1:
It[t].append(1)
elif node_ states[i]['t+1"] == 2:
Rt[t].append(2)
S ={}
I={}
R ={}
for t in St.keys():
S[t] = len(St[t])
I[t] = len(It[t])
R[t] = len(Rt][t])

Is.append(list(S.values()))
li.append(list(I.values()))
Ir.append(list(R.values()))

for k in node_ states: # cisti posle svake simulacije
node_ states[k]['t’] = 0
node_ states|k|['t+1"] = 0

ys = np.mean(ls, axis=0) / len(list(node_ states.keys()))
yr = np.mean(Ir, axis=0) / len(list(node_ states.keys()))
yi = np.mean(li, axis=0) / len(list(node_ states.keys()))

ips[pr][’S’]=ys
ips[pr|['T']=yi
ips[pr|['R’]=yr

markersz[’o”’v777/\”’s’77p7’7P7"X7’7D7:|

x=list(range(1,timestep))

fig, (ax1,ax2,ax3) = plt.subplots(3)

fig.suptitle(’SIR model ’+1’$\beta$="+str(beta)+1’ $\muS='+str(mu) )

for pr in range(8):
ax1.plot(x,ips[proc|pr]]['S’],’#177c99{l’ marker=markers|pr],markeredgecolor="#0e5468fl" ;markevery=3,label=str(
— proc|pr])+'%’
ax2.plot(x,ips[proc[pr]|['T’], '#ed4145ff’, marker=markers[pr|,markeredgecolor="#bb2226f" markevery=3, label=
— str(proc[pr]) + '%’)
ax3.plot(x, ips[proc[pr]][R’], '#44bd7bfl’, marker=markers[pr],markeredgecolor="#009d6bfl" markevery=3, label=

— str(proc[pr]) + %’

ax1.set( ylabel="Populacija’)

ax1.set_ title(’Susceptible_populacija’)
ax1.legend()

ax2.set_ title('Infected populacija’)
ax2.legend()

ax2.set( ylabel="Populacija’)
ax3.set_title("Recovered, populacija’)
ax3.legend()

ax3.set(xlabel="Vreme’, ylabel="Populacija’)

plt.show()
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Socijalno distanciranje (od prvog dana) SEIR

import json

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
import networkx as nx
import random as rd

import numpy.random as nrd

def rmsoc(sus,proc): #funkcija koja uklanja kontakte u zavisnosti od procenta
rd=int(len(sus)*proc/100)
NeWSus=sus
if rd!=len(sus):
newsus=np.ndarray.tolist(nrd.choice(sus,len(sus)—rd,replace=False))
else:
NewSus=newsus
return newsus

proc=[0,20,30,40,50,60,70,80]
timestep = 100

beta=0.05

mu=0.07

ep=0.3

pb=[1—beta,beta]

pm=[1—mu,mu]

pe=[1—ep,ep]

node_ states = json.load(open("2__RHOM_ dict.txt"))
ns_copy = json.load(open("2__RHOM_ dict.txt"))

ips={}_

for pr in proc:
ips[pr]—{}
print(pr)
Is = ]
Ir = ||
li =]
le = ]

777 #koristiti ovo parce ako se mreza generise pre simulacija
for i in node__states:
for t in range(timestep):
node__states[if[’susedi’J[t] = ns__copy[i][’susedi’][t]
node__states[i][’susedi’[[t] = rmsoc(node__states[i['susedi’][t], pr)
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for sim in range(100):

g{iilt(’//////////’+Str(sim))

for i in node_states:
for t in range(timestep):
node_ states|i]['susedi’]|
node_ states|i|['susedi’]|

t] = ns__copyl[i]['susedi’][t]

t| = rmsoc(node_ states|i|[’susedi’][t], pr)
infected = rd.choice(list(node_ states.keys()))

node_ states[infected]['t’] = 1

for t in range(1,timestep):

St[t] = ]
It[t] = []
Et[t] =]
Rt[t}_ = [l
for i in node states:

if node_ states[i][’susedi’][t] = []:

if node_ states[i]['t’] == 1:
node_states[i]['t+1’] = nrd.choice([1, 3], 1, p=pm)][0]

for j in node_ states[i][’susedi’|[t — 1]:
if node_states[j]['t+1’] == 0:
node_ states[j][’t+1’] = nrd.choice([0, 2], 1, p=pb)[0]
elif node_ states[i]['t’] == 2:
node__states[i|['t4+1’] = nrd.choice([2, 1], 1, p=pe)

55




elif node_ states[i]['t’] == 3:
node_ states[i]['t+1’] = 3

elif node_ states[i]['susedi’][t] == []:
if node_ states[i]['t’] ==
node__states[i]['t+ } = nrd choice([1, 3], 1, p=pm)|[0]

elif node_ states[i]['t"] == 3:
node_ states[i][t+1'] = 3

for i in node states:

node_ states[i][’t’] = node states[][t+1}

if node_ states[i]['t+1’] =
St[t].append(0)

elif node_ states[i]['t+1’] =
It[t].append(1)

elif node_ states[i]['t+1’] ==
Et[t].append(2)

elif node_ states[i]['t+1’] ==
Rt[t].append(3)

S={}

I={}

E={}

R ={}

for t in St.keys():
S[t] = len(St[t])
I[t] = len(It[t])
R[t] = len(Rtt])
E[t] = len(Et[t])

Is.append(list(S.values()))
li.append(list(I.values()))

Ir.append(list(R.values()))
le.append(list(E.values()))

for k in node_ states: # cisti posle svake simulacije
node_ states[k]['t’] = 0
node_ states[k|['t+1’] = 0

ys = np.mean(ls, axis=0) / len(list(node_ states.keys()))
yr = np.mean(lr, axis=0) / len(list(node_ states.keys()))
yi = np.mean(li, axis=0) / len(list(node_states.keys()))
ye = np.mean(le, axis=0) / len(list(node_ states.keys()))

ips[pr|[’S’]=ys
ips|pr|[T']=yi

ips|pr|['E’]=ye
ips|pr|['R’|=yr

markerSZ[7o7’7v7’7A7’7S777p777P77’X?,’D’]
x=list(range(timestep))
fig, axs = plt.subplots(2, 2)
fig.suptitle('SEIR, model’ +1’$\beta$=’'+str(beta)+r’ $\mud=_’+str(mu) + r’ $\epsilon$= + str(ep))
for pr in range(8):
axs[0, 0].plot(x,ips[proc[pr]]['S’], #177c99{f’,; marker=markers[pr],markeredgecolor="#0e5468{f",;markevery=3,label=
— str(proc[pr])+'%’)
axs|0, 1].plot(x,ips[proc[pr]|]['T], ’#ed4145ff’ marker=markers[pr],markeredgecolor="#bb2226f" markevery=3,
< label=str(proc|pr]) + %
axs(1, 0].plot(x, ips[proc[p ]][’E’] ’#8643b0ff’ marker=markers[pr]|, markeredgecolor="#8341acff", markevery=3,
< label=str(proc[pr]) + %
axs[1, 1].plot(x, ips[proc[p H[’R’] ’#44bd7bff’ marker=markers[pr],markeredgecolor="#009d6bff" markevery=3,
— label=str(proc[pr]) + %

.set__title("Recovered, populacija’)
Jegend()

axs
axs

axs[0, 0].set__title(’Susceptible_populacija’)
axs|0, 0].legend()
axs|0, 1].set__title(’Infected jpopulacija’)
axs[0, 1].legend()
axs[1, 0].set__title("Exposed, populacija’)
axs[1, 0].legend()

1,1 (

1,1

for ax in axs.flat:
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ax.set(xlabel="Vreme’, ylabel="Populacija’)

‘ plt.show()

Socijalno distanciranje (od t¢,,-tog dana) SIR

import json

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
import random as rd

import numpy.random as nrd

def rmsoc(sus,proc): #funkcija koja uklanja kontakte u zavisnosti od procenta
rd=int(len(sus)*proc/100)
Newsus=sus
if rd!=len(sus):
newsus=np.ndarray.tolist(nrd.choice(sus,len(sus)—rd,replace=False))
else:
Newsus=newsus
return newsus

proc=[0,20,30,40,50,60,70,80]

timestep = 100

tm=>5 #trenutak u kome krece redukcija mreze
beta=0.05

mu=0.07

pb=[1—beta,beta] #verovatnoca prelaska s—i
pm=[l—mu,mu] #verovatnoca prelaska i—r

node_states = json.load(open("2_RHOM_ dict.txt"))
ns__copy = json.load(open("2_RHOM_ dict.txt"))

ips={}

for pr in proc:

ips[pr/={}
print(pr)
Is = ]

I

lr;
=]

#koristiti ovo parce ako je u svakoj simulaciji ista mreza
for i in node_ states:
for t in range(timestep):
node_ states][i][’susedi’][t] = ns_ copy][i]['susedi’][t]
if t >= tm:
node_ states|[i][’susedi’][t] = rmsoc(node_ states[i][’susedi’][t], pr)

for sim in range(100):

grmt( /1/1]]]]] ] +str(sim))

} # bice formata S={Vremenski trenutak : [susceptible stanja]}

# koristiti ovo parce ako je u svakoj simulaciji nova mreza
for i in node__states:
for t in range(timestep):
node__states[i][’susedi’][t]=ns__copy[i][’susedi’][t]
if t>=tm:
node__states[i][’susedi’J[t] = rmsoc(node__states[i]['susedi’J[¢],pr)
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infected = rd.choice(list(node_ states.keys()))
node_ states[infected]['t’] = 1
for t in range(1,timestep):

St[t] =

Ieft] = []

Re[t] = ]

for i in node_ states:
if node_ statesli][’susedi’][t] != []: # prvo proverimo jel ima susede uopste
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if node_ states[i]['t’] == 1: # if infected
node_ states|i][’ t—l—l ] = nrd.choice([1, 2], 1, p=pm)[0] # verovatnoca za oporavak

for j in node_ states[i][’susedi’ ][t — 1]: # za njegove susede
if node_ states[j]['t+1’] == 0: # if stanje suseda susceptible moze se zaraziti nekom
< werovatnocom ¢ postati exposed
node_ states[j][’t+1’] = nrd.choice([0, 1], 1, p=pb)[0]

elif node_ states[i]['t"] == 2
node_ states[i][t+1’] =

elif node_ states[i][’susedi’][t] == []:

if node_ statesl[i]['t’] == 1:
node_states[i]['t+1’] = nrd.choice([1, 2], 1, p=pm)][0]

elif node_ states[i]['t’]
node_ states|i]['t+1’]

for i in node_states:
node_ states[i][’t’] = node_ states[i]['t+1’]
if node_states[i]['t+1"] == 0:
St[t].append(0)

elif node_ states[i]['t+1"] == 1:
It[t].append(1)
elif node_ states[i]['t+1"] == 2:

Rt[t].append (2)

S={}

I={}

R={}

for t in St.keys():
S[t] = len(St[t])
It] = len(It[t])

R[]t]:: len(Rt[t])

Is.append(list(S.values()))
li.append(list(I.values()))
Ir.append(list(R.values()))

for k in node_ states: # cisti posle svake simulacije
node_ states[k]['t’] = 0
node_ states|k|['t+1"] = 0

ys = np.mean(ls, axis=0) / len(list(node_ states.keys()))
yr = np.mean(lr, axis=0) / len(list(node_ states.keys()))
yi = np.mean(li, axis=0) / len(list(node_states.keys()))

ips[pr][’S’]=ys
ips|pr|[ T']=yi
ips|pr||'R’]=yr

markers:[7o777 77A777b7 7p7 7P7 7X7 7D]
x=list(range(1,timestep))

for pr in range(8):
plt. plot(x 1ps[proc[pr]][’1’] "#ed4145f, marker=markers|pr|,markeredgecolor="#bb2226fl" markevery=3, label=str

< (proc[pr]) + "%’)

plt.title"SIR. model /+r’$\beta$=,’+str(beta)+r’ $\mu$=_’'+str(mu)+’\n’+r’$t_ m$=’+str(tm)+ " Pre" )
plt.legend|()

plt.xlabel(’Vreme’)

plt.ylabel("Populacija’)

plt.show()
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Socijalno distanciranje (od t¢,,-tog dana) SEIR

import json

import numpy as np

import matplotlib. pyplot as plt
import networkx as nx
import random as rd

import numpy.random as nrd

def rmsoc(sus,proc): #funkcija koja uklanja kontakte u zavisnosti od procenta
rd=int(len(sus)*proc/100)
Newsus=sus
if rd!=len(sus):
newsus=np.ndarray.tolist(nrd.choice(sus,len(sus) —rd,replace=False))
else:
NeWSUS=Newsus
return newsus

proc=[0,20,30,40,50,60,70,80]

timestep = 100
tm=20

beta=0.05
mu=0.07

ep=0.3
pb=[1—beta,beta]
pm=[1—mu,mu]
pe=[1—ep,ep]

node_states = json.load(open('2 _RHOM dict.txt"))
ns_copy = json.load(open("2_RHOM _dict.txt"))

ips={}

for pr in proc:

ips[pr={)
print(pr)
Is =]
Ir = ||
i =]
le = ]

for i in node_ states:
for t in range(timestep):
node_ states[i][’susedi’][t] = ns__copy[i][’susedi’][t]
ift >= tm:
node_ states|[i][’susedi’][t] = rmsoc(node_ states][i][’susedi’][t], pr)

for sim in range(100):

print(’////////]/ +str(sim))

St = {} # bice formata S={Vremenski trenutak : [susceptible stanja]}

for i in node__states:
for t in range(timestep):
node states[z][’susedz’][t] = ns__copy[i][’susedi’][t]
if t >=tm:
node__states[iJ[’susedi’J[t] = rmsoc(node__states[i][ susedi’][t], pr)
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infected = rd.choice(list(node_ states.keys()))
node_ states[infected]['t’] = 1
for t in range(1,timestep):
St[t] =
Ig[t] = ]
Et[t} []
Reft] =[]

for i in node states:

if node_ states[i][’sused?’][t] = []: # prvo proverimo jel ima susede uopste
if node_states[i]['t’] == 1: # if infected
node_ states[i]['t+1’] = nrd.choice([1, 3], 1, p=pm)[0] # verovatnoca za oporavak

for j in node_ states[i][’susedi’][t — 1]: # za njegove susede

if node_ states[j]['t+1’] == 0: # if stanje suseda susceptible moze se zaraziti nekom
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< wverovatnocom ¢ postati exposed
node_states[j]['t+1’] = nrd.choice([0, 2], 1, p=pb)[0]

elif node_ states[i]['t"] == 2:
node_ states|i]['t+1’ } = nrd. choice([2, 1], 1, p=pe)

elif node_ states[i]['t’] == 3:
node_ states[i]['t+1’] = 3

elif node_ states[i]['susedi’][t] == []:

if node_ states[i]['t’] ==
node_ states[i]['t+ } = nrd choice([1, 3], 1, p=pm)][0]

elif node_ states[i]['t"] == 3:
node_ states[i][t+1'] = 3

for i in node_ states:
node_ states[i][’t’] = node states[ 17t+17]
if node_ states[i]['t+1’] == 0:
St[t].append(0)

elif node_ states[i]['t+1"] == 1:
It[t].append(1)
elif node_ states[i]['t+1"] == 2:
Et[t].append(2)
elif node_ states[i]['t+1’] == 3:
Rt[t].append(3)
S={}
I={}
E={}
R={}
for t in St.keys():
S[t] = len(St[t])
It] = len(It[t])
R[t] = len(Rt][t])

Is.append(list(S.values()))
li.append(list(I.values()))

Ir.append(list(R.values()))
le.append(list(E.values()))

for k in node__states: # cisti posle svake simulacije
node_ states[k]['t’] = 0
node_ states[k|['t+1’] = 0

ys = np.mean(ls, axis=0) / len(list(node_ states.keys()))
yr = np.mean(lr, axis=0) / len(list(node_ states.keys()))
yi = np.mean(li, axis=0) / len(list(node_states.keys()))
ye = np.mean(le, axis=0) / len(list(node_ states.keys()))

ips[pr|[’S’]=ys
ips|pr|['T']=yi

ips[pr|['E’]=ye
ips[pr|['R’]=yr

markers — [7077 7V77 7’\77 1577 ’p’7 71377 7x77 ,D’]
x = list(range(1, timestep))

for pr in range(8):
plt.plot(x, ips[proc[pr]][T’], '#ed4145f’, marker=markers|pr], markeredgecolor="#bb2226ff", markevery=3, label=
< str(proc[pr]) + '%’)
plt.titleCSEIR, model / +r'$\beta$=’+str(beta)+r’ $\mub='+str(mu) + r’ $\epsilon$=’ + str(ep)+’\n’'+1’
— $t_m$=+str(tm)+’ Pre’)
plt.legend()
plt.xlabel(’Vreme’)
(

plt.ylabel("Populacija’)

plt.show()
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Nosenje maski od prvog dana SIR

import json

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
import networkx as nx
import random as rd

import numpy.random as nrd

def newprob(prob,mp): #prob ce biti pb a mp verovatnoca za odgovarajucu situaciju maske
x=prob—prob*mp/100
newprob=[1—x,x]
return newprob

def maskpr(nstates,proc): #funkcija koja stavlja maske
mpop=int(len(nstates.keys())*proc/100)
masked=np.ndarray.tolist(nrd.choice(list(nstates.keys()),mpop,replace=False))
for m in masked:
nstates[m]['mask’|=True
return nstates

proc=list(range(0,80,10))
timestep = 100

beta=0.05

mu=0.07

pb=[1—beta,beta] #verovatnoca prelaska s—i
pm=[l—mu,mu] #verovatnoca prelaska i—r

node_states = json.load(open("2_RHOM_ dict.txt"))
for node in node states:
node__states[node|['mask’]=False

ips={}

for pr in proc:

ips[pr]={}
print(pr)
Is =[]

|

li

]

777 #koristiti ovo parce ako se mreza modifikuje pre simulacije
for mode in node__states:
node__states/node]['mask’] = False
maskpr(node__states, pr)
for sim in range(100):

print(’//// +str(sim))
St = {
It = {}
Rt = {}

#koristiti ovo parce ako se mreza modifikuje u svakoj situaciji
for node in node states:
node_ states[node|['mask’] = False
maskpr(node__states, pr)

infected = rd.choice(list(node_ states.keys()))
node_ states[infected]['t’] = 1
for t in range(1,timestep):

St[t] = ]

It[t] =[]

Reft] =]

for i in node_states:

if node_ states[i][’susedi’][t] != [|: #prvo proverimo jel ima susede uopste
if node_states[i]['t’] == 1: # if infected
node_ states[i]['t+1’] = nrd.choice([1, 2], 1, p=pm)[0] # verovatnoca za oporavak

for j in node_ states|i][’susedi’][t—1]: # za njegove susede
if node_ states[i]['mask’]==True and node_ states[j][' mask’]==True:
if node_ states[j]['t+1’]==0:
node_states[j]['t+1’]= nrd.choice([0, 1], 1, p=newprob(beta,98.5))[0]
elif node_ states[i]['mask’]==False and node_ states[j]['mask’|==True:
if node_ states[j]['t+1’] ==0:
node_states[j]['t+1’]= nrd.choice([0, 1], 1, p=newprob(beta, 70))[0]
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elif node_ states[i]['mask’ ::True and node_states[j]['mask’]==False:
if node_ states[j]['t+1’] =
node_ states|j]['t+1’] = nrd.choice([O, 1], 1, p=newprob(beta,95))[0]

else:
if node_states[j][t+1’] == 0:
node__states[j]['t+1’] = nrd.choice([0, 1], 1, p=pb)[0]

elif node_ states[i]['t’]
node_ states[i]['t+1’]

2:
2

elif node_ states[i][’susedi’][t] == []:

l

if node_ statesl[i][’t’

node_ states|i ][1[

]
17

[t
t+ rd.choice([1,2], 1, p=pm)][0]

elif node_ states[i]['t’]
node_ states|[i]["t+1

I
Il
(NN

]

for i in node_states:

node__states|[i][’t’]=node__ states[l][ t+1']

if node_ statesli]['t+1’] =
St append(0)

elif node_ states[i]['t+1"] == 1:
It[t].append(1)

elif node_ states[i]['t+1"]== 2:
Rt[t].append(2)

S={}
I={}
R ={}
for t in St.keys():
S[t] = len(St[t])
I[t] = len(It[t])
R[t] = len(Rt[t])

Is.append(list(S.values()))
li.append(list(I.values()))
Ir.append(list(R.values()))

for k in node states:
node_states[k|['t’] = 0
node_states|k||['t+1’] = 0

ys = np.mean(ls, axis=0) / len(list(node_ states.keys()))
yr = np.mean(Ir, axis=0) / len(list(node_ states.keys()))
yi = np.mean(li, axis=0) / len(list(node_ states.keys()))

ips[pr][’S’]=ys
ips[pr|['T']=yi
ips[pr|['R’]=yr

markers_[70777V7’7A777s7’7p777P777X777D7]

x=list(range(1,timestep))

fig, (ax1,ax2,ax3) = plt.subplots(3)

fig.suptitle(’SIR_model /+1’$\beta$=_"+str(beta)+1r’ $\mu$='+str(mu) )

for pr in range(len(proc)):
ax1.plot(x,ips[proc[pr]]['S’], #177c99fl’, marker=markers[pr],markeredgecolor="#0e5468f" markevery=3 label=str(
— proc[pr])+'%
ax2.plot(x, 1ps[proc[pr}][ I] '#ed4145fF’, marker=markers|pr|,markeredgecolor="#bb2226f" markevery=3, label=
— str(proc[pr]) + '%’)
ax3.plot(x, ips[proc[pr]][R’], '#44bd7bfl’, marker=markers[pr],markeredgecolor="#009d6bfl",;markevery=3, label=
— str(proc[pr]) + '%’)

ax1.set( ylabel="Populacija’)

ax1.set_ title(’Susceptible populacija’)
ax1.legend()

ax2.set__title("Infected _populacija’)
ax2.legend|()

ax2.set( ylabel="Populacija’)
ax3.set_title("Recovered, populacija’)
ax3.legend()

ax3.set(xlabel="Vreme’, ylabel="Populacija’)

plt.show ()
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Nosenje maski od prvog dana SEIR

import json

import numpy as np

import matplotlib. pyplot as plt
import networkx as nx
import random as rd

import numpy.random as nrd

def newprob(prob,mp): #prob ce biti pb a mp verovatnoca za odgovarajucu situaciju maske
x=prob—probxmp/100
newprob=[1—x,x]
return newprob

def maskpr(nstates,proc):
mpop=int(len(nstates.keys())*proc/100)

masked=np.ndarray.tolist(nrd.choice(list(nstates.keys()),mpop,replace=False))
for m in masked:

nstates[m]['mask’|=True
return nstates

proc=list(range(0,80,10))
timestep = 100
beta=0.05
mu=0.07
ep=0.3
pb=[1—beta,beta] #verovatnoca prelaska s—i
pm=[l—mu,mu] #verovatnoca prelaska i—r
pe={1—cp.ep]
node_states = json.load(open("2_RHOM _ dict.txt"))
for node in node_ states:
node_ states[node][’mask’]=False

ips={}

for pr in proc:

ips[pr]={}
print(pr)
b=
Ir = ||
=
le = |
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for node in node__states:
node__states[node['mask’] = False

maskpr(node__states, pr)

for sim in range(100):

St = {}
It = {J
Rt =1}
Bt = {}

for node in node states:
node_ states[node|['mask’] = False

maskpr(node_states, pr)

infected = rd.choice(list(node_ states.keys()))
node_ states[infected]['t’] = 1
for t in range(1,timestep):
St[t] =
It[t] =
Reft] =[]
Etft] =[]
for i in node_ states:
if node_ states[i][’susedi’][t] != []:
if node_ statesli]['t’] ==
node_ states[i]['t+ } = nrd.choice([1, 3], 1, p=pm)[0]
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for j in node_ states[i|[’susedi’] [t -1}
if node_ states[i]['mask’] == True and node_ states[j]['mask’] == True:
if node_ states[j]['t+1'] == 0:
node_ states|[j][’ t+1] = nrd. choice([0, 2], 1, p=newprob(beta, 98.5))[0]
elif node_ states[i]['mask’] == False and node states[]][ mask’] == True:
if node_ states[j]['t+1"] =
node__states|[j][’ t+1] = nrd choice([0, 2], 1, p=newprob(beta, 70))[0]
elif node_ states[i]['mask’] == True and nodeistates[J][ mask’] == False:
if node_ states[j]['t+1’] =
node__states[j][t+1'] = nrd.choice([O7 2], 1, p=newprob(beta, 95))[0]

else:
if node_ states[j]['t+1’] == 0:
node_ states[j]['t+1’] = nrd.choice([0, 2], 1, p=pb)[0]
elif node_ states[i]['t"] == 2:

node_ states[i|['t4+1’] = nrd.choice([2, 1], 1, p=pe)

elif node_ states[i]['t’] == 3:
node_ states[i|][t+1'] = 3

elif node_ states[i][’susedi’][t] == []:

if node_ statesli]['t’] ==
node_ states[i]['t+ } nrd.choice([1, 3], 1, p=pm)][0]

elif node_ states[i]['t’] ==
node_ states[i|['t+1’] =

for i in node_ states:

node_ states[i]['t’]=node_ states[i]['t+1’]

if node_ states[i]['t+1"] == 0:
St[t].append(0)

elif node_ states[i]['t+1"] == 1:
It[t].append(1)

elif node_ states[i]['t+1’]== 3:
Rt[t].append(3)

elif node_ states[i]['t+1"]== 2:
Et[t].append(2)

S={}

I={}

R ={}

E={}

for t in St.keys():
S[t] = len(St[t])
I[t] = len(It[t])
R[t] = len(Rtt])
E[t] = len(Et[t])

Is.append(list(S.values()))
li.append(list(I.values()))

Ir.append(list(R.values()))
le.append(list(E.values()))

for k in node states:
node_ states[k]['t’] = 0
node_states|k|['t+1’] = 0
ys = np.mean(ls, axis=0) / len(list(node_ states.keys()))
yr = np.mean(lr, axis=0) / len(list(node_ states.keys()))
yi = np.mean(li, axis=0) / len(list(node_ states.keys()))
ye = np.mean(le, axis=0) / len(list(node_ states.keys()))

ips[pr|['S’] = ys
ipspr|['T] = yi
ips[pr|['E’] = ye
ips[pr]['R’] = yr
markers — [7077 7\]7 7’\77 ‘a? 7 b 7P7 7X7 7D]

X = list(range(l,tlmebtep))
fig, axs = plt.subplots(2, 2)
fig.suptitle('SEIR. model’ 4+ r’$\beta$=,, + str(beta) + r’ $\mu$= + str(mu) + r’ $\epsilon$=’ + str(ep))
for pr in range(8):
axs|0, 0].plot(x, ips[proc[pr]][’S’], '#177c99f’, marker=markers[pr], markeredgecolor="#0e5468f", markevery=3,
— label=str(proc[pr]) + ’%’)
axs|0, 1].plot(x, ips[proc[pr]]['T'], '#ed4145ff’, marker=markers[pr], markeredgecolor="4#bb2226ff", markevery=3,
— label=str(proc[pr]) + '%’)
axs[1, 0].plot(x, ips[proc[pr]][E’], "#8643b0fl’, marker=markers[pr], markeredgecolor="#8341acfl", markevery=3,
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— label=str(proc[pr]) + '%’)
axs[1, 1].plot(x, ips[proc[pr]][R’], '#44bd7bfl’, marker=markers[pr], markeredgecolor="#009d6bfl", markevery=3,
— label=str(proc[pr]) + '%’)

axs[0, 0].set__title(’Susceptible populacija’)
axs[0, 0].legend()

axs|0, 1].set_ title(’Infected populacija’)
axs[0, 1].legend()

axs[1, 0].set__title("Exposed, populacija’)
axs[1, 0].legend()

axs[1, 1].set_ title("Recovered populacija’)
axs[1, 1].legend()

for ax in axs.flat:
ax.set(xlabel="Vreme’, ylabel="Populacija’)

plt.show()

Nosenje maski od t,,-tog dana SIR

import json

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
import networkx as nx
import random as rd

import numpy.random as nrd

def newprob(prob, mp): # prob ce biti pb a mp verovatnoca za odgovarajucu situaciju maske
x = prob — prob x mp / 100
newprob = [1 — x, x]
return newprob

def maskpr(nstates, proc):
mpop = int(len(nstates.keys()) * proc / 100)

masked = np.ndarray.tolist(nrd.choice(list(nstates.keys()), mpop, replace=False))
for m in masked:

nstates[m]['mask’] = True
return nstates

proc = list(range(0, 80, 10))
timestep = 100

tm=5
beta = 0.05
mu = 0.07

pb = [1 — beta, beta] # verovatnoca prelaska s—i
pm = [1 — mu, mu] # verovatnoca prelaska i—r

node_ states = json.load(open('2__RHOM_ dict.txt"))
for node in node_ states:
node_ states[node]['mask’] = False

ips = {}

for pr in proc:
ipsipt] = {}
print(pr)
Is =
Ir
li

#koristiti ovo parce ako se mreza modifikuje pre simulacija
for node in node_states:
node__states[node|['mask’] = False

maskpr(node__states, pr)
for sim in range(100):
print(’////’ + str(sim))
St = {} # bice formata S={Vremenski trenutak : [susceptible stanja]}
L= {}
Rt = {}

7t koristiti ovo parce ako se mreza modifikuje u svakoj simulaciji
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for node in node__states:
node__states[node][’'mask’] = False

maskpr(node__states, pr)

infected = rd.choice(list(node__states.keys()))
node__states[infected]['t’] = 1
for t in range(1,timestep):

St[t] =

Ie[t] = ]

Rilt] =

# print("////+str(t))

ift <tm:

for i in node_states:
if node_states[i][’susedi’][t] != []:

if node_ states[i]['t’] == 1:
node_ states[i]['t+1’] = nrd.choice([1, 2], 1, p=pm)][0]

for j in node_ states[i][’susedi’][t — 1]:
if node__states[j]['t+1’] == 0:
node__states[j]['t+1’] = nrd.choice([0, 1], 1, p=pb)[0]

elif node_ states[i]['t"] == 2:
node_ states|i]['t+1"] = 2

elif node__states[i]['susedi’|[t] == []:

if node_ states[i]['t’] ==
node_ states|i]['t+ } = nrd choice([1, 2], 1, p=pm)][0]

elif node_ states[i]['t"] == 2:
node_ statesl[i]['t+1’] = 2
else:
for i in node_states:

if node_ states[i][’susedi’][t] = []: # prvo proverimo jel ima susede uopste

if node_ states[i]['t’] == 1: # if infected
node__states|i]['t4+1’] = nrd.choice([1, 2], 1, p=pm)[0] # verovatnoca za oporavak

for j in node_ states[i][’susedi’][t — 1]: # za njegove susede

if node_ states]i]['mask’] == True and node_ states[j]['mask’] == True:
if node_states[j]['t+1’] == 0:
node_ states[j]['t+1’] = nrd.choice(]0, 1], 1, p=newprob(beta, 98.5))[0]
elif node_ states[i]['mask’] == False and node_ states[j|[mask’] == True:
if node_states[j]['t+1’] == 0:
node_ states[j]['t+1’] = nrd.choice([0, 1], 1, p=newprob(beta, 70))[0]
elif node_ states[i]['mask’] == True and node_ states[j]['mask’] == False:
if node_ states[j]['t+1’] == 0:
node_ states[j]['t+1’] = nrd.choice([0, 1], 1, p=newprob(beta, 95))[0]
else:
if node__states[j]['t+1’] == 0:
node__states[j]['t+1’] = nrd.choice(]0, 1], 1, p=pb)[0]
elif node_ states[i]['t"] == 2:

node_ states|i]['t+1"] = 2

elif node_ states[i][’susedi’][t] == []:

if node_ statesli]['t’] ==
node__states|i]['t+ } = nrd choice([1, 2], 1, p=pm)|[0]

elif node_ states[i]['t"] == 2:
node_ states|i]['t+1"] = 2

for i in node_states:
node_ states[i][’t’] = node states[ 1lt+1]
if node_ states[i]['t+1’] == 0:
St[t].append(0)

elif node_ states[i]['t+1'] == 1:
It[t].append(1)
elif node_ states[i]['t+1'] == 2:

Rt[t].append(2)
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I={}

R={}

for t in St.keys():
S[t] = len(St[t])
I[t] = len(It[t])
R[t] = len(Rt[t])

Is.append(list(S.values()))
li.append(list(I.values()))
Ir.append(list(R.values()))

for k in node states:
node_states[k]['t’] = 0
node_states|k|['t+1’] = 0

ys = np.mean(ls, axis=0) / len(list(node_ states.keys())) # racuna srednje vrednosti svake kolone
yr = np.mean(Ir, axis=0) / len(list(node_ states.keys()))
yi = np.mean(li, axis=0) / len(list(node_ states.keys()))

ips[pr]['S’] = ys
ips[pr|['T’] = yi
ips[pr|['R’] = yr

markerSZ[70777V7’7’\777s7’7p777P777X777D7]
x=list(range(1,timestep))

for pr in range(8):
plt.plot(x,ips[proc[pr]]['T’], '#ed4145{F’, marker=markers[pr|,markeredgecolor="#bb2226{f" markevery=3, label=str
= (proc[pr]) + "%’

plt.title("SIR, model, /+1’$\beta$=_’+str(beta)+r’ $\mu$=_’+str(mu)+’\n’+r’$t_ m$=+str(tm)+’ Pre’ )
plt.legend()

plt.xlabel(’Vreme’)

plt.ylabel("Populacija’)

plt.show()

Nosenje maski od t,,-tog dana SEIR

import json

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
import networkx as nx
import random as rd

import numpy.random as nrd

def newprob(prob,mp): #prob ce biti pb a mp verovatnoca za odgovarajucu situaciju maske
x=prob—prob+mp/100
newprob=[1—x,x]
return newprob

def maskpr(nstates,proc):
mpop=int(len(nstates.keys())*proc/100)

masked=np.ndarray.tolist(nrd.choice(list (nstates.keys()),mpop,replace=False))
for m in masked:

nstates[m]['mask’]=True
return nstates

proc=list(range(0,80,10))

timestep = 100

tm=20

beta=0.05

mu=0.07

ep=0.3

pb=[1—beta,beta] #verovatnoca prelaska s—i

pm=[1—mu,mu] #verovatnoca prelaska i—r

pe=[l—ep,ep]

node_ states = json.load(open("2_RHOM _ dict.txt"))

for node in node states:
node__states[node|['mask’]=False

ips={}

for pr in proc:
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ips[pr]={}
print(pr)
Is = ]
Ir = |
li =]
le = ]

for node in node_states:
node_ states[node|['mask’] = False

maskpr(node__states, pr)
for sim in range(100):

St = {}
I = {)
Rt = {}
Et = {}

22

for mnode in node__states:
node__states[node/['mask’] = False

maskpr(node__states, pr)

infected = rd.choice(list(node_ states.keys()))
node_ states[infected|['t’] = 1
for t in range(1,timestep):

St[t] = ]

Itft] =[]

Rt[t] =[]

Et[t] = []

#print(//// +str(t))

if t<tm:

for i in node_ states:
if node_ statesli][’susedi’][t] = []:

if node_ statesl[i]['t’] == 1:
node__ states[i]['t+1 } = nrd.choice([1, 3], 1, p=pm)[0]
for j in node_ states[i]['susedi’ ][t -1}
if node_ states[j]['t+1’] =
node_ states|j]['t+1’] = nrd.choice([O, 2], 1, p=pb)|[0]

elif node_ states[i]['t"] == 2:
node_ states[i]['t+1’ } = nrd. choice([2, 1], 1, p=pe)

elif node_ states[i]['t’] == 3:
node_ states[i|][t+1'] = 3

elif node_ states[i][’susedi’|[t] == []:

if node_ states[i]['t’] == 1:

node_states[i]['t+1’] = nrd.choice([1, 3], 1, p=pm)][0]
elif node_ states[i]['t’] == 3:

node_ states[i]['t+1'] = 3

else:
for i in node_states:

if node_ states[i]['susedi’][t] != []:

if node_ statesli]['t’] == 1:
node__states[i][t+1 } = nrd.choice([1, 3], 1, p=pm)[0]

for j in node_ states[i][’susedi’][t — 1]:
if node_ states[i]['mask’] == True and node_ states[j]['mask’] == True:
if node_ states[j]['t+1’] == 0:
nodefstates[J][tJrl] = nrd. choice([0, 2], 1, p=newprob(beta, 98.5))[0]
elif node_ states[i]['mask’] == False and node states[J][ mask’] == True:
if node_ states[j][t+1’] == 0:
node_ states|j]['t+1 ] = nrd. choice([0, 2], 1, p=newprob(beta, 70))[0]
elif node_ states[i]['mask’] == True and node states[J][ mask’] == False:
if node_ states[j]['t+1’] == 0:
node_ states|j]['t+1 ] = nrd. choice([0, 2], 1, p=newprob(beta, 95))[0]

else:

if node_ states[j]['t+1’] == 0:
node_states[j]['t+1’] = nrd.choice(]0, 2], 1, p=pb)[0]
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elif node_ states[i]['t’] == 2:
node_ states[i|['t4+1’] = nrd.choice([2, 1], 1, p=pe)

elif node_ states[i]['t"] ==
node_ states[i][t+1’] = 3

elif node_ states[i][’susedi’][t] == []:

if node_ statesli]['t’] ==
node_ states[i][’t —&—1} = nrd choice([1, 3], 1, p=pm)][0]

elif node_ states[i]['t’] ==
node__states[i][t+1’] = 3

for i in node_ states:

node__states|[i][’t’]=node__ btates[l][ t+1']

if node_ states[i]['t+1"] == 0:
Stt].append(0)

elif node_ states[i]['t+1'] ==
It[t].append(1)

elif node_ states[i]['t+1"]== 3:
Rt[t].append(3)

elif node_ states[i]['t+1"]== 2:
Et[t].append(2)

S={}

I={}

R={}

E={}

for t in St.keys():
S[t] = len(St[t])
I[t] = len(It[t])
R[t] = len(Rt[t])
E[t] = len(Et[t])

ls.append(list(S.values()))
li.append(list(I.values()))

Ir.append(list(R.values()))
le.append(list(E.values()))

for k in node states:
node_states[k]['t’] = 0
node_ states|k|['t+1’] = 0

ys = np.mean(ls, axis=0) / len(list(node_ states.keys())) # racuna srednje vrednosti svake kolone
yr = np.mean(lr, axis=0) / len(list(node_ states.keys()))
yi = np.mean(li, axis=0) / len(list(node_states.keys()))
ye = np.mean(le, axis=0) / len(list(node_ states.keys()))

ips[pr|['S’] = ys
ips|pr|['T] = yi
ips|pr| 'E’] = ye
ips[pr|['R’| = yr
markers — [7077 7V77 7’\77 577 7.3 >P7 7x7 ’D]

x = list(range(1, timestep))

for pr in range(8):
plt.plot(x, ips[proc[pr]][T’], '#ed4145f’, marker=markers|pr], markeredgecolor="#bb2226ff", markevery=3, label=
— str(proclpr]) + "%’

plt.titleCSEIR, model ; +1'$\beta$=,’'+str(beta)+r’ $\mu$=’+str(mu) + r’ $\epsilon$=’ + str(ep)+’\n’+1’
< $t_m$= +str(tm)+’ Pre’)

plt.legend|()

plt.xlabel(’Vreme’)

plt.ylabel("Populacija’)

plt.show()
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MODEL

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

ks = 0.01

def funkcija(x): #funkcija f
funk=float(1+(1—np.exp(—ks+x)))
return funk

# parameteri

states = [7377 7],377 7A’, 717’ 7H’, 7])77 7R7]
G — [>Y7’ 7M7’ 701
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N =163

for m in states:
rolm] = {}
roO[m] = {}
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for g in G:
rolm][g] = {}
voO[m]lg] = {}
for i in range(O N+1
if m !="S"

for g in G:
Pifg] = {}
nfg] = {}
Ple] = {}
for i in range(O N+1):
Pi[g][i

nnh o] )=}
for j in range(0,N+1):
nmh [m][h][j]={}
for i in range(0,N+1
nanh[m] (b ]=0.0

~—

# Populacija i povrsine
f = open("Srbija_opstine_ind.csv", "r")
for 1 in f.readlines(): #n/g/[i]

#nq:len( l)

d=l.split(";")

oY) [int(d[0])] =int(d[2])

M) [int(d[0])] =int(d[3])
"0 int (d[0]}]=int(d[1]}
s[int(d[0]) =int (d[~2))

R={} #matrica mobilnosti
for i in range(0,N+1):
R[i]={}
for j in range(0,N+1):
R{i][j]=0.0

f2=open(’Srbija_ opstine__mobility.csv’,’r’)
for | in f2.readlines():

d=l.split(";")
vlzint(d[ 1)
v2=int(d[1])
R[v1][v2]=float(d[2])
£2.close()

nuk={}
for i in range(0,N+1):
uk=0
for j in range(0,N+1):
uk=uk+R[i][j]
nukl[i]=uk

for i in range(0,N+1):
R[i][i]=float(n['M’][i] —nuk]i])

#f.close()

#normiranje Rij
for i in range(0,N+1):
for j in range(0,N+1):
Ri][jl=float(Ri][j]/n["M][i])

# matrica kontakata
f = open("C.csv', "r")

u=20
for | in f.readlines():
nq = len(l)
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d = 1]0: ng — 1].split(";")
ifu==

Iy =
ClY’|['Y’] = float(d[0])
ClY’|'M’] = float(d[1])
ClY’|[O’] = float(d[2])
u +=
else:
ifu==1:
M = {}
CM’|['Y’] = float(d[0])
CI'M’|'M’] = float(d[1])
C'M’|['O’] = float(d[2])
. u+=1
c 07 = {}
ClO’['Y’] = float(d[0])
ClO’|'M’] = float(d[1])
ClO’]['0O’] = float(d[2])
# jednacina 5.13
for g in G:
nigeffle] = {}

for i in range(0, N+1):
nigeff[g][i] = 0.0
for Jlflll‘llr_a?ge(() N+1):
else{ugeff[g}[} = nigeff{g][i] + plg] * R[] * nlg][j]
nigeffg][i] = nigefflg][i] + (1 — plg]) * nlg][i] + plg] * R{][i] * nlg][j]

# jednacina 5.12
for i in range(0, N+1):
nieff[i] = 0
for g in G:
nieff[i] = nieff[i] + nigeff[g][i]

#Ng za jednacinu 5.11
for g in G:
Nglg] = 0
for i in range(0, N+1):
Ng[g] = Nglg] + n[g]i]

# jednacina 5.10
for g in G:
zlg] =0
sumz = 0
for i in range(0, N+1):
x=float(nieff]i] /s[i])
sumz = sumz + funkcija(x)= nigeff[g][i]
zlg] = Nglg] / sumz

fak = {}
for g in G:
faklg] — {}
for i in range(0, N+1):
x = float (nieff[i] / sli]) B
fak[g][i] = z[g] * k[g] * funkcija(x)

f = open("zarazeni_ini.csv", "r")

for | in f.readlines():
nq = len(l)
d = 1[0:nq — 1].split(";")
ro['S’|M’] [in.t( [0])] = 1.0 — float(d[1])
roO['S’]'M’][int(d[0])] = 1.0 — float(d[1])
ro[’A’]’M’][int(d[0])] = float(d[1])

cal ro(O)[ A’IPM’][int(d[0])] = float(d[1])

timestep=150
ro_sum={} #pamtice sumu svakog stanja(za svaku grupu i svaku opstinu) u svakom trenutku
for st in states:

ro_sum[st]=[]

for t in range(timestep):
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print(t)

NS =0
NA =0
NI =0
NE =0
NH =0
ND =0
NR =0

#nmhji,jednacina 14
for m in A’ ’T']: #infectious states
for h in G:
for j in range(O N+1):
for i in range(0,N+1):

#nmh/m//h//J/ﬁ/ 0

l:enmh[m} (b]j1[] =n[b][jJ+roO[m][h][j}((1—p[h])+p[h]+R[j] i)
nmh(ml][h][j][i] = nfh][j] * roO[m][h][j] * (p[h] * R[[i])
expsum=0
for g in G:
for i in rii(r)lge((LN—&—l):
For b in G

for j in range(0,N+1):
sum-—sum-+faklg][{+Clg][b](nmh{ A’} [b] ]} /nigefi[h] ] nplog(1-betad )-+fakg] [ +Cle][h}+(nmh
= [Tl gt np.log(1—betal)
#erpsum=erpsum+sum
P[g][i]=1—np.exp(sum)

for g in G:
for i in range(0,N+1):
Pi[g][i]=(1—p[g])+P[g] i
for Jlflﬁjjange(o N+1):
Pi[g][i]=Pi[g][i]+p[g]+R[i][j]+P[g] ]]

for g in G:
for i in range(0,N+1):
ro['S’][g][i]=roO['S’][g][i]*(1.0—Pi[g][i]) _
ro ’E’][g][{]:roo[’s][g][I]*Pl[g]H (1.0—etalg])+roO['E’][g][i]
ro['A’][g] [i]=roO['E’][g][i]+eta[g]+(1.0—alphalg])xroO['A’][g][i]
ro/ g1} =roO] A" lg] i} alphale]+ (1.0-mulg] +rO T [g] | |
ro|'H’][g][i]]=roO['T’][g] [i] ¥mu[g] *gamma[g]+roO['H’] [g][i] xomega[g] #(1.0—psi[g] )+ (1.0—omega|g] ) x(1.0—hi[g
< ])*roO[H’][g][i]
ro['D’][g][i]=roO['H][g]|i]xomega[g]*psi[g]+10O['D’] [g][i] _ . .
ro['R’][g][i|=roO['T'][g][i]*mu[g]+(1.0—gammal[g])+(1.0—omega[g]) hi[g]+roO["H"|[g] [i| +roO [ R'][g][i]

for m in states:

0O[m][g][i]=ro[m][g][i]

NI = NI + int(round(roO[I'|[g][i] * n[g][i]))
NE = NE + {n‘c(round(roO[ E'][g][i] * n(g][i]))
NH = NH + {nt(round(rOO[ H'[[g][i] * n[g][i]))
ND = ND + }nt(round(roO[ D’Jlg][i] = nlg][i]))
NA = NA + int(round(roO[’A’][g][i] * n[g][i]))

print (—————————— +str(NI))

ro_sum|[I’].append(NI)

ro_sum|’E’].append(NE)

ro_sum|'H’].append (NH)

ro_sum|’D’].append(ND)

ro_sum|’A’|.append(NA)

model={}
model[T|={"y":ro_sum[T’]}

model|'E’']={’ y :ro__sum
model'H’|={" y :ro__sum

model’A’|={"y":ro__sum

['E’
(v

model|’D’|={"y":ro_sum|'D’
LA
)

x=list(range(timestep)

fig,ax=plt.subplots()
fig.suptitle("Evolucija, bolesti COVID—19 u, ,Srbiji’)
#az.plot(z,ro__sum/[’S’],’#177c99(f label="S")
ax.plot(x,ro_sum['E’],#b17cd3{l’ label="E’)
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ax.plot(x,ro_sum['A’],’#f1d16afl’ label="A")
ax.plot(x,ro_sum['T’],'#ed4145fF" label="T")
ax.plot(x,ro_sum|['H’],’#9d9d9dfl’ label="H")
ax.plot(x,ro_sum['D’|,#2a2a2afl’ label="D’)
#az.plot(z,ro_sum['R’],’#44bd7bff’,label="R’)

#az.plot(z,ro__sum['R’],’#44bd7bff’,label="R’)
ax.set_ xlabel(’Dan’)
ax.set__ylabel("Populacija’)

leg=ax.legend()
plt.show()

Ry MODEL

import numpy as np

ks = 0.01

def funkcija(x): #funkcija f
funk=float(1+(1—np.exp(—ks+*x)))
return funk

# parameteri

betaA = 0.06
betal = 0.06
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for m in states:
rofm] = {}
100[m] = {}
for g in G:
rolml[g] = {}
roO[m][g] = {}
for i in range(0, N+1
ifm !="S"

for i in range(0, N+1):
Pifg][i] = 0.0
n[g]li] = 0.0
Plgllil = 0.0

nmh = {}
for m in AT
nmh ] =}
for h in G:
nmh ] [b]={}
for j in range(0,N+1):
nmh[m] [h][j]={}
for i in range(0,N+1):
nmh|[m][h][j][]]=0.0

~—

# Populacija i povrsine
f = open("'Srbija_opstine_ind.csv", "r")
for | in f.readlines(): #n/q/[i/
#nq:len(l)
d= lspht( ")
n[’Y’][int(d[0])]=int(d[2])
[M][lnt( [0])]=int(d[3])

n[’0][int (d[0])]=int (d[4])
s[int(d[0])]=int(d[-2])

R={} #matrica mobilnosti
#matrica mobilnosti
for g in G:
Rlg]={}
for i in range(0, N+1):
#print(i)
Rlgl[i] = {}
for j in range(0, N+1):

Rlg][i][j] = 0.0

f2=open(’Srbija_ opstine_ mobility.csv’,’r’)
for 1 in f2.readlines():

d=Lsplit(";"
vl=int(d [O]
v2=int(d[1]
R[M’][v1][v
f2.close()

[\3 e

|=float(d[2])

(0]




nuk={}
for i in range(0,N+1):
uk=0
for j in range(0,N+1):
uk—uk--R[ M
nuk[i]=uk

for i in range(0,N+1):
R[’M’][i][i]=foat(n['M’][i] —nuk[i])

#normiranje Rij
for i in range(0,N+1):
for j in range(0,N+1):
RM[i][j]=float (R["M][i] [jl/n["M][i])

#matrica komunikacije
f = open("C.csv", "t")

u=20
for 1 in f.readlines():
nq = len(l)
d = 1[0:nq — 1].split(";")
ifu==0:
CrY’] = {}
Cl'Y’|['Y’] = float(d[0])
Cl'Y’]['M’] = float(d[1])
Cl'Y’]['O’] = float(d[2])
u—+=1
else:
ifu==1:
CrM] = {}
CIM’|['Y’] = float(d[0])
CI'M’|'M’] = float(d[1])
C'M’|[O’] = float(d[2])
| 11 +=1
Cro = 1
CPO’|['Y’] = float(d[0])
ClO’|'M’] = float(d[1])
CPO’|[0’] = float(d[2])
for g in G:
nigeff[g] = {}

for i in range(0, N+1):
nigeff[g][i] = 0.0
for j.fill’llraljlge((L N+1):
ifil=j:
nigeff[g][i] = nigefflg][i] + ple] * Rg][}][i] * nlg][]]

~ nigeff[g][i] = nigeff[g][i] + (1 — p[g]) * n[g]li] + plg] * Rig][j][i] * n[g][]
# print(g,i,nigefflg][i],n[g][])

for i in range(0, N+1):
nieff[i] = 0
for g in G:
nieff[i] = nieff[i] + nigeff[g][i]
#Ng za jednacinu 10
for g in G:
Nglg] =0
for i in range(0, N+1):
Nglg] = Nglg] + nlg]]i]

else

for g in G:
z[g] =0
sumz = 0
for i in range(0, N+1):
x=float (nieff[i] /s[i])
sumz = sumz + funkcija(x)# nigeff[g](i]
2lg] = Nelg] / sums

fak = {}
for g in G:
faklg] — {}
for i in range(0, N+1):
x = float (nieff[i] / sli]) B
fak[g][i] = z[g] * k[g] * funkcija(x)
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M1={}

M2={}
M3={}
Mi={}
for g in G:
print(g)
Ml[g]=1}
M2[g]={}
M3[g|={}
Malg]={}
for h in G
Milg][h]= {}
M2g|h] = {}
M3|g|[h] = {}
Malgh] = {}
for i in range(0, N+1)
Mifg)[h]fi = {}
M2g||hl[i] = {}
M3|g|[h[i] = {}
Mdlg][h][i] = {}
for j in range(() N-+1):
if i==j:
M1[g)h][i][j] = (1—pl[g])*z[g]*k[g]+funkcija(nieff[i] /s[i])+C[g][h]+(1—p[g])*n[h ][J]/nigeff[h][i] ,
M2|g||hl[i]|j] = (1—p[g })*Z[g]*k[g]*funkCIJa(meff[l]/S[I])*C[g][ |+R[h Hﬂ[l]* (hjsn[h][j] /nigeff[h] [i]
M3(g][h][i][] = plg]*R[g][i][j]*z[g]+k[g]«funkcija(nieffi] /s[i])+C[g][h]«(1—p[g])*n[h][j] /nigeff[h][i]
Md(g][h][i][j] = 0.0
for kx in range (0, N+1):
Md4([g][b][i] [j]= M4[g] [h][i][i] + plg]«R[g][i][kx]*z[g]+k[g]+funkcija(niefflkx]/s[kx])+C[g][h]+R [h][j][
— kx]*p[h]*n[h][j ]/nlgef'f[h] [kx]
else:
Mi[gl[hfil[jl = 0 S, . .
MQ[gﬁl] [i] [,Jé;f[}(j[_}— plg]) * z[g] * k[g] * funkcija(nieff[i] / s[i]) « Clg][h] = R[B][j][i] * p[h] * n[h][j] /
M3(g][(h][i][j] = p[g| * Rlg][i]li] * z[g] * k[g] * funkcija(nieff[i] / s[i]) = C[g][h] = (1 — p[g]) * n[h][j] /
—  nigeff[h][i]
Mg ] = 0.0
for kx in range(0, N + 1):
Ma[g)[h] ] = Malg] 0] + ple] * Rlgillkxq] * alg] * klg]  fankeija(niefiko] / sfio]) * Clgl]
< h] « R[h][j][kx] * p[h] « n[h][j] / nigeff[h][kx]
M={}
for g in G:
print('M’,g)
Mig=(}
for h in G:
Mg)lh={}
for i in range(0,N+1):

Mlg][h][i]={}

for j in range(0,N+1):
Mg] [h]{i}{j]=M1[g][b] i] [jl+M2[g] [b] [i] [j+M3][g] [][i] [j]+M4[g] [h] i} ]j]

bA=np.log(1.0/(1.0—betaA))
bI=np.log(1.0/(1.0—betal))

z={}
for g in G:
print('Z——",g)

Z[g]={}

for h in

Z[g][b]={}
for i in range(0,N+1):

Zlg][h][i]={}

for j in range(0,N+1):
Z[g][h][i][j]=(bA /alpha[h]+bI/mu[h])+M]g] [h][i]]j]

from ast import literal eval

Zm={}

77—{}

for g in G:
Zmlg]={}
for h in G:

Zmlg][h]={}
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udict=Z7[g][h]
Zm|[g][h]=np.array([[v[j] for j in list(range(0,N+1)) | for keys, v in udict.items()])

ZM=np.array([v[j] for j in G for keys, v in Zm.items()])
#udruzuje manje blok matrice u 3 vece
ZM1=np.concatenate((ZM][0], ZM[1],ZM[2]), axis=1)
ZM2=np.concatenate((ZM|[3],ZM[4],ZM[5]), axis=1)
ZM3=np.concatenate((ZM][6],ZM|7],ZM[8]), axis=1)

#od blok matrica pravi jednu veliku matricu
ZMall=np.concatenate((ZM1,ZM2,ZM3),axis=0)

L=np.linalg.eigvals(ZMall)
print"R0=",max(L))
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