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Apstrakt
U ovom radu prezentovana je studija strukturnih, termodinamičkih i mehaničkih os-

obina mešavine [bmim]+[PF6]- jonske tečnosti i vode. Simulaciona postavka nam omogućava
variranje parametara sistema: temperature, koncentracije jonske tečnosti i brzine smicanja
sistema. Implementirali smo atomistički (all-atom) pristup molekularne dinamike za opis
smese jonska tečnost - voda. Izveštavamo o velikim promenama u odnosu na čistu vodu
ili čistu jonsku tečnost u temperaturi ključanja, koeficijentu difuzije i viskoznosti. Čak i
umerena koncentracija [bmim]+[PF6]- jonske tečnosti značajno utiče na fazne osobine vode,
što se ističe u znatno višoj tački ključanja. Koeficijent samodifuzije vode za sistem sa man-
jom koncentracijom jonske tečnosti je sličan koeficijentu samodifuzije čiste vode i opada sa
koncentracijon jonske tečnosti. Viskoznost je proučavana pomoću dva pristupa, ravnotežne
Grin-Kubo relacije i neravnotežne molekularne dinamike, i u oba slučaja je primećeno da se
koeficijent viskoznosti povećava sa povećanjem masenog udela jonske tečnosti. Zabeleženi
podaci pružaju uvid u naučne i tehnološke primene sistema jonska tečnost - voda.



University of Belgrade
Faculty of Physics

The simulations of structural, thermodynamical, and mechanical
characteristics of the mixture of ionic liquid and water using
molecular dynamics: example of [bmim]+[PF6]- ionic liquid

Mentors Student
Prof. dr Sunčica Elezović-Hadžić Mateja Jovanović
Faculty of Physics

dr Miljan Dašić
Institute of Physics Belgrade

september 2023



Abstract
In this thesis, we present a study on an ionic liquid [bmim]+[PF6]- water mixture’s struc-

tural, thermodynamical, and mechanical properties. Our simulation setup allows varying
parameters of the system: temperature, concentration of ionic liquid, and shear rate of
the system. We have implemented an all-atom molecular dynamics description of an ionic
liquid-water mixture. We report large changes compared to neat water or ionic liquids in
the boiling temperature, diffusion coefficient, and viscosity. Even modest molar fractions
of [bmim]+[PF6]- significantly affect the phase behavior of water, as represented by a much
larger boiling point. The self-diffusion coefficient of water for the system with a smaller
concentration of ionic liquid is similar to the self-diffusion coefficient of neat water, and it
decreases with increasing concentration of ionic liquid. Viscosity is investigated using two
approaches, equilibrium Green-Kubo relation and non-equilibrium molecular dynamics sim-
ulations, and in both cases, it is observed that the viscosity coefficient increases with the
increasing weight fraction of ionic liquid. The reported results offer insight into scientific
and technological applications of ionic liquid-molecular water systems.
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1 Uvod

Razumevanje i opisivanje nanoskopskog pona²anja, faznih osobina i hidrodinami£kog
trenja u jonskim te£nostima, kao i njihova struktura pod nametnutim uslovima, predstavlja
izazovni nau£ni problem i do sada je provedeno samo nekoliko studija u tom smeru, npr.
Reference [1,2]. Detaljna ispitivanja jonskih te£nosti na nanoskali kori²¢enjem metoda ra£u-
narske �zike pruºaju ²iru perspektivu u poreženju sa eksperimentalnim studijama, gde je
istraºivanje ograni£eno na odrežene jonske te£nosti koji poseduju odrežene vrednosti rele-
vantnih �zi£kih parametara. S druge strane, u simulacijama se jonske te£nosti posmatraju
na univerzalni na£in i mogu¢e je istraºiti ²irok spektar vrednosti parametara. Prakti£no, to
zna£i da se u simulacijama omogu¢ava dizajniranje povoljnih karakteristika jonskih te£nosti,
a kasnije je mogu¢e, na osnovu simuliranih podataka, eksperimentalno sintetisati odrežene
jonske te£nosti.

Veliki broj varijacija u sastavu jonskih te£nosti je mogu¢, procenjuje se na red veli£ine
1018 razli£itih jonskih te£nosti [3]. Iz njihove raznovrsnosti proizilazi mogu¢nost pode²a-
vanja njihovih �zi£ko-hemijskih svojstava koja mogu uticati na podmazivanje, kao ²to su
viskoznost, polaritet i povr²inska reaktivnost, variranjem njihovog atomske strukture, kao
i kombinacije katjona i anjona. Stoga bi bilo korisno ako bi se mogli izvesti op²ti odnosi
izmežu molekulske strukture i svojstava protiv habanja i podmazivanja jonskih te£nosti.

Jonske te£nosti su dvokomponentni sistemi sa£injeni od velikih asimetri£nih i ponekad
neregularno oblikovanih organskih katjona i anjona. Ova osobina neregularnosti je vaºna jer
e�kasno spre£ava ureženje i kristalizaciju na niskim temperaturama. Zbog toga su jonske
te£nosti obi£no u staklastom stanju. Fizi£ka svojstva jonskih te£nosti poput zanemarljivog
pritiska pare, visoke temperature stabilnosti, visoke konduktivnosti jona, kao i velika razno-
likost jonskih te£nosti i njihovih sme²a, isti£u ih kao potencijalno relevantne za podmazi-
vanje [4, 5]. Osim toga, njihova svojstva mogu biti modi�kovana primenjenim kori²¢enjem
naelektrisanih povr²ina kako bi se stvorilo elektri£no polje duº nanoskale. Primijenjeni po-
tencijal moºe uticati na strukturu slojeva jonske te£nosti i dovesti do spolja kontrolisanih
svojstava podmazivanja [2,6,7].

Na²a metoda izbora za prou£avanje strukture i karakteristike jonskih te£nosti na nanoskali
je metoda molekularne dinamike (MD). U skladu s tim, predstavljamo MD metodu zajedno
sa LAMMPS kodom za molekularnu dinamiku, i takože opisujemo klju£ne LAMMPS ru-
tine koje smo koristili. To je pra¢eno modelima u detalje, kao i na²im MD simulacionim
postavkama.

Na²e istraºivanje je deo oblasti nauke o materijalima koja se zove tribologija. Preciznije,
numeri£ka tribologija je multidisciplinarno nau£no podru£je koje se bavi fenomenima trenja,
podmazivanja i habanja primenjuju¢i numeri£ke modele - koji koriste razli£ite nivoe opisa
od kvantnomehani£kog uklju£uju¢i teoriju funkcionala gustine preko naprednih molekularnih
koji sadrºe hemijske reakcije do klasi£nih modela molekula. U numeri£koj tribologiji se
prepli¢u znanje i ve²tine iz �zike, hemije i visokoperformansnog ra£unarstva [8]. Pojam nan-
otribologija se odnosi na speci�£nu granu tribologije koja prou£ava fenomene trenja, pod-
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mazivanja i habanja na nivou nanometra. Nau£na disciplina ra£unarske nanotribologije je
dobro razvijena u poslednjih nekoliko decenija [8,9]. Mo¢na ra£unarska sredstva omogu¢avaju
primenu metoda ra£unarske nanotribologije u slu£ajevima pove¢ane kompleksnosti.

Postoje brojni sistemi koji su od interesa u oblasti ra£unarske nanotribologije, mežutim,
mi smo usredsreženi na jonske te£nosti. One predstavljaju obe¢avaju¢i kandidat za primenu
kao visokokvalitetni lubrikant, posebno u automobilskoj industriji. Imaju¢i to u vidu, na²e
istraºivanje u okviru ove teme usmereno je ka razumevanju �zi£kih svojstava jonskih te£nosti
u vezi sa fenomenima trenja, podmazivanja i habanja. U industrijskim primenama, razmatra
se upotreba jonskih te£nosti kao £istog lubrikanta i kao aditiva [10�12]. Zna£ajna pobolj²anja
u smanjenju trenja i habanja postignuta su eksperimentalno [11]. Naime, u radu [11] autori
su postigli smanjenje koe�cijenta trenja za60% i smanjenje habanja za tri reda veli£ine.
Dodali su odrežene jonske te£nosti sinteti£kim podmazuju¢im uljima.

Na²e istraºivanje jonskih te£nosti posve¢eno je utvrživanju strukture, protoka i tri-
bolo²kog pona²anja jonskih te£nosti. U vi²em smislu, vaºan aspekt ovog istraºivanja su
dugorodometne Kulonove interakcije i istraºivanje molekularnog ureženja unutar sistema.
Karakteristi£na osobina ovog sistema je nagla²ena samorganizacija pod uslovima prostorne
ograni£enosti ili lokalnog ureženja u balku. Mogu¢e je posti¢i ureženje jonske te£nosti u
katjonsko-anjonske slojeve, polaze¢i od slu£ajnog rasporeda jona, ili slu£aju da se jonska
te£nost postavi u prorez izmežu dve £vrste povr²ine [13, 14]. Osim samoorganizacije pod
uslovima prostorne ograni£enosti, karakteristika sistema sa dugodometnim intarakcijama je
kompleksno pona²anje u pogledu faznog stanja i faznih prelaza.

Jonska te£nost[bmim]+ [PF6]- je speci�£an tip jonske te£nosti koji se sastoji od velikog
katjona imidazolijuma [bmim]+ i anjona heksa�uorofosfata [PF6]-. Ove te£nosti obi£no
zadrºavaju svoje agregatno stanje u obliku stakla ili stapanog materijala pri sobnoj tempera-
turi. Ono ²to ih izdvaja jeste niska isparljivost, visoka stabilnost na visokim temperaturama
i visoka provodljivost jona. Zbog tih karakteristika, [bmim]+ [PF6]- i sli£ne jonske te£nosti
pokazuju obe¢avaju¢i potencijal kao visokokvalitetni podmaziva£i, posebno u automobilskoj
industriji. Prilikom primene u podmazivanju, ove jonske te£nosti mogu zna£ajno smanjiti
trenje i habanje u mehani£kim sistemima, ²to moºe dovesti do pobolj²anja u e�kasnosti
rada. U ograni£enim prostornim uslovima,[bmim]+ [PF6]- moºe pokazati sloºeno pona²anje,
uklju£uju¢i mehanizme samoslaganja i tranzicije izmežu razli£itih faza. Postoje i mnoge
neistraºene oblasti u prou£avanju[bmim]+ [PF6]- na nanoskali, a simulacije molekularne di-
namike predstavljaju mo¢an alat za sticanje dubljeg razumevanja njihovog pona²anja i svo-
jstava. Sve navedeno £ini[bmim]+ [PF6]- zanimljivim za dalje istraºivanje, kako u teorijskom
tako i u industrijskom kontekstu.

Ova teza se bavi prou£avanjem me²avine[bmim]+ [PF6]- i vode, njenim strukturnim, ter-
modinami£kim i mehani£kim osobinama pri razli£itim uslovima. U sekciji 2 bi¢e predsttavl-
jene osnove prou£avanja mnogo£esti£nih sistema, kao i prikazane njihove interakcije. Sekcija
3 sadrºi opis metoda simulacija ovakvih sistema, sa fokusom na molekularnu dinamiku, dok
su u sekciji 4 opisane neke termodinami£ke osobine sistema kao ²to su odrºavanje konstantne
temperature i vremenski korelacione funkcije preko kojih se mogu odrediti transportni koe�-
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cijenti. Op²ti pregled jonskih te£nosti je dat u sekciji 5, a model simulirane jonske te£nosti
[bmim]+ [PF6]- u ovom radu je dat u sekciji 6. U sekciji 7 prikazani su rezultati simulirane
smese[bmim]+ [PF6]- - voda pri razli£itim parametrima. Rezultati obuhvataju: radijalnu
funkciju raspodele, odnos zapremine sistema od temperature sistema, difuzivnost sitema
odreženu preko srednjeg kvardratnog pomeraja £estica i viskoznosti sistema odreženu preko
Grin-Kubo formalizma i preko neravnoteºne moelekularne dinamike.

2 Teorijske osnove

Raniji modeli te£nosti karakterisala je �zi£ka manipulacija [15] i analiza pakovanja velikog
broja ºelatinskih kuglica, koje su predstavljale molekule ²to je iznenažuju¢e dobro prikazi-
valo trodimenzionalnu strukturu te£nosti. Jasno je da je upotreba velikog broja makroskop-
skih �zi£kih objekata za predstavljanje molekula vrlo vremenski zahtevna, postoje o£igledna
ograni£enja u vrstama interakcija izmežu njih, a te²ko je eliminasti spolja²nje faktore, kao
²to su efekti gravitacije.

Prirodan nastavak ovog pristupa je kori²¢enje matemati£kog modela, i sprovoženje analize
pomo¢u ra£unara. Pro²lo je 70 godina otkako je prva ra£unarska simulacija te£nosti izvr²ena
na Nacionalnom laboratorijumu u Los Alamosu u Sjedinjenim Ameri£kim Drºavama [16].
Upravo je taj rad [16] postavio osnove Monte Karlo (MC) metode simulacije, nazvana tako
zbog uloge slu£ajnih brojeva u metodi. Po£etni modeli su bili jako idealzovane £estice, kao
²to su tvrde sfere i diskovi, ali je nedugo nakon toga izvr²ena MC simulacija na Lenard-
Dºonsovom potencijalu interakcije [17].

Druga£ija tehnika je potrebna za dobijanje dinami£kih osobina mno£esti£nih sistema.
Termin molekularna dinamika (MD) se koristi za opis jedna£ina kretanja u klasi£noj mehanici
za skup molekula. Prve simulacije molekularne dinamike su primenule tu tehniku na sistem
£vrstih sfera koje potpuno elasti£no odbijaju [18,19]. Pro²lo je nekoliko godina do uspe²nog
re²avanja jedna£ina kretanja za skup £estica prema Lenard-Dºonsovom potencijalu [20].

Neki od problema u statisti£koj mehanici su egzaktno re²ivi [21], odnosno iz kompletnog
opisa mikroskopskih osobina sistema (hamiltonijan) mogu se direktno izvesti makroskopske
osobine (npr. jedna£ina stanja). Jedan od primera ovih problema je 2D Izingov model
[21, 22]. Drugi problemi se mogu re²iti uz primenu odgovaraju¢ih aproksimacija. Mežu-
tim, ve¢ina pravolinijskih aproksimacija se ne moºe primeniti kada se razmatraju te£nosti i
drugi kompleksni sistemi. Kompjuterske simulacije mogu obezbediti su²tinski ta£an rezultat
statisti£ko-mehani£kog problema koji se analiti£ki ne moºe re²iti. Rezultat kompjuterske
simulacije se moºe uprediti sa �zi£kim eksperimentom, ²to je zapravo test modela kori²¢enog
pri samoj simulaciji. Ukoliko je model dobar, rezultat simulacije ¢e se poklapati (do na
gre²ku) sa rezultatom eksperimenta.

Kompjuterske simulacije daju direktnu vezu izmežu mikroskopskih osobina sistema (atom-
skih masa, interakcija, geometrije molekula itd.) i makroskopskih osobina koje su od eksper-
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imentalnog zna£aja (jedna£ina stanja, termodinami£ki parametri i sl.). Izvoženje eksperi-
menta pod odreženim uslovima moºe biti tehni£ki veoma izazovno, £ak i nemogu¢e, dok je
simuliranje tih ekstremnih uslova kompjuterski lako ostvarivo.

Slika 1: Shematski prikaz veze izmežu eksperimenta, teorije i kompjuterske simulacije

Minimizacijom energije dobija se stabilna kon�guracija sistema. U nekim slu£ajevima ovo
je dovoljno za ta£no predvižanje termodinami£kih osobina sistema. To je, mežutim, mogu¢e
za relativno male ansamble £estica koje su u gasnom stanju. ƒe²¢i sistemi od interesa su
te£nosti i £vrste supstance, kao i pona²anje makromolekula i duga£kih molekularnih lanaca.
Totalna kvanti�kacija energetskih povr²i ( PES - potential enegy surface) takvih sistema nije
mogu¢a, ali metode kompjuterske simulacije dozvoljavaju izu£avanje takvih sistema i pred-
vižanje njihovih osobina koriste¢i tehnike repliciranja makrosistema pomo¢u ostvarivog broja
atoma. Ra£unarske tehnike proizvode ta£ne vrednosti strukturnih i termodinami£kih osobina
sistema sa sa izvodljivom veli£inom sistema, a u skladu sa time i sa izvodljivim ra£unarskim
zahtevima prora£una. Rast ra£unarskih kapaciteta poslednjih godina omogu¢ava simuliranje
ve¢ih sistema, ²to daje i ta£nija predvižanja.

2.1 Model sistema i potencijali interakcije

Makroskopsko stanje sistema moºe se odrediti pomo¢u seta pozicija i impulsa £estica
koje sa£injavaju taj sistem. Neka se sistem sastoji odN £estica masaf m1; : : : ; mN g koje
su okarakterisane pozicijamaf r 1; : : : ; r N g i brzinama f v1; : : : ; vN g (odgovaraju¢i impulsi
p i = mi v i ). ƒestice u simulaciji mogu biti atomi, molekuli, klasteri molekula, itd. U Born-
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Openhajmer aproksimaciji hamiltonijan sistema je izraºen kao funkcija koordinata jezgara,
kretanje elektrona je usrednjeno, stoga se pozicije i brzine sistema odnose na jezgra. Ako se
pretpostavi jo² da je klasi£an opis sistema adekvatan, hamiltonijanH sistemaN £estica je
suma kineti£kog i potencijalno energetskog £lana

H(r ; p) = K(p) + V(r ) (2.1)

gde su sar ozna£ene koordinate svih £estica u sistemu, a sap impulsi svih £estica
Evolucija sistema je opisana Hamiltonovim jedna£inama kretanja [23]:

_r i = r p i H (2.2)
_p i = �r r i H (2.3)

Za jednostavne atomske sisteme, kineti£ka energija je oblika:

K =
NX

i =1

X

�

p2
i�

2mi
=

NX

i =1

X

�

1
2

mi v2
i� (2.4)

gde indeksi sumira po svim atomima u sistemu,mi je masai -tog atoma, a indeks� prebro-
java komponente vektora brzine u Dekartovom koordinatnom sistemu sa osama (x; y; z).

Potencijalna energijaV sadrºi sve zna£ajne informacije, pretpostavljaju¢i da se izH mogu
konstruisati jedna£ine kretanja koje upravljaju vremenskom evolucijom sistema i njegovih
mehani£kih osobina. Dakle,H (ili V) je tipi£no ulazni parametar svake kompjuterske simu-
lacije.

Neka se za sistem odN atoma potencijalna energija moºe podeliti na £lanove koji se
odnose na individualne atome, parove, triplete, . . .

V =
X

i

v1(r i ) +
X

i

X

j>i

v2(r i ; r j ) +
X

i

X

j>i

X

k>j

v3(r i ; r j ; r k) + : : : (2.5)

gde
P

i

P
j>i ozna£ava sumiranje po svim parovimai i j bez ponavljanja istog para (ij je

isto ²to i ji ).
Prvi £lan jedna£ine (2.5),v1(r i ), predstavlja interakciju sa spolja²njim poljem (gde se svrstava
i interakcija sa zidovima suda). Ostali £lanovi predstavljaju interakciju izmežu £estica. Drugi
£lan u (2.5), parna interakcija v2(r i ; r j ), u skoro svim slu£ajevima zavisi samo od jedne
promenjive: mežusobnog rastojanja £esticar ij = jr ij j = jr i � r j j, dok su ostali parametri
potencijalne interakcije �ksirani; ovde se svrstavaju Kulonov i Lenard-Dºounsov potencijal.
Potencijal tri tela v3(r i ; r j ; r k) i vi²i £lanovi u (2.5) se retko uklju£uju u kompjuterske sim-
ulacije, iz razgloga jer je sumiranje po kombinacijama od tri molekula izuzetno vremenski
zahtevno. Uglavnom prva dva £lana daju zadovoljavaju¢e dobre rezultate, a ostali £lanovi
se mogu uklju£iti kroz efektivni potencijal parne interakcije.

Kako potencijalna energija zavisi samo od koordinata, tako ¢e i sila zavisiti samo od
koordinata:

F i = �r r i V(x i : : : ; xN ) (2.6)
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Zamenom izraza za kineti£ku (2.4) i potencijalnu enegiju (2.5) u hamiltonijan i primenjuju¢i
de�niciju sile (2.6), Hamiltonove jedna£ine kretanja (2.2), (2.3) postaju Njutnove jedna£ine
kretanja:

_r i = v i ; (2.7)

mi _v i = F i (2.8)

odnosno
mi •r i = F i (2.9)

Za bilo koji set N £estica, mogu¢e je izabrati ²est generalisanih koordinata koje odgo-
varaju translacijama i rotacijama centra mase. Ako potencijalna funkcijaV zavisi samo od
modula rastojanja izmežu £estica i ako je sistem izolovan, ondaV i H ne zavise od ovih
6 generalisanih koordinata. U Dekartovim koordinatama ukupan impuls i ukupan moment
impulsa su:

P =
X

i

p i (2.10)

L =
X

i

r i � p i =
X

i

mi r i � _r i (2.11)

gde je za koordinatni po£etak uzet centar mase. Ovo su odrºane veli£ine za kompletno
izolovan sistem interaguju¢ih £estica. U praksi se retko posmatraju kompletno izolovani sis-
temi, ve¢ se zakoni odrºanja dobijaju iz simetrija. Ako je sistem (odnosnoH) invarijantan
na translacije duº odreženog pravca, onda je odgovaraju¢a komponenta impulsa odrºana, a
ukoliko je sistem invarijantan na rotacije oko neke ose, onda je odgovaraju¢i moment impulsa
odrºan. U slu£aju periodi£nih grani£nih uslova opisanih u narednoj poglavlju lako se vidi da
je translaciona invarijantnost odrºana, pa je samim tim odrºan i impuls. Mežutim, nemogu¢e
je konstruisati sferno-simetri£an periodi£ni sistem (u Euklidskom prostoru). ƒak i kadav1

£lan u jedna£ini (2.5) ne postoji, ukupan moment impulsa nije odrºan u ve¢ini MD simulacija.

Ako se pretpostavi da hamiltonijanH ne zavisi eksplicitno od vremena, onda je njegov
totalni izvod po vremenu

dH
dt

=
dK
dt

+
dV
dt

=
NX

i =1

X

�

mi v i� _v i� +
@V
@t

+
NX

i =1

r x i V �
@x i

@t
= 0 (2.12)

gde su iskori²¢ene Hamiltonove jedna£ine kretanja.

Sledi da je hamiltonijan konstanta kretanja (odnosno da vaºi zakon odrºanja energije, tj.
da je zbir kineti£ke i potencijalne energije sistema konstantan). Treba jo² napomenuti da su
jedna£ine kretanja reverzibilne po vremenu. Promenom predznaka impulsa svih £estica, one
¢e se kretati istim trajektorijama, samo u suprotnom smeru.

Moºe se zapaziti da se u prethodnim jedna£inama javlja izvod potencijala po pros-
tornim koordinatama. Pristup re²avanju jedna£ina kretanja zavisi od toga kakoV zavisi
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od prostornih koordinata. Da bi mogla da se primeni metoda kona£nih vremenskih koraka,
neophodno je da pozicije £estica budu glatke funkcije od vremena. U slu£aju da potencijal
ima velike skokove (potencijal tvrdih sfera npr.), pri sudaru £estica njihove brzine se men-
jaju diskontinualno, pa se svaki sudar mora tretirati eksplicitno, odvojeno od kontinualnog
kretanja izmežu sudara.

2.2 Prou£avanje malih sistema i periodi£ni grani£ni uslovi

Simulacije se obi£no izvode nad malim brojem £estica:10 � N � 10000. Veli£ina sis-
tema je ograni£ena memorijom na ra£unaru, kao i vremenom potrebnom da se program izvr²i.
Vreme potrebno za prora£un sila i potencijalne energije je proporcionalno saN 2, mada se
specijalnim metodama vreme moºe smanjiti naO(N ). Velika prepreka u simulaciji te£nosti
je procenat £estica koje se nalaze na granici sistema. Na primer, za 1000 £estica ravnomerno
rasporeženih u kutiju dimenzija 10 � 10 � 10 jedinica duºine, broj £estica u unutra²njosti
kutije je 83 = 512, ²to ostavlja 488, skoro polovinu £estica, na krajevima kutije. ƒak i za
dosta ve¢i broj £estica,N = 106, i dalje veliki procenat (6%) £estica ¢e biti na krajevima
sistema, a rezultuju¢a sila koja deluje na njih ¢e biti razli£ita od sile u unutra²njosti.

Slika 2: Dvodimenzionalna reprezentacija periodi£nih grani£nih uslova. [24]
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Problem grani£nih efekata se moºe re²iti implementiranjem periodi£nih grani£nih uslova.
Centralna kutija se replicira u prostoru tako da £ini beskona£nu kubnu re²etku. Tokom
simulacije £estica se kre¢e u originalnoj kutiji, a njeni likovi u ostalim kutijama se kre¢u na
identi£an na£in. Kako £estica napusti kutiju kroz jedan od zidova, istovremeno na suprotnoj
strani njen lik ulazi u centralnu kutiju. Na ovaj na£in ne postoje granice sistema, osim ako
se dodatno ne nametnu. Dvodimenzionalna shema periodi£nih grani£nih uslova prikazana je
na slici 2. Centralna kutija je osen£ena, a duplikati su ozna£eni slovima A, B, C, itd. Nije
potrebno £uvati podatke o svim £esticama, dovoljno je £uvati podatke samo o £esticama iz
centralne kutije, jer je broj £estica u njoj odrºan. Moºe se re¢i da je topologija sistema torus
(u 2d slu£aju) jer su periodi£ni grani£ni uslovi tako de�nisani.

2.3 Primeri £esto kori²¢enih potencijala

Najjednostavniji potencijali izmežu £estica zavise samo od mežusobnog rastojanja izmežu
£estica. Iako su jednostavnog oblika i idealizovano predstavljaju stvarni potencijal, £esto se
koriste u kompjuterskim simulacijama radi jednostavnosti simulacije. Neki od primera tih
potencijala su prikazani na slici 3.

(a) (b) (c)

Slika 3: Idealizovani primeri potencijala: a) potencijal tvrdih sfera; b) potencijalna jama; c)
potencijal mekih sfera. Vrednosti na osama su arbitrarne.

Ti potencijali su dati formulama: [24]

Potencijal tvrdih sfera (Hard Spheres - HS)

vHS(r ) =

(
1 ; ako r < �

0; ako r > �
(2.13)
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Potencijalna jama (Square Well - SW):

vSW(r ) =

8
><

>:

1 ; ako r < � 1

� �; ako � 1 < r < � 2

0; ako r > � 2

(2.14)

Potencijal mekih sfera (Soft Spheres - SS):

vSS(r ) = � (
�
r

)� (2.15)

Iako ovi potencijali u pojedinim slu£ajevima mogu dati zadovoljavaju¢e rezultate, oni
nisu bliski empirijskim potencijalima ili kvantnomehani£kim potencijalima dobijenimab-
initio (re²avanje elektronske ’redingerove jedna£ine bez dodatnih pretpostavki o sistemu
atoma) prora£unima [25]. Potencijal koji ima jednostavan oblik i blisko opisuje stvaran oblik
energetskih povr²i (kod sferno-simetri£nihPES zavisnost je jedino od radijus vektorar ) je
Lenard-Dºonsov (J. Lennard-Jones) potencijal:

vLJ (r ) = 4 "
h� �

r

� 12
�

� �
r

� 6
i

(2.16)

ƒlan sa predznakom+ opisuje odbojni £lan u interakciji usled Paulijevog principa isklju£enja,
a £lan sa predznakom� opisuje privla£nu interakciju usled dipol-dipol interakcije. Param-
etar " odrežuje skalu energije, dok parametar� odrežuje skalu duºine. Prvi parametar," ,
predstavlja dubinu potencijalne jame, a drugi,� , rastojanje na kome je vrednost potencijala
nula. Ta dva parametra povezuje izraz za minimum potencijalar0 = 21=6� gde je u toj ta£ki
vLJ (r = r0) = � " .

Zbog e�kasnosti, potencijal u simulacijama treba biti kratkog dometa da bi se smanjio
broj £estica izmežu kojih je potrebno ra£unati interakciju, u suprotnom bi prora£un energije
trajao duºe nego ²to je neophodno. Stoga, umesto originalnog oblika potencijala (2.16),
koristi se potencijal koji je prekinut u nekoj ta£ki. Obi£no se za to uzima vrednost2:5� , a
aproksimacija je opravdana jer potencijal nakon te vrednosti teºi nuli [28].

vLJ (r ) =

(
4"

h�
�
r

� 12
�

�
�
r

� 6
i
; r � 2:5�

0; r > 2:5�
(2.17)

2.4 Dugodometne sile

Dugodometne sile se £esto de�ni²u kao one kojima interakcija ne opada brºe odr d, gde
je d dimenzija sistema. U ovu kategoriju spadaju interakcija izmežu naelektrisanih jona
(vqq(r ) � r � 1) i dipol-dipol interakcija izmežu molekula (v�� (r ) � r � 3). Na£in na koji se
mogu izra£unati ove dugodometne interakcije je posmatrati interakciju jona sa svim jonima
iz centralne kutije i sa svim njegovim periodi£nim slikama.
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Slika 4: Formiranje sfera od simulacijskih kutija. Svaka kopija periodi£ne kutije je predstavl-
jena jednim kvadratom. Osen£eni region predstavlja spoljni dielektri£ni kontinuum relativne
permeabilnosti � s. [24]

Evaldsova suma je tehnika kojom se efektivno izvr²ava ovo sumiranje. Na slici 2 jon1
interaguje sa jonima2, 2A , 2B i svim ostalim likovima jona 2. Potencijalna energija se moºe
napisati kao [26]:

Vqq =
X

m 2 Z3

� NX

i =1

NX

j =1

qi qj jr ij + mLj � 1
�

(2.18)

gde suqi i qj naelektrisanja. Sumiranje pom = ( mx ; my; mz) je po svim celim brojevima
u skupu Z3, a u sumi se izostavljaju indeksii = j za m = 0. Za dugodometne sile ova
suma je uslovno konvergentna, zavisi od redosleda sabiranja £lanova sume. Jedini£ne ¢elije
se dodaju u sekvenci: prvi £lan jejmj = 0, tj. m = (0 ; 0; 0); drugi £lan jmj = 1 se
sastoji iz ²est kutija (� L; 0; 0); (0; � L; 0); (0; 0; � L). Dodavanjem sve vi²e £lanova gradi
se sistem grubo sfernih slojeva (slika 4). Kada se usvoji ovaj pristup, mora se speci�cirati
priroda medijuma koji okruºuje sferu, posebno njegova relativna permitivnost (dielektri£na
konstanta) � s. Rezultati za sferu okruºenu dobrim provodnikom kao ²to je metal (� s = 1 ) i
za sferu u vakuumu (� s = 1) se razlikuju [27]

Vqq(� s = 1 ) = Vqq(� s = 1) �
2�
3L3

�
�
�
X

i

qi r i

�
�
�
2

(2.19)

Gore navedena jedna£ina vaºi u limesu velikog broja kutija u sferi. U vakuumu na granici
sfere postoji dipolarni sloj na njenoj povr²ini, dok u provodniku taj sloj ne postoji. Evaldsov
metod je na£in za efektivno dobijanjeVqq(� s = 1 ), dok jedna£ina (2.19) dozvoljava da se
odredi suma kada je sfera u vakuumu. U Evaldsovoj metodi svako ta£kasto naelektrisanje je
okruºeno raspodelom naelektrisanja jednakog intenziteta i suprotnog znaka. Za distribuciju
je pogodno uzeti Gausovu [?]:

� q
i (r ) = qi � 3 exp(� � 2r 2)=� 3=2 (2.20)

gde parametar� odrežuje ²irinu distribucije, a r odrežuje poziciju relativnu u odnosu
na centar distribucije. Ova distribucija ima ulogu da ekranira interakciju izmežu susednih
naelektrisanja. Ekranirane interakcije su sada kratkodometne, i ukupni ekranirani potencijal
je izra£unat sumiranjem po svim jonima u centralnoj ¢eliji, kao i svim njenim kopijama.
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Slika 5: Ilustrovana raspodela naelektrisanja u Evaldsovoj sumi u jednoj dimenziji. (a)
Originalno ta£kasto nelektrisanje i ekranirano naelektrisanje. (b) Poni²tavaju¢a raspodela

Da bi potencijal odgovarao stvarnom potencijalu neophodno je dodati raspodelu istog
oblika kao ekranirano naelektrisanje� q

i , ali suprotnog znaka od njega, odnosno istog znaka
kao originalno ta£kasto naelektrisanje (videti sliku 5). Furijeova transformacija poni²tavaju¢e
distribucije se sumira za svako od originalnih naelektrisanja, a zatim se kona£an rezultat
inverznom transformacijom vrati u realan prostor. Kona£na potencijalna energija ¢e se
sastojati iz £etiri £lana: sume u realnom prostoru, sume u recipro£nom prostoru, minus £lan
samointerakcije i povr²inski £lan [24].

Vqq(� s = 1) =
1
2

NX

i =1

NX

j =1

qi qj

� 1X

jm j=0

erfc(� jr ij + Lmj)
jr ij + Lmj

+ (1 =�L 3)
X

k 6=0

(4� 2=k2) exp(� k2=4� 2) exp(� ik � r ij )
�

� (�=� 1=2)
NX

i =1

q2
i + (2 �= 3L3)

�
�
�

NX

i =1

qi r i

�
�
�
2

(2.21)

gde jeerfc = (2=� 1=2)
R1

x exp(� t2)dt i teºi nuli sa pove¢anjemx. Ako je � dovoljno veliko,
jedini £lan koji doprinosi sumi u realnom prostoru jem = 0. Drugi £lan jedna£ine (2.21) je
suma po recipro£nim vektorimak = 2� n=L; n = ( nx ; ny; nz). Velike vrednosti � odgovaraju
o²troj raspodeli naelektrisanja, tako da se mora sumirati veliki broj £lanova uk-prostoru.

Bitno je ispitati da li mali beskona£no periodi£an sistem verno reprezentuje makroskop-
ski. To ¢e zavisiti i od duºine interakcije intermolekularnog potencijala i od fenomena koji
se simulira. Za �uid £ije £estice interaguju preko Lenard-Dºonsovog potencijala (2.16), sim-
ulacija se moºe izvesti u kutiji straniceL � 6� , bez da £estice osete simetriju periodi£ne
re²etke. Ako je potencijal duga£kog dometa, do¢i ¢e do nezanemarive interakcije izmežu
£estice i njenih likova iz drugih kutija.
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2.5 Vezivne i nevezivne interakcije

U molekularnim sistemima se mogu razlikovati dva tipa interakcija - intermolekularne
i intramolekularne. Intermolekularne interakcije su one koje se odvijaju izmežu razli£itih
molekula dok se intramolekularne interakcije de²avaju izmežu atoma unutar istog molekula
i one su ja£e od intermolekularnih. Intramolekularne interakcije se naj£e²¢e opisuju pomo¢u
tri potencijala: potencijala veze, potencijala ugla i potencijala torzije.

Slika 6: Gra�£ka reprezentacija potencijala veze (levo), potencijala ugla (sredina) i potenci-
jala torzije (desno) [28]

Potencijal veze je direktna posledica valentnih, odnosno vezivnih sila, izmežu atoma
i opisuje se harmonijskim potencijalom sa datim ravnoteºnim rastojanjemr0 i zadatom
konstantom oprugekb:

vb(r ij ) =
kb

2
(r ij � r0)2 (2.22)

Ugaoni potencijal je posledica ugaonih sila koje su interakcija tri tela izmežu tri sukce-
sivno vezana atoma u molekulu. Pored zadate konstantek� , karakteri²e ga ugao koji formi-
raju tri atoma (gde je drugi atom u temenu ugla) i koji osciluje oko ravnoteºnog ugla� 0

(videti sliku 6). Za male devijacije od ravnoteºnog ugla i ovaj potencijal se moºe aproksimi-
rati harmonijskim potencijalom

va(� ijk ) �
k�

2
(� ijk � � 0)2 (2.23)

Kako sada potencijal vi²e ne zavisi samo od rastojanja mežu atomima, ve¢ i od uglova
mežu njima, potrebno je odabrati odgovaraju¢i koordinatni sistem. Iako bi koordinate un-
utra²njih uglova bile prirodan izbor, u ovom slu£aju izabran je Dekartov koordinatni sistem
iz slede¢eg razloga: kako je za simulaciju pored intramolekularnih sila potrebno (£ak i bitnije)
ra£unanje intermolekularnih sila, Dekartov koordinatni sistem je pogodniji, pa je odlu£eno
da se on koristi kao zajedni£ki za ra£unanje svih potencijala. To, naravno, zna£i da je pri
svakom ra£unanju ugaonih sila potrebno konvertovati koordinate iz Dekartovih u ugaone, a
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rezultuju¢a lokalna sila se dodaje ukupnoj sili koja deluje na datu £esticu.

Torzioni potencijal je posledica torzione sile izmežu £etiri uzastopno vezana atoma. Ovaj
potencijal karakteri²e ugao izmežu ravni koje formiraju prve tri i druge tri £estice, kao i
odgovaraju¢i fazni pomeraj. ƒesto se koristi i harmonijska aproksimacija, ali i razvoj u
trigonometrijski red.

vt (� ijkl ) =
X

n

k� n (cos(n� ijkl � � n ) + 1) (2.24)

gde � ijkl predstavlja ugao izmežu ravni de�nisanu atomimai , j , k i ravni de�nisane
atomima j , k, l , � n fazni pomeraj, ak� n odgovaraju¢u konstantu. Sumiranje po indeksun
se vr²i po ravnoteºnim uglovima torzije, ukoliko oni postoje iz simetrije sistema.

Ukupna potencijalna energija sistema, koja se sastoji i iz intramolekularnih (vezivnih)
interakcija i intermolekularnih (nevezivnih) interakcija, je jednostavno zbir svih tih interak-
cija:

V =
X

(i;j )

vb(r ij ) +
X

(i;j;k )

va(� ijk ) +
X

(i;j;k;l )

vt (� ijkl )

| {z }
vezivne interakcije

+
X

(i;j )

vLJ (r ij ) +
X

(i;j )

vqq(r ij )

| {z }
nevezivne interakcije

(2.25)
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3 Metode simuliranja sistema

3.1 Molekularna dinamika

Simulacije molekularne dinamike (MD) se mogu podeliti u tri faze, bilo da se radi o sim-
ulacijama na atomskom, molekularnom ili na nivou kontinuiteta. Prva jefaza inicijalizacije
koja sluºi za samu postavku sistema. U slu£aju MD simulacija, tokom ove faze odrežuje se
po£etna kon�guracija £estica, tj. po£etne pozicije i brzine. To su neophodni po£etni uslovi
za re²avanje diferencijalnih jedna£ina kretanja i odreživanje vremenske evolucije sistema.
Potom sledi faza integracije tokom koje se cikli£no re²avaju jedna£ine kretanja koriste¢i
jedan od integratora, odnosno algoritama za re²avanje jedna£ina. Izbor integratora zavisi
od speci�£nog �zi£kog sistema od interesa. Tokom svakog ciklusa u memoriji se £uvaju po-
daci potrebni za odreživanje vrednosti observabli. Kod velikih sistema ti podaci se obi£no
obražuju nakon zavr²etka simulacije, jer bi bilo previ²e zahtevno obraživati ih tokom rada.
Kona£no, na kraju jefaza obradetokom koje se dobijeni podaci analiziraju, vizualizuju ili
dalje obražuju.

Slika 7: Upro²¢en shematski prikaz osnovnog dijagrama MD simulacije

3.2 Metodi kona£nih razlika

Koncept diskretizacije obja²njava proces u kome se pelazi iz opisa sistema u kontinu-
alnom intervalu u opis sistema u kona£nom broju ta£aka. Standardan pristup re²avanju
obi£nih diferencijalnih jedna£ina, kakve su uglavnom jedna£ine kretanja, je metod kona£nih
razlika. Generalna ideja je da pri poznatim pozicijama £estica, njihovim brzinama i ostalim

18



dinami£kim varijablama u vremenut poku²amo da nažemo te informacije u vremenut + �t .
Jedna£ine se re²avaju korak po korak, izbor intervala�t bi trebalo da bude takav da ko-
rak integracije bude zna£ajno manji od tipi£nog vremena potrebnog £estici da preže svoje
duºinu.
Za algoritam kompjuterske simulacije je poºeljno da:

i) bude brz i da zahteva ²to manje memorije

ii) dozvoli kori²¢enje duga£kog vremenskog koraka�t

iii) duplira klasi£nu trajektoriju ²to je bliºe mogu¢e

iv) zadovoljava zakone odrºanja energije i impulsa, i da bude vremenski reverzibilan

v) ima jednostavnu strukturu i bude lak za implementiranje

3.2.1 Osnovne diskretizacione formule

Neka se vremenski interval[0; � ] � R, u kome se traºe re²enja diferencijalnih jedna£ina,
podeli nal jednakih subintervala: �t = �=l . Na taj na£in se re²enja diferencijalnih jedna£ina
razmatraju samo u ta£kamatn = n�t .
Prema de�niciji izvoda

dx
dt

:= lim
�t ! 0

x(t + �t ) � x(t)
�t

(3.1)

diferencijalni operator dx
dt pri kontinualnom vremenskom opisu se moºe aproksimirati u kon-

a£nom broju vremenskih trenutakatn kao diskretan diferencijalni operator:
�

dx
dt

�

n

:=
x(tn+1 ) � x(tn )

�t
(3.2)

ovde jetn+1 = tn + �t slede¢i vremenski trenutak posletn .
Tejlorov razvoj funkcije x u ta£ki tn+1

x(tn + �t ) = x(tn ) + �t
dx
dt

(tn ) + O(�t ) (3.3)

ukazuje da se pri diskritizaciji prvog izvoda javlja gre²ka redaO(�t ). Prema tome, ukoliko
se vremenski korak�t prepolovi, o£ekuje se da ¢e se i gre²ka pri diskritizaciji prepoloviti.
Analogno se i operator drugog izvoda moºe aproksimirati diskretnim operatorom:

�
d2x
dt2

�

n

:=
x(tn+1 ) � 2x(tn ) + x(tn� 1)

�t 2
(3.4)

Primenjuju¢i Tejlorov razvoj do tre¢eg £lana na ta£kex(tn+1 ), x(tn ) i x(tn� 1), moºe se videti
da je gre²ka pri diskritizaciji drugog izvoda redaO(�t 2).
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3.2.2 Verletov algoritam

Jedan od naje�kasnijih pristupa diskritizaciji Njutnovih jedna£ina kretanja je Verletov
algoritam brzine [29,30], koji deluje preko jednog vremenskog koraka odt do t + �t kao [24]:

v(t +
1
2

�t ) = v(t) +
1
2

�t a(t) (3.5)

r (t + �t ) = r (t) + �t v(t +
1
2

�t ) (3.6)

v(t + �t ) = v(t +
1
2

�t ) +
1
2

�t a(t + �t ) (3.7)

Prvi korak (3.5) se moºe shvatiti kao polukorak vrzinev ra£unat u vremenut + 1
2 �t , koriste¢i

ubrzanje a u vremenu t. Ovaj polukorak brzine se koristi za propagaciju koordinata izt u
t + �t (3.6). Nakon ovoga mogu¢e je odrediti sile i iz jedna£ina kretanja dobitia(t + �t ), ²to
kompletira evoluciju brzina (3.7). Na kraju ovog koraka se moºe odrediti ukupan impuls,
kineti£ka energija, itd. Potencijalna energija u vremenut + �t bi ve¢ bila odrežena pri ra£u-
nanju sila. Ovaj metod je numeri£ki stabilan i relativno lak za implementaciju. Reverzibilan
je u vremenu i pri zadatim konzervativnim silama odrºava impuls.

Neka se posmatra jednokomponentni makroskopski sistem. Termodinam£ko stanje takvog
sistema se obi£no de�ni²e malim setom varijabli (brojem £esticaN , temperaturom T i pri-
tiskom P). Ostale termodinami£ke osobine (gustina� , hemijski potencijal � , toplotni ka-
pacitet cv ...) se mogu izvesti iz jedna£ina stanja i fundamentalnih jedna£ina termodinamike.
ƒak i funkcije kao difuzioni koe�cijent D, viskoznost� su funkcije stanja, iako daju informa-
ciju o makroskopskoj strukturi, ne zavise od pozicija i impulsa £estica koji de�ni²u trenutno
mehani£ko stanje. Za sistem odN £estica pozicije i impulsi £ine6N -dimenzioni fazni pros-
tor. Neka je � odrežena ta£ka u faznom prostoru, i neka se neka veli£inaA moºe napisati
kao funkcija A(�) . Merena makroskopska veli£inaA obs je usrednjena vrednostA (�) tokom
duga£kog vremenskog intervala:

A obs = hAi time = hA(�( t)) i time = lim
tobs �!1

1
tobs

Z tobs

0
A (�( t)) dt (3.8)

’to se ti£e numeri£kih simulacija, nije realisti£no o£ekivati integraciju do beskona£nosti, ali
integracija do nekog duga£kog, ali kona£nog, vremenskog perioda� obs moºe dati pribliºno
ta£an rezultat. U kompjuterskim simulacijama se jedna£ine kretanja re²avaju korak po korak
u intervalima �t , pa se prethodna jedna£ina moºe zapisati

A obs = hAi time =
1

� obs

� obsX

� =1

A
�
�( t)

�
(3.9)

gdeu sumi indeks� ide po vremenskim intervalima.
Zbog kompleksnosti evolucijeA

�
�( t)

�
za veliki broj molekula, Gibs je predloºio da se vre-

menski usrednjena vrednost zameni srednjom vredno²¢u ansambla, gde se pod ansamblom
podrazumeva skup ta£aka� u faznom prostoru £iji je raspored opisan gustinom verovatno¢e
� (�) . Svaka ta£ka predstavlja sistem u nekom trenutku. Svaki sistem evoluira u vremenu po
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svojim jedna£inama kretanja, i nezavisno od ostalih sistema. Stoga, gustina faznog prostora
� (�) se takože menja po vremenu. Budu¢i da nijedan sistem nije kreiran niti uni²ten pri-
likom evolucije, Liuvilova teorema kaze da jed�= dt = 0 [31]. Kao primer moºe se razmotriti
sistem odN £estica koordinatar i i impulsa p i . Totalni izvod po vremenu je tada

d
dt

=
@
@t

+
X

i

_r i � r r i +
X

i

_p i � r pi =
@
@t

+ _r � r r + _p � r p (3.10)

Odavde se moºe de�nisati Liuvilov operatorL:

iL =
� X

i

_r i � r r i +
X

i

_p i � r pi

�
=

�
_r � r r + _p � r p

�
(3.11)

odakle se vidi da jed=dt = @=@t+ iL pa se Liuvilova teorema moºe zapisati i u obliku

@�(� ; t)
@t

= � iL� (� ; t) (3.12)

Ova jedna£ina govori o brzini promene� u odreženoj �ksnoj ta£ki prostora i njeno formalno
re²enje je

� (� ; t) = exp[ � iLt ]� (� ; 0) (3.13)

Jedna£ina kretanja funkcijeA(�) , koja ne zavisi eksplicitno od vremena glasi:

_A
�
�( t)

�
= iL A

�
�( t)

�
(3.14)

A
�
�( t)

�
= exp[iLt ]

�
�(0)

�
(3.15)

Formalno obja²njenje Verletovog aloritma dato je preko Liuvilovog operatora (3.11) i
njegovog eksponencijalnog oblikaexp [iLt] = U(t) koji se £e²¢e naziva propagator. Pomo¢u
njega sistem (koordinate, impulsi i dinami£ke varijable koje zavise od njih) evoluira kroz
vreme. U Verletovom algoritmu koristi se aproksimativna forma propagatora koji nastaje iz
razdvajanja iL na dva dela:

iL = _r �
@
@r

+ •p �
@

@p
= v �

@
@r

+ f �
@

@p
� iL 1 + iL 2 (3.16)

Propagatori koji odgovaraju ovim delovima deluju na koordinate kao:

exp[iL 1�t ]r = r + v�t exp[iL 1�t ]p = p drift (3.17)

exp[iL 2�t ]r = r exp[iL 2�t ]p = p + f�t trzaj (3.18)

Prvi red se naziva drift jer propagira koordinate bez promene impulsa, dok se drugi red naziva
trzaj ( eng. 'kick') jer jedino uti£e na impuls ne menjaju¢i koordinate. Drift proisti£e od
kineti£kog dela hamiltonijana, dok trzaj proisti£e iz potencijalnog dela. Sli£no operatorima
u kvantnoj mehanici, iL 1 i iL 2 ne komutiraju mežusobno, pa je formula

exp [iL�t ] = exp [( iL 1 + iL 2)�t ] � exp [iL 1�t ] exp [iL 2�t ]
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aproksimacija, a ne taƒna relacija, ali je u limesu�t ! 0 opravdana. Ova aproksimacija se
moºe preurediti tako da postane vremenski reverzibilna:

exp [iL�t ] � exp [iL 2�t= 2] exp [iL 1�t ] exp [iL 2�t= 2] (3.19)

Operatori deluju na fazni prostorr i p zdesna na levo u vremenut i transliraju ih u nove
varijable u vremenut + �t . Operatori drifta i trzaja napisani u obliku (3.19) predstavljaju
istu evoluciju sistema kao Verletov algoritam brzine:

polutrzaj; r = const: p(t) ! p(t +
1
2

�t ) = p(t) +
1
2

�t f(t)

drift; p = const: r (t) ! r (t + �t ) = r (t) + �t p(t +
1
2

�t )=m

polutrzaj; r = const: p(t +
1
2

�t ) ! p(t + �t ) = p(t +
1
2

�t ) +
1
2

�t f(t + �t )

3.3 Dinamika sa ograni£enjima

U poliatomskim sistemima je pored interatomskih veza potrebno posmatrati savijanje,
promenu ugla u ravni izmežu veza, i uvijanje, promenu torzionog ugla (slika 6). Torziono
kretanje je obi£no dosta niºe frekvencije nego vibraciono kretanje izmežu atoma, ali ima
veliki uticaj na dinamiku duga£kih molekularnih lanaca. Iako je nerealisti£no da se ceo
lanac posmatra kao rigidan objekat, duºina veze i ugao uzmežu veza se mogu u odreženim
slu£ajevima posmatrati kao �ksni parametri. Za sistem u kome postoje ograni£enja, mogu¢e
je konstruisati generalisane koordinate £ije jedna£ine kretanja ne zavise od tih ograni£enja.
Mežutim, u praksi je po²eljno posmatrati dinamiku u Dekartovim koordinatama.

Specijalan metod je razvijen da opi²e dinamiku molekularnih sistema u kojima proizvoljni
stepeni slobode (npr. ugao izmežu veza) imaju ograni£enje, dok su ostali stepeni slobode
slobodni da evoluiraju usled mežumolekularnih interakcija. Ovaj pristup koristi neodrežene
mnoºitelje da predstavi vrednost sila usmerenih duº veza koje su potrebne da odrºe kon-
stantnu duºinu veze. Metod se sastoji iz re²avanja jedna£ina kretanja za jedan vremenski
korak u odsustvu sila ograni£enja, a zatim naknadnog odreživanja vrednosti sila i ta£nih
poloºaja atoma. Originalni metod, SHAKE, dizajniran da radi sa Verletovim algoritmom
opisan je od straneRyckaert at al. [32]; Verziju ovog metoda koja se zasniva na Verletovom
algoritmu brzina, nazvanuRATTLE , predloºio je Andersen [33].

Radi jednostavnosti, ovaj metod se moºe ilustrovati na molekulu vode.H2O je triatomski
molekul kod koga se moºe nametnuti ograni£enje da su dve O-H veze konstantne duºine, a da
se uglu izmežu njih dozvoli da se menja pod uticajem intramolekularnog potencijala. Neka
sa r a bude ozna£ena pozicija atomaa u molekulu i neka je atom kiseonika ozna£en brojem
2, a atomi vodonika brojevima1 i 3 (slika 8). Onda su jedna£ine ograni£enja:

� (r )
12 =

�
�r 12(t)

�
�2

� d2
12 = 0; � (r )

23 =
�
�r 23(t)

�
�2

� d2
23 = 0 (3.20)

diferenciranjem po vremenu dobija se

� (v)
12 = v12(t) � r 12(t) = 0; � (v)

23 = v23(t) � r 23(t) = 0 (3.21)
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gde sud12 i d23 duºine veza,r 12 = r 1 � r 2, v12 = _r 12, itd. Jedna£ine kretanja su

m1•r 1 = f1 + g1; m2•r 2 = f2 + g2 m3•r 3 = f3 + g3 (3.22)

gde suf i £lanovi sile eksplicitno ura£unate u potencijal, a £lanovigi sile ograni£enja, njihova
uloga je da obezbede da jedna£ine (3.20) i (3.21) budu zadovoljene.

Slika 8: Ilustracija ograni£avanja na troatomskom molekulu. Intramolekularne silef12 =
� f21 i f23 = � f32 dobijene iz mežusobne interakcije izmežu atoma, zamenjene su silama
ograni£enja� � 12r 12 i � � 23r 23. Mnoºitelji � 12 i � 23 se odrežuju iz uslova ograni£enja na
kraju svakog vremenskog koraka. U oba slu£aja silef 1, f 2 i f 3 poti£u od intermolekularnih
interakcija kao i od nevezuju¢ih potencijala: potencijal savijanja izmežu ova tri atoma i
torzioni potencijal (za koji je potreban lanac od barem £etiri atoma)

Lagranºeve jedna£ine kretanja dobijamo pomo¢u (neodreženih) Lagranºevih mnoºitelja
(eng. Lagrange multipliers):

ga = � 12r r a � (r )
12 + � 23r r a � (r )

23 (3.23)

Neka sag(r )
a bude ozna£ena sila ograni£enja koja osigurava da (3.20) bude zadovoljena, ag(v)

a

osigurava jedna£inu (3.21).
Neka rezultat prva dva koraka u Verletovom algoritmu brzina, prvi trzaj i drift, bude ozna£en
sa r

0

a(t + �t ) i v
0

a(t + 1
2 �t ) gde su uklju£ene sve �zi£ke silefa, ali ne sile ograni£enjaga.

Primenjuju¢i ove oznake na formule (3.5) i (3.6), one postaju

v
0

a(t +
1
2

�t ) = va(t) +
1
2

(�t=m a)fa(t) (3.24)

r
0

a(t + �t ) = r a(t) + �t v
0

a(t +
1
2

�t ) = r a(t) + �t va(t) +
1
2

(�t 2=ma)fa(t) (3.25)

Kod radijus vektora, efekat naknadnog dodavanja sila ograni£enja se moºe zapisati kao

r a(t + �t ) = r
0

a(t + �t ) +
1
2

(�t 2=ma)g(r )
a (t) (3.26)
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gde indeksa prebrojava atome uH2O. Sile ograni£enjag(r )
a moraju biti usmerene duº vektora

vezer ab(t), pa se mogu zapisati u obliku

� 1
2

�t 2
�
g(r )

1 (t) = � (r )
12 r 12(t) (3.27)

� 1
2

�t 2
�
g(r )

2 (t) = � (r )
23 r 23(t) � � (r )

12 r 12(t) (3.28)

� 1
2

�t 2
�
g(r )

3 (t) = � � (r )
23 r 23(t) (3.29)

gde je faktor
�

1
2 �t 2

�
uklju£en zbog pogodnosti, a� (r )

12 i � (r )
23 su neodreženi mnoºioci za svaku od

veza. Ura£unaju¢i ove izraze u prethodne izraze za napredne poloºajer a(t+ �t ); a = f 1; 2; 3g,
mogu se odrediti vektori veza u trenutkut + �t :

r 12(t + �t ) = r
0

12(t + �t ) +
�
m� 1

1 + m� 2
2

�
� (r )

12 r 12(t) � m� 1
2 � (r )

23 r 23(t) (3.30)

r 23(t + �t ) = r
0

23(t + �t ) � m� 1
2 � (r )

12 r 12(t) +
�
m� 1

2 + m� 2
3

�
� (r )

23 r 23(t) (3.31)

Moºe se uzeti modul obe strane ovih jedna£ina i mogu se primeniti ºeljena ograni£enja:
jr 12(t + �t )j2 = jr 12(t)j2 = d2

12, i analogno zar 23. Rezultat je par kvadratnih jedna£ina sa
nepoznatima� (r )

12 i � (r )
23 . Polukorak brzinev

0

a(t + 1
2 �t ) nakon primene sila ograni£enja postaje

va(t +
1
2

�t ) = v
0

a(t +
1
2

�t ) +
1
2

(�t=m a)g(r )
a (t) (3.32)

i koristi se za evoluciju brzine pod uticajem �zi£kih sila, po uzoru na jedna£inu (3.7)

v
0

a(t + �t ) = va(t +
1
2

�t ) +
1
2

(�t=m a)fa(t + �t ) (3.33)

posle dodavanja sila ograni£enja postaje

va(t + �t ) = v
0

a(t + �t ) +
1
2

(�t=m a)g(v)
a (t + �t ) (3.34)

Sile ograni£enjag(v)
a (t + �t ) su usmerene duº vektora vezar ab(t + �t ). Sli£no ra£unu od ranije,

moºe se napisati set jedna£ina

� 1
2

�t
�
g(v)

1 (t + �t ) = � (v)
12 r 12(t + �t ) (3.35)

� 1
2

�t
�
g(v)

2 (t + �t ) = � (v)
23 r 23(t + �t ) � � (v)

12 r 12(t + �t ) (3.36)

� 1
2

�t
�
g(v)

3 (t + �t ) = � � (v)
23 r 23(t + �t ) (3.37)

gde je vremenski faktor takože uzet zbog pogodnosti. Trenutni problem je sveden na odreži-
vanje novog para mnoºitelja,� (v)

12 i � (v)
23 , koji su uzeti tako da brzine zadovoljavaju jedna£inu

(3.21) ta£no u (t + �t ). Te jedna£ine su linearne po nepoznatima, po²to su dobijene iz
skalarnog proizvoda brzina

v12(t + �t ) = v
0

12(t + �t ) +
�
m� 1

1 + m� 2
2

�
� (v)

12 r 12(t) � m� 1
2 � (v)

23 r 23(t) (3.38)

v23(t + �t ) = v
0

23(t + �t ) � m� 1
2 � (v)

12 r 12(t) +
�
m� 1

2 + m� 2
3

�
� (v)

23 r 23(t) (3.39)
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sa odgovaraju¢im vektorom vezer 12(t + �t ), odnosnor 23(t + �t ). Nakon odreživanja � (v)
12 i

� (v)
23 , mogu se odrediti sile ograni£enja, a zatim i brzineva(t + �t ).

Ograni£avanje ugla izmežu veza je fundamentalno ista stvar kao i ograni£avanje duºina
veza. Moºe se posmatrati kao dodavanje jo² jednog ograni£enja duºine. Na primer, ugao
H� O� H u molekulu vode se moºe �ksirati ograni£avanjem razdaljine izmežu dvaH atoma.
To bi zna£ilo da se u prethodnim jedna£inama mora ura£unati jo² jedan mnoºilac� (r )

31 , ²to
dodaje jo² jedan £lan pri odreživanju poloºaja i brzina u(t + �t ).
Ovaj proces 'triangulacije' molekula se lako primenjuje na kompleksnije molekule. Na slici (9)
je prikazana triangulacija molekula butana koja ostavlja samo jedan unutra²nji parametar,
torzioni ugao, da evoluira pod uticajem potencijala.

Slika 9: Shema triangulacije na primeru butana. Veze 1-2, 2-3 i 3-4 su ograni£ene i imaju
konstantnu duºinu. Ograni£avanjem razdaljina 1-3 i 2-4 ograni£avaju se i uglovi� i �

0
, ²to

ostavlja torzioni ugao� kao jedinu unutra²nju koordinatu koja se moºe varirati. [24]
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3.3.1 Primer triangulacije: Butan

Butan je £etvrti molekul u alkanskom nizu £ija je op²ta stehiometrijska formulaCnH2n+2 ,
gde se molekul dobija slaganjemCH2 grupa izmežu CH3 grupa na krajevima. Odavde se
zaklju£uje da butanC4H10 ima strukturnu formulu CH3 � CH2 � CH2 � CH3.
Intramolekularne sile se ra£unaju uzimaju¢i u obzir valentne veze izmežu susedno vezanih
monomera, kao i ugaone sile mežu njima. Torzioni potencijal je dat trigonometrijskim redom.
Kratkodometne intermolekularne interakcije su modelovane Lenard-Dºonsovim potencijalom
(2.17) koji se javlja izmežu monomera razli£itih molekula.

Slika 10: Cis i trans kon�guracija butana, imaju razli£ite torzione uglove� = 180� _ � = 0 �

U ovom primeru je prou£avano 64 molekula butana u kubnoj simulacionoj kutiji sa pe-
riodi£nim grani£nim uslovima na temperaturi od 296K . Kako je ova temperatura zna£ajno
vi²a od temperature klju£anja butana od 274K , butan je u gasovitom stanju. Po£etna
raspodela je dobijena ili nasumi£no ili ekvidistantnim translacijama kon�guracije jednog
molekula. Posmatraju se razli£ite kon�guracije butana i evolucija energije, rezultati simu-
lacije su prikazani na slici 11
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(a) Histogram torzionih uglova butana u ovom primeru.

(b) Vremenska evolucija LJ potencijala (c) Vremenska evolucija potencijala veze, ugla i
torzije

Slika 11: Na histogramu (gornja sliika) vidi se da je dominantna kon�guracija� = 0 � ,
odnosno trans kon�guracija. Takože se vidi da su energetski povoljne kon�guracije� = 2�= 3
i njoj simetri£na � = 4�= 3. Intramolekularne sile su relativno velike zbog parametara
modela. U realnosti nisu svi stepeni slobode aktivni na temperaturi od296K [28]

3.4 Osnovni elementi Monte Karlo metode

Nasumi£no izdvajanje razli£itih mogu¢ih stanja sistema se naziva Monte Karlo (MC)
tehnika. Po£ev²i od proizvoljnog inicijalnog stanja sistema, prelaz u drugo stanje se izvodi
prate¢i tranziciona pravila za odreženi sistem. U najprostijem slu£aju prelaz odgovara
pomeraju jedne ili vi²e £estica (prelaz ne mora da odgovara �zi£ki mogu¢em prelazu).U
MD simulacijama sukcesivne kon�guracije sistema su povezane u vremenu, ²to nije slu£aj
u MC simulacijama, gde svaka kon�guracija zavisi jedino od prethodnog koraka, a ne od
kon�guracija kroz koje je pro²ao sistem pre toga.
Razli£ita stanja sistema imaju razli£ite energije, neka jePi verovatno¢a da se sistem naže
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u stanju i koje ima energijuE i . Za sisteme sa konstantnom zapreminom, temperaturom i
brojem £estica, verovatno¢a je data Bolcmanovim faktorom

Pi � exp
�

�
E i

kT

�
(3.40)

U ravnoteºi broj prelaza po jedinici vremena iz bilo kog stanjai u proizvoljno stanje j je
u srednjem jednako broju prelaza izj u i . Broj prelaza iz stanja i u stanje j je propor-
cionalan verovatno¢i nalaºenjaPi u stanju i , verovatno¢i poku²aja prelazagi ! j iz i u j , kao
i verovatno¢i prihvatanja tog prelazapi ! j . Ravnoteºno stanje se moºe opisati jedna£inom

Pi gi ! j pi ! j = Pj gj ! i pj ! i (3.41)

Ve¢ina MC simulacija molekularnih sistema se odnose na Metropolis Monte Karlo agloritam
[16], iako jedan od najjednostavnijih, de�nitivno je najzastupljeniji.
Verovatno¢a poku²aja prelaska iz stanjai u stanje j je ista kao i verovatno¢a prelaska izj u
i .

gi ! j = gj ! i (3.42)

Takože, u Metropolis algoritmu poku²aj prelaza u stanje sa niºom energijom je uvek prih-
va¢en

pi ! j = 1 ako E j � E i (3.43)

Primenjuju¢i prethodne dve pretpostavke i jedna£inu (3.40) na jedna£inu ravnoteºe (3.41)
dobija se verovatno¢a da je prihva¢en poku²aj prelaza:

pi ! j = exp
�

�
E j � E i

kT

�
ako E j > E i (3.44)

Prakti£no se to implementira na slede¢i na£in. Generi²e se slu£ajan broj izmežu0 i 1 i
uporedi se sa Bolcmanovim faktorom (3.44). Ako je slu£ajan broj ve¢i od Bolcmanovog
faktora, prelaz se odbija i originalna kon�guracija se zadrºava za slede¢u iteraciju; ukoliko
je slu£ajan broj manji, dolazi do prelaza i nova kon�guracija postaje novo stanje sistema.
Za svaku kon�guraciju koja je prihva¢ena, vrednost ºeljene veli£ine se odrežuje na kraju
simulacije tako ²to se usrednjava po broju izra£unatih vrednostiM

hAi =
1

M

MX

i =1

Ai (3.45)

3.5 Razlika izmežu molekularne dinamike i Monte Karlo metode

Molekularna dinamika i Monte Karlo metode simulacija se razlikuju na par na£ina. Na-
jbitnija razlika je da MD pruºa informacije o vremenskoj zavisnosti osobina sistema, dok
MC ne poseduje takvu zavisnost izmežu sukcesivnih kon�guracija. U molekularnoj dinamici
je mogu¢e predvideti stanje sistema u bilo kom trenutku u budu¢nosti, ili u pro²losti, dok je
u Monte Karlo simulacijama svaka iteracija odrežena jedino njenim neposrednim prethod-
nikom. Ove dve metode takože koriste razli£ite ansamble. Molekularna dinamika se obi£no
izvodi pod ograni£enjem na broj £esticaN , zapreminu V i energiju E (mikrokanonski, ili
NV E ansambl). Monte Karlo se tipi£no izvodi u kanonskom ansamblu (konstantnoN , V i
temperatura T). Obe tehnike se mogu modi�kovati tako da se mogu koristiti i pri drugim
ansamblima.
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4 Termodinami£ke osobine sistema

4.1 Termostat

Ako je sistem termalno i mehani£ki izolovan, ukupna energija sistema je konstantna u
vremenu prema jedna£ini (2.12). Mežutim, u nekim simulacijama je poºeljno menjati en-
ergiju ili temperaturu sistema. Jedan od razloga moºe biti prou£avanje �zi£kih ili hemijskih
osobina, kao npr. fazni prelaz.

Temperatura se u �zi£kim eksperimentima odrºava konstantnom tako ²to se sistem dovede
u kontakt sa nekim mnogo ve¢im sistemom koji se nalazi na ºeljenoj temperaturi, a koji se
naziva toplotni rezervoar ili termostat. Uticaj manjeg sistema na toplotni rezervoar je zane-
mariv pa se smatra da je njegova temperatura konstantna. Na mikroskopskom nivou razmena
toplote se de²ava sudaranjem £estica sa zidom koji razdvaja toplotni rezervoar i sistem koji
se razmatra. U srednjem, kineti£ka energija £estica koje udare u zid se menja zavisno od
temperature rezervoara. Rezultuju¢i dobitak ili gubitak kineti£ke enerrgije greje ili hladi
sistem, sve dok mu temperatura ne dosegne temperaturu rezervoara. Da bi se postigao isti
efekat u simulaciji potrebno je da sistem dobija ili gubi energiju na odgovaraju¢ na£in, dok
se ne dosegne ºeljena temperatura. To se de²ava u takozvanoj fazi ekvilibracije. Na po£etku
ekvilibracije £estice poseduju inicijalne poloºaje i inicijalne brzine, zatim se temperatura
sistema pode²ava pomo¢u termostata. Kada se dosegne traºena temperatura, odrežuju se
trajektorije £estica i mere se sve ºeljene veli£ine. Sada ostaje samo da se razmotri kako se u
simulacijama sprovodi faza ekvilibracije.

Temperatura sistemaT i njegova kineti£ka energija su povezane ekviparticionom teo-
remom termodinamike [22]. Ako je sistem gas odN £estica uD-dimenzionom prostoru,
svaka £estica poseduje D stepeni slobode (zbog mogu¢nosti kretanja u jednom od D pros-
tornih pravaca). Svaka £estica doprinosi prose£noj energiji sistema vredno²¢u od1

2DkB T.
Ovo predstavlja op²te pravilo koje vaºi za sve klasi£ne sisteme: prose£na energija svakog
slobodnog stepena slobode u sistemu pri temperaturiT iznosi 1

2kB T. Stoga, u tri dimenzije
kineti£ka energija sistema je

K =
3
2

NkB T (4.1)

Odavde se temperatura moºe izraziti

T =
2

3NkB
K =

2
3NkB

NX

i =1

X

�

1
2

mi v2
i� (4.2)

gde kao i ranijei sumira po svim £esticama, a� po koordinatama.
Uobi£ajeni termostati se oslanjaju na modi�kaciju brzina koja se ili eksplicitno menja skali-
ranjem brzina svih £estica ili uvoženjem dodatnog £lana trenja u jedna£ine kretanja.
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4.1.1 Skaliranje brzina

Jednostavan na£in kontrolisanja temperature je mnoºenje svih £estica faktorom� (koji
takože zavisi od vremena) [28]

vi� (tn ) = �v i� (tn ) (4.3)

gde faktor skaliranja
� :=

p
K 0=K =

p
T 0=T (4.4)

transformi²e sistem iz temperatureT u T
0
.

Ovo se implementira tako ²to se trenutna temperaturaT(t) izra£una po formuli (4.2), a zatim
se odrežuje vrednost faktora skaliranja� za ºeljenu temperaturu po formuli (4.4). Zavisno od
trenutne i ºeljene temperature, faktor� moºe biti relativno velik, tako da skaliranje brzina
veoma uti£e na raspodelu energije sistema. Zbog toga, izraz (4.4) se moºe modi�kovati
parametrom prigu²enja
 2 [0; 1]

� 
 =
�

1 + 

�

T
0

T(t)
� 1

�� 1=2

(4.5)

Ukoliko je 
 = 1 onda je izraz identi£an izrazu (4.4), a ukoliko
 = 0, brzine se ne skali-
raju. Ako je faktor proporcionalan vremenskom koraku
 � �t , onda je brzina promene
temperature jednaka njenoj razlici od ºeljene temperature

dT(t)
dt

� (T
0
� T(t))

Prednost ove procedure je njena jednostavnost.

4.1.2 Dodavanje sile trenja jedna£inama kretanja

Povezivanje sa toplotnim rezervoarom se takože moºe ostvariti dodavanjem £lana sile
trenja u jedna£ine kretanja. Tada one glase:

_x i = v i (4.6)

mi _v i = F i � �m i v i (4.7)

gde indeksi prebrojava sve £estice
Dodatna sila � �m i v i koja deluje na £esticui je proporcionalna brzini te £estice. Ovde
funkcija � = � (t) zavisi od vremena i pozitivna je ako se energija treba oduzeti iz sistema, a
negativna ako se energija treba dodati.

Ako se ranije izvedene diskretizacione formule primene na_v i u vremenskom trenutkutn ,
onda ¢e jednostavna diskretizacija jedna£ina kretanja imati oblik

mi
v i (tn+1 ) � v i (tn )

�t
= F i (tn ) � � (tn )mi v i (tn ) (4.8)

Re²avanjem zav i (tn+1 ) dobija se

v i (tn+1 ) = (1 � �t� (tn ))v i (tn ) + �t F i (tn )=mi (4.9)
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Moºe se primetiti da je brzina u n-tom vremenskom trenutku pomnoºena faktorom(1 �
�t� (tn )) . Za � (tn ) > 0 to odgovara smanjenju brzine, a� (tn ) < 0 odgovara pove¢anju brzine.
Tako se kineti£ka energija sistema, a sa njom i temperatura, smanjuje ili pove¢ava tokom
vremena.

Dodatan £lan usled trenja se moºe lako uvrstiti u Verletov algoritam ((3.5) - (3.7)).
Naime, dovoljno je ubrzanje u formuli (3.5) zameniti saa(t) ! a(t) � � (t)v i (t), a ubrzanje
u formuli (3.7) a(t + �t ) ! a(t + �t ) � � (t + �t )v i (t + �t ). Tako se iz Verletovog algoritma za
poloºaj i brzinu i -te £estice nakon jednog vremenskog koraka�t dobija izraz

r i (t + �t ) = r i (t) + �t
�
1 �

�t
2

� (t)
�
v i (t) +

ai (t)�t 2

2
(4.10)

v i (t + �t ) =
1 � �t

2 � (t)

1 + �t
2 � (t + �t )

v i (t) +
1

1 + �t
2 � (t + �t )

(ai (t) + ai (t + �t )) �t
2

(4.11)

ƒlan trenja odavde ima dvostruki efekat. Brzinav i (t) se mnoºi faktorom1 � �t
2 � (t) koji se

pojavljuje pri odreživanju i poloºaja i brzina. Dodatno, ra£unanje novih brzina se skalira
faktorom 1

1+ �t
2 � (t+ �t )

.

Razmatrajmo dva mogu¢a izbora� u vi²e detalja. Po ekviparticionoj teoremi, �ksna kon-
stantna temperatura odgovara konstantnoj kineti£koj energiji i pritom vaºidK=dt = 0,
primenjuju¢i jedna£ine kretanja na ovu formulu dobija se

dK
dt

=
NX

i =1

mi v i � _v i =
NX

i =1

mi v i � (F i � i v i )

= �
NX

i =1

mi v i � (r x i V + i v i ) = �
�

dV
dt

+ �
NX

i =1

mi v2
i

�

Izbor

� = �
dV
dtP N

i =1 mi v2
i

= �
dV
dt

2K(t)
(4.12)

obezbežuje da je izvod kineti£ke energije u vremenu nula, odnosno da je temperatura kon-
stantna.

U Nose-Hoover termostatu [35] toplotni rezervoar na temperaturiT
0

se razmatra kao
integralni deo sistema koji se simulira i reprezentuje se dodatnim stepenom slobode koji
takože odrežuje stepen sprezanja £estica sistema sa rezervoarom. Evolucija funkcije� , koja
odrežuje ja£inu trenja, se opisuje preko obi£ne diferencijalne jedna£ine

d�
dt

=
� NX

i =1

mi v2
i � 3NkB T

0

�
=M (4.13)

gde M 2 R+ odrežuje ja£inu sprezanja sistema sa toplotnim rezervoarom, velike vrednosti
M odgovaraju slabom sprezanju.

31



4.2 Vremenski korelacione funkcije i transportni koe�cijenti

Neka su A(t) i B(t) dinami£ke varijable sistema odN £estica. Njihova evolucija je
odrežena jedna£inom kretanja:A (t) = exp( iLt )A (0). Njihova ravnoteºna vremenski korela-
ciona funkcija je de�nisana kao

CAB (t
0
; t" ) =



A (t

0
)B(t " )

�
(4.14)

gde se bez umanjenja op²tosti moºe uzeti da jet
0
� t " . Ugaone zagrade ukazuju na usredn-

javanje po vremenu. Stoga jeCAB (t
0
; t" ) de�nisano kao:



A (t

0
)B(t " )

�
= lim

� !1

1
�

Z �

0
A(t

0
+ t)B(t " )dt (4.15)

Kako je ravnoteºna gustina verovatno¢e nezavisna od vremena, korelaciona funkcija je neza-
visna od izbora vremenat "

Autokorelaciona funkcija brzine de�nisana kao

Z(t) =
1
3



v(t) � v

�
=



vx (t)vx

�
(4.16)

je mera projekcije brzine £estice na njenu po£etnu vrednost, usrednjenu po inicijalnim
uslovima. Vrednost autokorelacione funkcije ut = 0 je zapravo ekviparticiona teorema:

Z (0) =
1
3



v2

�
=

kB T
m

(4.17)

Nakon vremena duºeg od mikroskopskog vremena relaksacije sistema po£etna i krajnja brz-
ina ¢e biti potpuno nekorelisaneZ(t ! 1 ) = 0

Ajn²tajnova jedna£ina za difuzioni koe�cijent se moºe napisati preko autokorelacione
funkcije (Hansen i McDonald, 2013). Neka je set identi£nih £estica ozna£en njihovim po£et-
nim poloºajima f r i (0)g. ƒestice tokom vremena difunduju do pozicijaf r i (t)g, a koe�cijent
samodifuzije je zadat Ajn²tajnovom relacijom [37]

D = lim
t !1



jr i (t) � r i (0)j2

�

6t
(4.18)

Rezultat je direktna posledica Fikoovog zakona difuzije. Srednje kvadratno rastojanje (msd)
je izraz u zagradama u brojiocu, dok faktor1=6 proizilazi iz trodimenzionalnosti sistema.
Takože je i karakteristi£na relacija slu£ajne ²etnje (random walk) gde srednje kvadratno
rastojanje ²eta£a postaje linearno po vremenu nakon dovoljno velikog broja koraka [37].
Priroda ograni£avaju¢eg procesa uklju£enog u izraz (4.18) isti£e op²ti zna£aj uzimanja ter-
modinami£kog limesa pre uklju£enja limesat ! 1 . Za sistem sa kona£nom zapreminom
V, difuzioni koe�cijent de�nisan izrazom (4.18) strogo je nula, jer je maksimalno ostvarivo
srednje kvadratno pomeranje redaV 2=3. U praksi, za sistem makroskopskih dimenzija, sred-
nje kvadratno rastojanje ¢e dosti¢i plato vrednost u vremenu mnogo kra¢em od vremena
potrebnog da se difunduju¢e £estice pribliºe granicama sistema, upravo je vrednost na tom
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platou koja pruºa de�niciju D za kona£ni sistem.

Pomeraj za vremenski intervalt bilo koje £estice iznosi

r i (t) � r i (0) =
Z t

0
v(t

0
)dt

0
(4.19)

Kvadriranjem i usrednjavanjem ovog izraza po vremenu i primenjuju¢i (4.18) dobija se
povezanost koe�cijenta difuzije i autokorelacione funkcije brzine:

D =
Z 1

0
Z(t)dt (4.20)

Jedna£ina (4.20) je primer Grin-Kubo (Green-Kubo) formule, zna£ajne klase relacija u kojima
je makroskopska dinami£ka osobina napisana kao vremenski integral mikroskopske vremensko
korelacione funkcije. Op²ti oblik Grin-Kubo formule [38,39] glasi:


 =
Z 1

0
dt



A (t)A (0)

�
(4.21)

gde je
 transportni koe�cijent.

Izraz za dinami£ku viskoznost je takože dat preko Grin-Kubo formule:

� =
V

kB T

Z 1

0
dt



P�� (t)P�� (0)

�
(4.22)

gde je V zapremina sistema, aP�� nedijagonalne komponente tenzora napona, de�nisane
kao [24]:

P�� =
1
V

� X

i

pi� pi�

mi
+

X

i

r i�f i�

�
(4.23)
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5 Jonske te£nosti

Jonske te£nosti su te£ne soli sa ta£kom topljenja ispod25� C. Poseduju jedinstvene
�zi£ko-hemijske osobine kao ²to su: nizak pritisak pare, odli£na termalna stabilnost, ve-
lika viskoznost, visoka provodljivost jona, itd. [40] Ove osobine £ine jonske te£nosti korisnim
u ²irokom spektru primena, uklju£uju¢i i podmazivanje [41,43]. Jonske te£nosti ispitivane u
ove svrhe su sa£injenje od raznih katjona i anjona (bilo organskih, bilo neorganskih), ipak
su najzastupljeniji katjoni na bazi amonijuma, fosfonijuma, imidazoliuma ili piridiniuma.
Mežu njima, prsten imidazola, predstavlja veoma prilagodljivu osnovu za jonske te£nosti.
Prsten se lako jonizuje, rezultiraju¢i trajnim pozitivnim naelektrisanjem. Jonske te£nosti
na bazi imidazola na²le su primene u nekoliko oblasti, uklju£uju¢i potencijalne agense za
tretman vode zbog svoje sposobnosti koordinacije sa metalnim atomima, takože su ²iroko
rasprostranjene zbog svog potencijala kao ekolo²ki prihvatljiva organska rastvara£a zbog
smanjene isparivosti. Imidazol je privukao paºnju iz razli£itih razloga, posebno zbog svoje
podesive strukture, termalne stabilnosti, relativno visoke jonosprovodnosti, ²irokog elektro-
hemijskog prozora, itd. Kada se oba azotna atoma u prstenu imidazola zamene alkilnom
grupom, rezultuju¢i molekul je obi£no jonska te£nost, zbog toga su jonske te£nosti na bazi
imidazola temeljno prou£avane [44]. Nisu svi jonski imidazolni molekuli te£nosti, formiranje
jonskih te£nosti zavisi od duºine ili vrste supstituenata na molekulu. Imidazol poseduje rela-
tivno jedinstvenu sposobnost formiranja jonske te£nosti, te je stoga kandidat za gore opisane
primene.

Atomisti£ke simulacije su vaºne numeri£ke metode za istraºivanje magnetnih, elektron-
skih, hemijskih i mehani£kih svojstava materijala, budu¢i da ovi modeliraju¢i pristupi mogu
pratiti pozicije atoma i sile. Takve simulacije omogu¢avaju prakti£an na£in za ispitivanje
korelacija izmežu strukture na atomskom nivou i svojstava molekulskih sistema. Atomisti£ke
simulacije takože mogu sluºiti kao komplement eksperimentalne tehnike tako ²to ¢e smanjiti
broj formulacija koje je potrebno testirati i pruºiti smernice za dizajn. Kao ²to je navedeno
ranije, postoji mnogo razli£itih metoda za atomisti£ke simulacije, ali u ovoj master tezi je
fokus na simulacije molekularne dinamike (MD) sa empirijskim mežuatomskim potencijal-
ima.

U klasi£nim MD simulacijama sile se odrežuju iz empirijskih jedna£ina koje aproksimi-
raju kvantnomehani£ke interakcije izmežu atoma, i nazivaju se polja sila (force �eld ) ili
potencijali. Ta£nost simulacije zavisi od ta£nosti polja sila. Postoje dve op²te kategorije
empirijskih potencijala: reaktivni i nereaktivni. Nereaktivni potencijali pretpostavljaju kon-
stantne kovalentne veze izmežu atoma i ne mogu se koristiti za prou£avanje hemijskih reak-
cija. Mežutim, nereaktivni potencijali su izrazito pogodni za odreživanje �zi£kih svojstava
kao ²to su gustina, viskoznost i toplotni kapacitet zbog svoje jednostavnosti i niske ra£unarske
zahtevnosti. Ovim pristupom se moºe modelirati stotine ili hiljade molekula, u zavisnosti
od njihove veli£ine, tokom stotina nanosekundi. Reaktivna polja sila, iako manje ra£unarski
e�kasna od nereaktivnih modela, uzimaju u obzir formiranje i razbijanje kovalentnih hemi-
jskih veza i stoga su pogodna za modeliranje svojstava kao ²to su termalna stabilnost, kao i
reakcije izmežu razli£itih atomskih vrsta.
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Nerektivna polja sila za jonske te£nosti se mogu klasi�kovati u dve kategorije: polar-
izabilna i nepolarizabilna. Nepolarizabilna polja sila razmatraju individualne atome kao
ta£kaste mase �ksnog naelektrisanja i ne dozvoljavaju promenu raspodele naelektrisanja
molekula usled interakcije sa njegovom okolinom, dok polarizabilna polja sila eksplicitno
uklju£uju efekte polarizacije na raspodelu naelektrisanja.

Iako polarizabilna polja sila ta£nije modeluju �ziko-hemijske osobine jonskih te£nosti,
ona su mnogo vi²e ra£unarski zahtevna od nepolarizabilnih, zbog toga postoji jako malo po-
larizabilnih modela za jonske te£nosti. Iz tog razloga, parametri nepolarizabilnih modela, od
kojih su AMBER [45] i OPLS [46] razvijeni za naj²iri skup katjon-anjon parova kod jonskih
te£nosti, modi�kuju se da bolje predvide interakcije u jonskim te£nostima.

Interakcije izmežu jona, kao i izmežu jona i drugih tipova atoma, su okarakterisane inter-
molekularnom enegijom interakcije, radijalnom funkcijom raspodele, prostornom funkcijom
raspodele, raspodelom naelektrisanja i vodoni£nim vezama.
Interakciona energija jonskog para se odrežuje iz simulacija kao suma elektrostati£ke i Van
der Valsove interakcije izmežu jona.

Radijalna funkcija raspodele (radial distribution function - RDF ), g(r ), predstavlja verovat-
no¢u nalaºenja para atoma na nekom mežusobnom rastojanjur . Iz simulacije se dobija tako
²to se odredi rastojanje izmežu svih zadatih parova atoma tokom trajanja simulacije, a za-
tim se verovatno¢a nalaºenja predstavlja u funkciji od rastojanja. Generalno, vi²i pik u
funkciji raspodele ukazuje na ja£u interakciju, dok pozicija pika odgovara razmaku izmežu
interaguju¢ih atoma. Jedno od ograni£enja radijalne funkcije raspodele je da se detaljna
informacija o lokalnoj strukturi te£nosti moºe izgubiti zbog poni²tavanja doprinosa regiona
sa visokom i niskom verovatno¢om nalaºenja na istom rastojanju, ali na razli£itim stranama
atoma. Prostorna funkcija raspodele uzima u obzir i radijalne i ugaone koordinate radijus
vektora koji spaja dva atoma. Prostorna raspodela daje trodimenzionalnu sliku verovatno¢e
nalaºenja koja okruºuje dati atom ili jon.

Raspodela naelektrisanja unutar jonske te£nosti uti£e na hemijske i na procese razdva-
janja atoma. Za nepolarizabilna polja sila gustina naelektrisanja se odrežuje iz elektro-
stati£kog potencijala molekula ili se �tuje da odgovara eksperimentalno izmerenim osobi-
nama.

Vodoni£ne veze su odgovorne za mnoge �zi£ke i hemijske osobine jonskih te£nosti, kao ²to
su rastvorljivost, jonska provodnost, ta£ka topljenja, viskoznost, itd. One su u simulacijama
odrežuju iz rastojanja i ugla izmežu atoma koji je donor vodonika i atoma koji je akceptor
vodonika.
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6 Model simulirane jonske te£nosti

Simulacije molekularne dinamike sprovedene u okviru ove master teze uklju£uju katjon
1-Butil-3-metilimidazolijum ( bmim) u kombinaciji sa heksa�uorofosfat (PF6) anjonom. Iz-
gled pojedina£nih jona prikazan je na slici 12. Sistem se sastoji iz rastvora[bmim]PF6 jonske
te£nosti i vode.

Slika 12: 3D[bmim]+ [PF6]- jona. Atomi jonske te£nosti su predstavljeni slede¢im bojama:
bela - vodonik H; crna - ugljenik C; plava - azot N; narandºasta - fosfor P; zelena - �uor F

Mežuatomska interakcije unutar i izmežu jonskih te£nosti su karakterisane kori²¢enjem
OPLS-All Atomic ) modela sile koji je izveden iz LigParGena [47] (internet server koji pruºa
interfejs za generisanje parametara polja sila u formatima koji se £esto koriste u paketima
za molekularnu dinamiku i Monte Karlo simulacije). MD simulacije su izvedene kori²¢enjem
otvorenog LAMMPS paketa [48], sa vremenskim korakom od 1 fs. Da bi se odrºala ºeljena
temperatura, kori²¢en jeNose-Hoovertermostat [49], dok je za re²avanje jedna£ina kretanja
kori²¢en Verletov algoritam brzina (velocity Verlet algorithm) [50].

SPC/E model (extended simple point charge model) vode de�ni²e vodu kao molekul sa
tri mesta vezivanja, pri £emu su svakom od ta tri atoma dodeljena naelektrisanja i Lendard-
Dºons parametri. U modelu se dve O-H veze i ugao H-O-H odrºavaju u £vrstom poloºaju.
Potencijal veze se predstavlja harmonijskim potencijalom. Ovo su dodatni parametri koje
treba postaviti za O i H atome, kao i za molekul vode kako bi se izvr²io rigidan SPC/E model.

U ovom master radu su razmatrana £etiri razli£ita masena udela jonske te£nosti u vodi:
20%; 45%; 60%i 80%. Sistemi masenog udela60%i 80%su dobijeni iz sistema koncentracije
45% tako ²to su se iz tog sistema nasumi£no oduzimali atomi vode dok se nije postigla
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Tabela 1: Tabelarno prikazani parametri SCP/E modela vode

masa O 15; 7774g=mol
masa H 1; 008g=mol

naelektrisanje O � 0; 8476e
naelektrisanje H 0; 4238e

� LJ za O-O 0; 1553kcal=mol
� LJ za O-O 3; 166A

� LJ , � LJ za O-H, H-H 0
r0 O-H veza 1A

� 0 H-O-H ugao 109; 47�

ºeljena koncentracija. Da broj jona u sistemu ne bi bio premali, pri konstruisanju sistema
koncentracije 20% po£etni sistem udela45% se prvo replicira 8 puta (dva puta po svakoj
koordinati) a zatim se odatle nasumi£no oduzimaju anjoni i katjoni, dok se ne dobije maseni
udeo od20%.
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7 Rezultati

7.1 Strukturne karakteristike

Nalektrisanja u [bmim]+ jonu su centrirana oko vodonikovih atoma na imidazolnom
prstenu. Zbog toga odreživanje radijalne funkcije raspodele nije pravolinijsko. Rezultati
simulacija u kojima je dozvoljena slobodna evolucija sistema bez promene spolja²njih fak-
tora pri £etiri razli£ita masena udela jonske te£nosti u vodi su prikazani na Slici 13. Punom
linijom su prikazani rezultati simulacije na konstantnoj temperaturi od300K, dok su ispreki-
danom linijom prikazani rezultati na 400K. Crvenom i narandºastom bojom na su prikazane
radijalne funkcije raspodele izmežu jona, crvenom izmežu bmim katjona i �uora u anjonu, a
narandºastom izmežu fosfora u anjonu. Radijalna funkcija raspodele izmežu bmim katjona
i kiseonika iz vode je prikazana zelenom linijom, dok je plavom linijom na Slici 13 prikazana
radijalna funkcija raspodele izmežu �uora iz anjona i vodonika iz vode.

Ve¢a vrednost radijalne funkcije raspodele odgovara ve¢em nagomilavanju £estica u odnosu
na uniformnu raspodelu, ²to odgovara ve¢oj ja£ini interakcije na rastojanju gde dolazi do
nagomilavanja. Iz izgleda radijalne funkcije raspodele izmežu jona prikazane na slici 13,
gde je crvenom bojom prikazana radijalna funkcija raspodele izmežu bmim katjona i �uora
u anjonu, a narandºastom izmežu fosfora u anjonu, moºe se primetiti da pove¢anje udela
jonske te£nosti smanjuje ja£inu interakcije. Maksimumi radijalne funkcije raspodele su niºi u
oba slu£aja, ali se ne menja rastojanje izmežu atoma. U prvom slu£aju se isti£e maksimum
raspodele na0:4 nm, dok se za interakciju izmežu anjona javljaju dva maksimuma na oko
0:6 nm i 0:9 nm. Funkcije raspodele dobijene simulacija na temperaturi400K prate isti trend
kao i u slu£aju odgovaraju¢ih koncentracija na temperaturi300K, ali je ja£ina interakcije
manja nego u tom slu£aju. Razlika u ja£ini interakcije pri ovima dvema temperatura se
smanjuje sa pove¢anjem masenog udela jonske te£nosti.

Radijalna funkcija raspodele izmežu bmim katjona i kiseonika iz vode, prikazana zelenom
linijom na Slici 13, pokazuje da je koncentracija vode u blizini katjona manja od srednje kon-
centracije u sistemu, ²to zna£i da oni interaguju odbojno. Oblik funkcije ukazuje da ni prom-
ena koncentracije, ni promena temperature nemaju zna£ajan uticaj na funkciju raspodele.
Ipak moºemo da primetimo da funkcija raspodele brºe konvergira uniformnoj raspodeli pri
pove¢anju koncentracije jonske te£nosti. Pri interakciji �uora iz anjona i vodonika iz vode,
prikazano plavom linijom na slici 13, dolazi do stvaranja dva maksimuma na oko0:2 nm
i 0:3 nm pri kojima radijalna funkcija raspodele prelazi iz vrednosti< 1 u vrednost > 1,
ukazivaju¢i da je na tim rastojanjima interakcija anjona i vode ja£a. Nasuprot prethodnim
slu£ajevima, pove¢anje temperature dovodi po pove¢anja ja£ine interakcije, ali ne zna£ajno.
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(a) 20% jonske te£nosti (b) 45% jonske te£nosti

(c) 60% jonske te£nosti (d) 80% jonske te£nosti

Slika 13: Radijalna funkcija raspodele pri razlicitim koncentracijama jonske te£nosti. Crvena
linija predstavlja radijalnu funkciju raspodele izmežu vodonikovih atoma iz imidazolnog
prstena i �uora iz anjona, zelenom je prikazana raspodela imežu istih vodonikovih atoma i
kiseonika iz vode, plavom izmežu �uora i vodonikovih atoma iz vode, a narandºastom imežu
fosfora iz anjona. Punom linijom su prikazani rezultati na temperaturi od300K , dok su
isprekidanom razultati pri 400K
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7.2 Ta£ka klju£anja

U ovoj sekciji se ispituje uticaj zagrevanja sistema na promenu njegove zapremene i anal-
izira se ta£ka klju£anja rastvora jonske te£nosti i vode. Ise£ci iz simulacije zagrevanja sistema
masenog udela45% su prikazani na slici 14. Crnom bojom su obojeni C atomi, belom H,
tamno plavom N, narandºastom P, zelenom F, a svetlo plavom molekuli vode.

(a) T = 300K (b) T = 500K (c) T = 600K

Slika 14: Evolucija sistema koncentracije45%za tri vrednosti temperature. Joni su obojeni
kao na slici 12, a svetlo plavom bojom su prikazani molekuli vode.

U simulacijama su primenjivani periodi£ni grani£ni uslovi po svim prostornim koordi-
natama. Temperatura se postepeno pove¢avala u rasponu300K � 800K pomo¢u Nose-
Hoover termostata, tako ²to se prvo pove¢a za10K a zatim se radi stabilizacije termostatom
reguli²e na toj temperaturi odrežen broj vremenskih koraka, pre slede¢eg pove¢avanja tem-
perature. Pritisak tokom cele simulacije je odrºavan na konstantnoj vrednosti od1 bar
(atmosferski pritisak), dok se sama zapremina simulacione kutije menjala u skladu sa pri-
menjenim barostatom, odnosnoNPT ansamblom. Zavisnost zapremine simulacione kutije
od temperature sistema tokom simulacija na £etiri razli£ite zapremine prikazana ja na slici
15. Plavom bojom su trenutne vrednosti nakon svakih10 vremenskih koraka�t , a crvenom
linijom pokretni prosek (moving average) tih vrednosti sa prozorom usrednjavanja od 180
vrednosti. Metoda pokretnog proseka je statisti£ka metoda pomo¢u koje pratimo prose£nu
promenu podataka kroz vreme. Moºemo da je iskoristimo radi izra£unavanja trenda kretanja
podataka.

U simulaciji sistema pri udelu jonske te£nosti od20% izvr²avanje simulacije je prekin-
uto ranije u odnosu na simulacije pri ostalim koncentracijama, ²to se vidi na slici 15a, iz
razloga ²to je za sistem te veli£ine bilo potrebno mnogo vi²e ra£unarskog vremena. Uo£eno
je postepeno pove¢anje zapremine do temperature500K, na ta£ki klju£anja jonska te£nost
- voda dolazi do naru²enja strukture te£nosti, pritisak pare postaje uporediv sa povr²in-
skim naponom jonske te£nosti na toj temperaturi, ²to dovodi do formiranja dºepova gasa
unutar jonske te£nosti. Koli£ina vode u sistemu zna£ajno uti£e na ta£ku klju£anja, dolazi do
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pove¢anja ta£ke klju£anja sa temperature od oko520K pri masenom udelu jonske te£nosti
od 20%do oko 700K pri masenom udelu od80%jonske te£nosti. Visoka kohezija molekula
jonske te£nosti deluje kao dodatan pritisak, suzbijaju¢i naglo ²irenje vode. Ispod ta£ke
klju£anja molekuli vode nemaju dovoljnu energiju da naru²e strukturu jonske te£nosti, ali i
dalje dolazi do postepene ekspanzije sistema. Na umetnutim ise£cima (inset) gra�ka 15a -
15d moºe se primetiti da sa pove¢anjem temperature ne dolazi do regulacije zapremine, ve¢
dolazi do intenzivnog ²irenja sistema ²to ukazuje da je u toj ta£ki do²lo do faznog prelaza iz
te£nosti u gas.

(a) 20% jonske te£nosti (b) 45% jonske te£nosti

(c) 60% jonske te£nosti (d) 80% jonske te£nosti

Slika 15: Zagrevanje sistema za razli£ite koncentracije jonske te£nosti. Plavom bojom su
prikazane vrednosti na svakih 10 vremenskih koraka, a crvenom linijom je prikazan pokretni
prosek (moving average).
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7.3 Difuzivnost

Samodifuzivnost katjona, anjona i vode se odrežuje preko Ajn²tajnove relacije (4.18) pri-
menjuju¢i je na srednje kvadratno rastojanje (msd) za centar mase jona ili molekula vode. Na
slikama 16 i 17 su prikazane zavisnosti srednjeg kvadratnog rastojanja od vremena trajanja
simulacije, na prvoj slici su rezultati simulacije na temperaturi od300K, dok su na drugoj
slici rezultati na 400K. Vrednosti srednjeg kvadratnog rastojanja svakih1pssu predstavljene
ta£kama na gra�ku, a narandºasta linija predstavlja linearan �t koriste¢i metod najmanjih
kvadrata nad vrednostimamsdposle1; 5ns, kada zavisnostmsdod vremena postane linearna.

Interesantno je da za kra¢e vremenske periode (t < 1; 5 ns) msd iskazuje subdifuziono
pona²anje [51] za velike molekule (katjone i anjone) na niºim temperaturama (300K), to
jest, prikazivanje zavisnotimsd od vremena na log-log skali ima nagib prave< 1. Na vi²oj
temperaturi (400K) anjoni zadrºavaju subdifuzno pona²anje (videti Slike 17d, 17g, 17j), dok
su katjoni preteºno difuzni (Slike 17b, 17e, 17h, 17k). Pove¢anje temperature zna£ajno je
pove¢alo linearnost srednjeg kvadratnog raspojanja od vremena. Manje koncentracije jonske
te£nosti (20%) su na niºim temperaturama difuzni, ²to se moºe videti na slikama 16a, 16b).
Voda ispoljava difuzno pona²anje nezavisno od temperature i koncentracije jonske te£nosti.
Na to ukazuje skoro potpuno preklapanje vrednosti srednjeg kvadratnog pomeraja i povu£ene
prave (videti Slike 16c, 16f, 16i, 16l, 17c, 17f, 17i, 17l)
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