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1 Uvod

Fizika se pokazala vrlo korisnom u izucavanju strukture i dinamike visecesti¢nih interagujuc¢ih sistema koji
tradicionalno ne pripadaju njenom polju interesovanja, kao $to su bioloski [19] ili socioekonomski sistemi [9].
Glavna karakteristika svih ovih sistema je da se sastoje od velikog broja interagujucih jedinica i da ispoljavaju
kolektivno ponasanje. Ovakve sisteme nazivamo kompleksnim sistemima. Fizika u kombinaciji sa teorijom
kompleksnih sistema i metodama rac¢unarskih nauka omogucava da se kvantitativno opise struktura interakcija
u kompleksnim sistemima, da se prouci kako struktura utice i odreduje dinamiku i funkciju ovakvih sistema,
kao i da se pronadu mehanizmi koji su u osnovi nastanka kolektivnog ponasanja u njima.

Istrazivanja sprovedena u prethodne dvije decenije na razli¢itim kompleksnim sistemima pokazala su da njihova
dinamika i funkcija zavise od strukture mreze interakcija [4, 8]. Teorija kompleksnih mreza omoguéava kvan-
titativni opis i izuCavanje evolucije mreze interakcija u kompleksnim sistemima. Kompleksne mreze, kojima se
opisuje struktura ovih interakcija, iako opisuju razli¢ite sisteme imaju neka svojstva koja su zajednicka svim
realnim kompleksnim sistemima. Ove mreze imaju Siroku, vrlo heterogenu, distribuciju vjerovatnoce stepena
[4, 8], srednji put izmedu svaka dva ¢vora koji raste logaritamski sa rastom jedinica u mrezi [42], korelisane su
[4], i Cesto imaju mezoskopske nehomogenosti. Ova univerzalna svojstva ukazuju na sline mehanizme evolucije
ovih kompleksnih sistema i omogucéavaju da se okviri teorije kompleksnih mreza i fizike kompleksnih sistema
primjene na izucavanje njihove strukture i dinamike.

Fizika socioekonomskih sistema se razvila u prethodne dvije decenije zahvaljujuéi prije svega velikoj koli¢ini
podataka o ponasanju ljudi koji su postali dostupni [39]. Razvoj informaciono-komunikacionih tehnologija je
omogucio sakupljanje velike koli¢ine razli¢itih podataka o svakodnevnom ponasanju ljudi. Fizika, prije svega
primjenom numerickih metoda i u kombinaciji sa metodama racunarskih nauka, je kroz analizu ovih podataka
uspjela da izvede statisticke zakonitosti ponasanja razli¢itih socijalnih sistema. Socijalni sistemi ispoljavaju
razlic¢ite oblike kolektivnog ponasanja od dinamike misljenja [39], preko kolektivnih emocija [30], do kolektivnih
obrazaca mobilnosti [38]. Socijalni sistemi ispoljavaju karakteristi¢ne obrasce koji su stabilni u vremenu i pros-
toru [20], i nezavisni od istorijskih i kulturoloskih okolnosti [10]. Ova stabilnost i univerzalnost obrazaca u
socijalnim sistemima ¢ini ideju o predvidljivosti ponasanja socijalnih sistema realnom, i daje alate za planiranje
i konstruisanje realnih politika i instrumenata sa ciljem da se potpomogne razvoj boljeg i uspjesnijeg drustva.
Razumijevanje mobilnosti ljudi u okviru jednog grada, drzave ili svijeta je od izuzetnog znacaja. Informacija o
mobilnosti ljudi u gradu je od klju¢nog znacaja za urbanisticko planiranje, planiranje transporta, predvidanje
toka epidemija i procjenu doprinosa mobilnosti ljudi zagadenju vazduha [28, 24, 15, 2]. U posljednje vrijeme
doslo je do velikog pomaka u istrazivanju o mobilnosti ljudi u smislu razumijevanja, kvanitativnog opisa i mod-
eliranja mobilnosti ljudi. Veliki pomak u ovim istrazivanjima je najveéim dijelom posljedica pojavljivanja velikih
koli¢ina podataka o mobilnosti ljudi [46].

Najveéi broj istrazivanja je zasnovan na proucavanju individualnih trajektorija i proucavanju zasnovanom na
teoriji mreza [1]. Kod proucavanja individualnih trajektorija odreduju se raspodjele predene udaljenosti izmedu
dvije tacke Ar i vremena ¢ekanja At izmedu dva kretanja [37]. Kod ovih rezultata primjeéuju se neke statisticke
regularnosti. Posmatranjem velikih skupova podataka o cirkulaciji novéanica od jednog dolara (uz pretpostavku
da vjerodostojno predstavljaju kretanje ljudi koji rukuju njima) primjeéeno je da predena udaljenost Ar poje-
dinaca moze biti opisana raspodjelom P (Ar) [{Ar)&*® edje B <2 [7]. Ovo je u skladu sa intuicijom: ljudi

se najcesée krecu kratkim relacijama, ali povremeno otputuju na neku relativno udaljenu destinaciju.



U istrazivanjima mobilnosti ljudi zasnovanim na teorijama mreza, pristup je koristenje mreza koje su smjestene
u stvarnom prostoru, odnosno ¢vorovi ovih mreza zauzimaju odreden polozaj u oblasti u kojoj se mobilnost
posmatra. DefiniSe se mreza sa ¢vorovima smjestenim u stvarnom prostoru tako da je veza izmedu tih ¢vorova
srazmjerna fluksu ljudi izmedu njih [44]. Zbog vremenske rezolucije podataka iz kojih je mreza generisana,
topologija mrezZe se obi¢no mijenja sa vremenom, pa se ove mreze posmatraju kao dinamicke mreze. Dinamicko
posmatranje mreza podrazumijeva posmatranje parametara mreze koji se mijenjaju sa vremenom.

Ljudska mobilnost je posmatrana na razlicitim prostornim skalama. Najvece prostorne skale na kojim je pos-
matrana mobilnost su kontinenti. To istrazivanje je uradeno analizom podataka o vazdusnom saobracaju [22].
Najmanje skale na kojim je pradena mobilnost su stambene zgrade [26]. Pracenje mobilnosti na tako malim
skalama je moguce pracenjem povezivanja bezi¢nih uredaja svakog pojedinca.

Najvedi dio istrazivnja obrazaca mobilnosti proucava njihovu stabilnosti i dinamiku tokom normalnih perioda.
Rezultati pokazuju da su obrasci mobilnosti stabilni u prostoru i vremenu, $to omogucava razvoj razlic¢itih
modela kojima se modelira mobilnost na razli¢itim prostornim i vremenskim skalama.

Velike krize, kao $to su pozari, zemljotresi i epidemije neminovno dovode do strukturnih promjena u ponasanju
socijalnih sistema [39, 25]. Nase poznavanje kako i u kojoj mjeri razli¢ite krize uti¢u na promjenu mobilnosti
ljudi je jos uvijek ograniceno. Istrazivanja vezana za zemljotrese su otkrila da trajektorije ljudi postaju pred-
vidljivije poslije zemljotresa [25]. Za razliku od zemljotresa, koji izazivaju krize koje traju relativno kratko,
krize poput epidemije COVID-19 izazivaju dugotrajne promjene u ponasanju ljudi. Kako ove promjene uticu
na promjene obrazaca mobilnosti, i da li su ove promjene univerzalne u odnosu na razlicite drzave i kulture je
jos uvijek otvoreno pitanje. Cilj ove teze je da odgovori na pitanje da li su se i na koji nac¢in promijenili obrasci
mobilnosti u Gradu Beogradu usljed epidemije COVID-19. U tu svrhu bice iskoristene metode numericke fizike,
teorije kompleksnih mreza i masinskog ucenja za analizu podataka o mobilnosti korisnika Facebooka dobijenih
putem Facebook-ovog portala Data for good [48]. Facebook Data for good takode obezbjeduje informacije o
prostornoj raspodjeli korisnika ¢iji se obrasci kretanja posmatraju. Biée analizirani podaci o populaciji i mo-
bilnosti korisnika na teritoriji Grada Beograda prije i tokom krize COVID-19. Koristenjem metoda masinskog
ucenja pokazuje se slicnost u obrascima kretanja korisnika u raznim oblastima Grada Beograda. Takode ¢e
biti predstavljena dinamicka analiza realnih komplesnih mreza generisanih iz pomenutih podataka o mobilnosti
korisnika. Ova teza je organizovana na sljedeéi nac¢in. U poglavlju 2 su objasnjene metode koje ¢e biti koristene
u analizi obrazaca mobilnosti. Poglavlje 3 daje detaljni opis podataka dobijenih sa Facebook-ovog portala Data

for good [48]. Rezultati analize su predstavljeni u poglavlju 4, dok je u pogljavlju 5 dat zakljudak ove teze.



2 Metodologija

2.1 Algoritmi masinskog ucenja

Masinsko ucenje je jedna implementacija vjeStacke inteligencije. SusStina masinskog ucenja je ekstrakto-
vanje znanja iz podataka. Primjene masinskog ucenja koje se srecu svakodnevno su algoritmi za preporuku
sadrzaja na video platformama, algoritmi za preporuku kupovine odredenih proizvoda, algoritmi za preporuku
drugih korisnika na drustvenim mrezama, prepoznavanje korisnika na fotografijama na drustvenim mrezama
[31]. Pored komercijalne primjene masinskog ucenja, ono se intenzivno koristi i u istrazivanju. Cesta primjena
je u astronomiji, fizici elementarnih Cestica, teoriji kompleksnih mreza i medicini [21, 35, 13, 17]. U zavisnosti od
prirode problema koji se rjesava primjenom masinskog ucenja, algoritmi masinskog ucenja se dijele na masinsko
ucenje sa nadzorom i masinsko udenje bez nadzora [31].

Kod masinskog ucenja sa nadzorom algoritam masinskog ucenja se obucava pomocéu parova ulaza i izlaza. Za
dati ulaz unaprijed je odreden izlaz. Ovo je odredeno ljudskom inteligencijom. Kada je algoritam obucen,
za novi nepoznat ulaz on daje izlaz sa odredenom tacnoséu bez ikakve pomodéi ljudske inteligencije. Primjer
ovoga je klasifikacija nezeljene elektronske poSte [14]. Korisnik prepoznaje nezeljenu postu i oznadava je kao
takvu. U ovom sluéaju elektronska posta je ulaz, a oznaka Zeljena posta ili neZeljena posta je izlaz. Algoritam
u buduénosti prepoznaje nezeljenu postu sa odredenom tacnoséu i odlaze je u poseban folder. Sa povecanjem
oznaka od strane korisnika tacnost algoritma se povecava.

Kod masinskog uéenja bez nadzora, algoritam ima pristup samo ulaznim podacima, izlazni podaci su nepoznati
algoritmu. Ovakvi algoritmi se najcesée koriste u klasterovanju neoznacenih ulaznih podataka [43]. Pridruzi-
vanje izlaza ulaznim podacima se vrsi bez uceséa ljudske inteligencije [31].

Vrlo je vazna reprezentacija podataka na kojima se primjenjuju algoritmi masinskog ucenja. Ovi podaci su

najcéesée prikazani u tabelama u kojima redovi predstavljaju uzorke, a kolone predstavljaju osobine.

2.2 K-means klasterovanje

Klasterovanje je jedan od najéeSée koristenih algoritama masinskog ucenja bez nadzora [43]. Uzorci su
predstavljeni kao tacke u N-dimenzionom prostoru gdje je N broj osobina tih uzoraka. Klasterovanje je postupak

u kojem se ovi uzorci postavljaju u grupe na osnovu njihovih osobina. Ove grupe se nazivaju klasteri. Kao

.....

......

K-means klasterovanje je jedan od najcesée koristenih algoritama za klasterovanje [18]. Ovaj algoritam pokusava
odrediti centre klastera koji predstavljaju odredene oblasti u N-dimenzionom prostoru u kojem su podaci. Kada

se algoritmu za K-means klasterovanje zada broj klastera K, klasterovanje se odvija u tri koraka:
1. Prvi korak je postavljanje K nasumi¢nih tacaka za centre klastera. Ovim se definisu inicijalni klasteri.

2. Drugi korak je pridruzivanje tacaka inicijalnim klasterima na osnovu euklidske udaljenosti od centra

inicijalnih klastera.
3. Tredi korak je redefinisanje centra klastera na osnovu srednje vrijednosti klastera.

Drugi i treé¢i korak se ponavljaju sve dok se pripadnost tacaka klasterima ne prestane mijenjati. Tada je

algoritam K-means klasterovanja zavrsen.



Podaci mogu da se jave u obliku vremenskih serija. Vremenska serija je skup vrijednosti neke velicine u raznim
vremenskim trenucima. Udaljenost izmedu ovih trenutaka je konstantan vremenski interval. Broj trenutaka za
koje postoji vrijednost neke veli¢ine je duzina vremenske serije. Pojedine vremenske serije se mogu gledati kao
uzorci, a vrijednosti veli¢ina koje ove vremenske serije predstavljaju u raznim trenucima se mogu gledati kao
osobine. Duzina vremenske serije je broj osobina N. U ovoj reprezentaciji se vremenske serije mogu posmatrati
kao tacke u N-dimenzionom prostoru i na njima se mogu primjeniti algoritmi masinskog ucenja. K-means
klasterovanje se moze primjeniti na vremenske serije da bi se slicne vremenske serije priduzile u klastere. Za
ove potrebe je razvijen paket tslearn u programskom jeziku Python [41].

Ovaj algoritam zahtijeva N vremenskih serija istih duzina N bez nedostajuéih podataka kao ulaz:

Xl(tl),Xl(tz), . X]_(tN)

Xg(tl),Xz(tz), . Xz(tN)

(2.1)
Xn(tl)v Xn(tz)! ey Xn(tN)
Algoritam posmatra vremenske serije kao tacke u N-dimenzionom prostoru:
Xl(tl), X]_(tz), veny X1(tN) = X]_
Xz(tl), Xz(tz), ceny Xz(tN) = Xz
(2.2)
Xn(t1), Xn(t2), ..., Xn(tn) = Xn
Vremenske serije se predstavljaju kao tacke u N-dimenzionom prostoru X;, | = 1,2,...,n. Potrebno je zadati

broj klastera K i pocetne uslove na osnovu kojih ¢e algoritam postaviti centre klastera Co, €1, ..., Ck—1 = Cj, J =
0,1,...,K — 1 koji predstavljaju inicijalne klastere. Zatim se odreduje kvadrat euklidske udaljenosti svake
od tacaka u N-dimenzionom prostoru X, | = 1,2,...,n od svakog od definisanih centara klastera cj, j =

0,1,...K—1:

d|,j =X — Cj Ii—l (2'3)

Svaka od tacaka X; u N-dimenzionom prostoru je pridruzena centru klastera od kojeg je varijansa (kvadrat
euklidske udaljenosti) minimalna. Tacka pridruZena klasteru sa centrom klastera Cj, j=01,...,K—1se
oznacava sa Xl(j) .

Nakon toga, centar klastera cj, j = 0,1,..., K — 1 je redefinisan kao srednja vrijednost klastera 0,1, ..., K — 1.
Ponovo se odreduje pripadnost tacaka klasterima na osnovu minimuma varijanse. Ovaj proces se nastavlja dok
se pripadnost tacaka klasterima u N-dimenzionom prostoru (vremenskih serija duzine N) ne prestane mijenjati.

Navedeni postupak se moZe posmatrati kao problem optimizacije [27]. Opisani proces dodjeljivanja tacaka



klasterima u N-dimenzionom prostoru se moze predstaviti minimizacijom funkcije:

KL ]
J= X — ¢ % (2.4)

j=1 i=1

Kada algoritam zavrsi, svakoj od ulaznih vremenskih serija priduzuje oznaku klastera 0, 1, ..., K—1. Za razne
pocetne uslove se dobijaju razne podjele vremenskih serija u klastere. Ovo je posljedica postavljanja razli¢itih
tacaka za centre inicijalnih klastera. Stabilni centri klastera koji se dobijaju po zavrsetku algoritma K-means
klasterovanja su tacke u N-dimenzionom prostoru. One se transformisu iz tacaka u N-dimenzionom prostoru
u vremenske serije duzine N. Ovo je centroid klastera i predstavlja srednju vrijednost veli¢ine predstavljene

vremenskim serijama po trenucima unutar vremenskih serija. Centroidi dobijenih K klastera su oblika:

Co(tl), Co(tz), ey Co(tN)

Cl(tl), Cz(tz), ey Cz(tN)

CK_1(t1), CK_1(t2), ey CK—l(tN)

2.3 Teorija kompleksnih mreza

Problemi koji se danas svrstavaju u teoriju kompleksnih mreza su se javili jos u 18. vijeku u oblasti diskretne
matematike poznatoj pod imenom teorija grafova. Graf je skup ¢vorova koji su povezani skupom veza. Ako
postoji relacija izmedu dva ¢vora, ta dva ¢vora su onda povezana vezom. U sluc¢aju da koristimo graf da pred-
stavimo neki realan sistem, radi se o kompleksnoj mrezi. Grafovi su matematicka reprezentacija kompleksnih
mreza. Sa razvojem teorije kompleksnih mreza povecao se i broj sistema koji je opisivan pomoc¢u mreze. Neke od
mreza koje su posmatrane su transportne mreze, telekomunikacione mreze, Internet, mreze saradnje glumaca,
mreZe koautorstva u nauci i mreZe citiranja u nauci [45, 40, 11, 32, 33, 12]. Neki sistemi u biologiji i medicini se
takode modeliraju pomoé¢u mreza, npr. neuronske mreze, genetske mreze, metabolicke mreze i mreze proteina
[4]. Prilikom posmatranja mreze, najéesée od samog interesa nije sama mreza (Cvorovi i veze), veé¢ dinamicki
sistem koji ta mreza predstavlja.

Velicina mreze je definisana brojem ¢vorova unutar mreze N. Minimalan broj veza izmedu ¢vorova u mrezi je
0, a maksimalan je N(N — 1)/2. U zavisnosti od toga da li su veze izmedu ¢vorova usmjerene ili ne, moZzemo
imati usmjerenu ili neusmjerenu mrezu. Mreza od N c¢vorova se moze predstaviti matricom povezanosti A
velicine N % N ¢iji unosi zavise od toga da li postoji veza izmedu dva évora. Binarna mreza je mreza pred-
stavljena matricom povezanosti ¢iji unosi mogu biti ili ajj = 0 ili ajj = 1. Ako postoji veza izmedu ¢vorova i i
J (i,j =1,...,N) unos u matrici je a;j = 1. U slucaju da ¢vorovi i i j nisu povezani unos u matrici je aj; = 0.
Otezinjene mreze se koriste u sluc¢aju da je potrebno opisati tezinu veze izmedu dva ¢vora. OteZinjene mreze se
mogu predstaviti matricom tezina gdje unos u matrici moze biti bilo koji realan broj wj; [l U slucaju da je
matrica povezanosti koja opisuje mrezu simetri¢na matrica, mreza koju ta matrica opisuje je neusmjerena.

U proucavanju kompleksnih mreza, uvedene su veli¢ine za opisivanje strukturnih osobina mreza. Stepen Kk;
&vora i je broj veza koje taj ¢vor ima sa drugim ¢vorovima [8]. Stepen ¢vora i se moze odrediti iz unosa unutar
matrice povezanosti te mreze Kj = j @i - Osnovni topoloski opis mreze je distribucija vjerovatnoce stepena

¢vora P (k) koji predstavlja vjerovatnoéu da nasumicéno izabrani ¢vor ima stepen jednak k. Za N ¢vorova u



mrezi i N évorova sa stepenom K, moze se procijeniti P (k) pomoc¢u jednacine P (k) = Ni/N.

Analogon stepenu ¢vora u slucaju da posmatramo otezinjenu mrezu je veli¢ina ja€ina €vora s. U neusmjerenoj
mrezi, ova veli¢ina se definiSe za ¢vor i kao suma tezina svih veza povezanih na taj ¢vor sj = § Wi gdje
je wij tezina veze izmedu Cvorova i i j koja odgovara unosu u matricu povezanosti koja opisuje tu otezinjenu
mrezu.

Prilikom modeliranja dinamickih sistema kompleksnim mrezama javljaju se slucajevi kada veze izmedu ¢vorova
nisu konstantno aktivne. U ovom slu¢aju koriste se vremenske mreze [23]. Vremenske mreze mogu biti i binarne
i otezinjene. Vremenska struktura mreza utice na dinamiku interagujucih sistema unutar mreze koliko i sama
topologija mreze. Vremenske mreze su dobar alat za opisivanje dodatne informacije o vezama izmedu ¢vorova.
Nekad je potrebno opisati i dodatnu informaciju o ¢vorovima unutar mreze (npr. vrijednost neke velic¢ine
vezane za ¢vor u raznim vremenskim trenucima). Jedna od veliina vezana za ¢vor je rangiranje ¢vora u mrezi
u datom trenutku. U slucaju da je potrebno posmatrati rangiranje ¢vorova (ili veza) u razli¢itim trenucima,
korisno je vremensku mrezu mapirati u viSeslojnu mrezu (slika 1). Vremenska mreZa je specijalni slucaj vises-
lojne mreze kada svaki od slojeva predstavlja jedan vremenski trenutak. Prednost predstavljanja dinamickog

sistema pomocu viseslojne mreze je Sto omogucéava ¢uvanje informacije o vrijednosti neke veli¢ine vezane za ¢vor.

w(1)

W(2)

W(3)

Slika 1: Lijevo na slici je prikazana otezinjena vremenska mreza u tri vremenska trenutka. Smjer vremena
je prikazan strelicom. Desno na slici je ista vremenska mreza mapirana u viseslojnu mrezu. Broj ¢vorova
u mrezi je N = 4. Oznacene su jacine svakog ¢vora sj(t), i = 1,2,3,4, t = 1,2,3 kao i teZine svake veze
Wij (t), i,j =1,2,3,4, t =1,2,3. U ovakvoj reprezentaciji mreze lako je pratiti dati ¢vor ili vezu u razli¢itim
slojevima mreze (razli¢itim vremenskim trenucima). [5]



2.4 Kendalov koeficijent

Najjednostavniji nac¢in da se opiSe neka mreza je da se odredi distribucija stepena ¢vorova u toj mrezi. U
slucaju viseslojnih mreza moze se posmatrati kako se raspodjela stepena ¢vorova mreze mijenja od jednog sloja do
iduéeg sloja (u slucaju vremenskih mreza mapiranih u viseslojne mrezZe to bi odgovaralo posmatranju raspodjele
stepena od jednog trenutka do idudeg trenutka). Takode je korisno posmatrati kako se neka veli¢ina koja opisuje
¢vor ili vezu u mrezi mijenja od jednog do drugog sloja (od jednog do drugog trenutka kod vremenskih mreza
mapiranih u viSeslojne mreze). Da bi se preciznije odredila korelacija izmedu rangova ¢vorova ili veza u dva
sloja viseslojne mreze, koristi se Kendalov koeficijent korelacije rangova T [3].

Kendalov koeficijent korelacije ranga predstavlja stepen slicnosti izmedu dva skupa rangova koji su dodijeljeni
istom skupu objekata [36]. Rangiranje objekata je izvSeno po nekoj veli¢ini kojom se opisuje svaki od objekata.
Kendalov koeficijent korelacije ranga prebrojava broj inverzija parova objekata potrebnih da se jedan skup

rangova transformise u drugi skup rangova. Neka se posmatra skup A koji sadrzi N objekata:
A={a,az,...,an} (2.6)

Elementi u skupu A se mogu poredati po rangu koji im je dodijeljen u odnosu na neku veli¢inu vezanu za
svaki objekat. Rangiranje objekata u skupu A se moze predstaviti uredenim skupom O. Ureden skup O od N
objekata se mozZe razloziti na N(N — 1)/2 uredenih parova. Uredeni parovi za dati ureden skup objekata O se
oznacava sa P.

Kendalov koeficijent uporeduje dva skupa uredenih parova P; i P2 (koji predstavljaju dva naina rangiranja
objekata u polaznom skupu O; i Oy) prebrojavanjem razli¢itih parova u dva uredena skupa. Dobijeni broj
predstavlja razliku izmedu skupova koja se naziva simetricna udaljenost razlike. Simetri¢na udaljenost razlike
izmedu dva skupa uredenih parova P; i Py se oznacava sa da(P1,P2). Da bi se odredio izraz za Kendalov
koeficijent korelacije ranga T, potrebno je normalizovati simetri¢nu udaljenost razlike da(Py,P2) tako da T
uzima vrijednost izmedu —1 i +1. Normalizovanje se vrsi tako $to je poznato da vrijednost T = —1 treba
da odgovara najveéoj mogucoj vrijednosti simetricne udaljenosti razlike. Ovo je slucaj kada je rangiranje
predstavljeno skupom O; jednako obrnutom redoslijedu rangiranja koje predstavlja skup Oz. Vrijednost T =1
treba da odgovara najmanjoj mogucéoj vrijednosti simetri¢ne udaljenosti razlike da(P1,P2) = 0. Ovo je slucaj
kada je rangiranje predstavljeno skupom O3 isto kao i rangiranje predstavljeno skupom O,. Potrebno je jos
uzeti u obzir da je maksimalan broj parova za koje se mogu razlikovati dva skupa sa N(N — 1)/2 elementata

jednak N (N —1). Formula po kojoj se racuna Kendalov koeficijent korelacije ranga je:

_ 2:[da(P1, Py)]

NN = (2.7)

Kako je definicija Kendalovog koeficijenta korelacije ranga zasnovana na prebrojavanju razlic¢itih parova koji se
pojavljuju u dva uredena skupa, izra¢unata vrijednost se moze tumaciti kao vjerovatnoéa. Ako se par objekata
uzima nasumicno iz jednog uredenog skupa, T predstavlja razliku vjerovatnoée da ova dva nasumicno izabrana
objekta imaju isti raspored u drugom uredenom skupu - P (isti) i vjerovatnoée da ova dva objekta imaju drugaciji

raspored u drugom uredenom skupu - P (razlicit):

T = P (isti) — P (razlicit) (2.8)



Za svaki od slojeva viseslojne mreze odredi se niz vrijednosti X u kojem je neka velicina vezana za ¢vor ili
vezu u sloju viseslojne mreze. U slucaju da se posmatraju ¢vorovi ta veli¢ina ¢ée biti stepen ¢vora za binarne
(neotezinjene) mreze Kj ili jacina ¢vora za otezinjene mreZe Si. U sludaju da se posmatraju veze, posmatrana
veli¢ina je tezina veze Wij Cija vrijednost moze biti bilo koji realan broj kod oteZinjenih mreza i 0 ili 1 kod
neotezinjenih (binarnih) mreza. Takode se odreduje niz vrijednosti Y u kojem je ta ista veli¢ina koja opisuje svaki
¢vora ili vezu u sljedeéem sloju viseslojne mreze. U slu¢aju vremenske mreze mapirane u viseslojnu X predstavlja
niz vrijednosti veli¢ine vezane za ¢vor ili vezu u mrezi u jednom trenutku, a Y predstavlja niz vrijednosti velicine
vezane za ¢vor ili vezu u mrezi u iduéem trenutku. Algoritam koji racuna Kendalov koeficijent korelacije rangova
uzima vrijednosti X i Y kao ulaz. Ove veli¢ine su rangirane i odreduje se Kendalov koeficijent korelacije ranga.
Kendalov koeficijent uzima vrijednost Tx(X,Y ) = 1 ako su rangovi dva niza vrijednosti identi¢ni, vrijednost
™w(X,Y) = —1 ako su rangovi niza vrijednosti X jednaki obrnutnom redosljedu rangova niza vrijednosti Y i
vrijednost Tx(X,Y ) = 0 u sluc¢aju da rangovi niza vrijednosti X i rangovi niza vrijednosti Y ne zavise jedan od
drugog. Ovo nam dozvoljava da pratimo kako se veli¢ina koja opisuje ¢vorove ili veze u mrezi mijenja od jednog
do drugog sloja viSeslojne mreze (od jednog do drugog trenutka za vremenske mreZe mapirane u viSeslojne

mreze).

2.5 Ansamblski K-means algoritam

Prilikom klasterovanja tacaka u N-dimenzionom prostoru pomocu algoritma K-means klasterovanja dobijaju
se razliciti rezultati za razli¢ite pocetne uslove. Tacke u N-dimenzionom prostoru su dodijeljene razlic¢itim klas-
terima sa zavrSetkom algoritma K-means klasterovanja za razlicite pocetne uslove. Ovo je posljedica definisanja
razli¢itih centara klastera za incijalne klastere na razlicite nacine sa svakom novom inicijalizacijom algoritma
K-means klasterovanja. RjeSavanje problema nestabilnosti prlikom K-means klasterovanja je slicno rjesavanju
poznatog problema nestabilnosti rjesenja prilikom detekcije zajednica u mrezama primjenom Leven algoritma
[16].

Leven algoritam se koristi za detekciju zajednica u mrezama [6]. Ovaj algoritam je zasnovan na maksimizaciji
modularnosti. Algoritam se primjenjuje na matrici tezina W koja opisuje otezinjenu mrezu sa N ¢vorova. Prvo
je svaki od ¢vorova pridruzen jednoj zajednici. Zatim se posmatra kako se modularnost mijenja kako se jedan
od évorova u mrezi prebaci iz trenutne zajednice u zajednicu njemu susjednog ¢vora. Cvor ostaje u toj zajednici
ako je promjena vrijednosti modularnosti pozitivna. Ovaj proces preraspodjele ¢vora iz trenutne zajednice u
zajednicu njemu susjednog ¢vora se ponavlja za sve ¢vorove dok se ne postigne lokalni maksimum vrijednosti
modularnosti. U iduéem koraku se pravi nova mreza ¢iji su ¢vorovi zajednice odredene u prethodnom koraku.
Postupak sa dodjeljivanjem ¢vorova u zajednice njemu susjednih ¢vorova se ponavlja dok se ne postigne maksi-
malna vrijednost modularnosti ¢ime se algoritam zavrsava. Svaki od ¢vorova iz polazne mreze ¢e biti dodijeljen
jednoj od zajednica.

Standardni Leven algoritam ima problem nestabilnosti rjeSenja. Za razli¢ite pocetne uslove (polazne dodjele
¢vorova u zajednice) dobijaju se razlidita rjeSenja. Ansamblski Leven algoritam se obi¢no koristi za rjeSavanje
problema nestabilnosti rjesenja prilikom primjene standardnog Leven algoritma za razli¢ite pocetne uslove [16].

Algoritam se odvija u nekoliko koraka:
1. Prvi korak je pokretanje standardnog Leven algoritma na mrezi nekoliko puta za razlicite pocetne uslove.

2. Zatim se pravi nova mreza u kojoj su ¢vorovi povezani samo ako su se u prethodnom koraku pojavljivali
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u istoj zajednici iznad odredenog praga (obicno u 90% slucajeva od ukupnog broja inicijalizacija).

3. Iz napravljene mreze se prepoznaju izolovane zajednice ¢vorova koje predstavljaju rjesenja ansamblskog

Leven algoritma.

Problem nestabilnosti rjesenja kod pokretanja algoritma K-means klasterovanja za razli¢ite pocetne uslove
se moze rjesiti na slian nacin. Algoritam K-means klasterovanja se koristi za klasterovanje N tacaka, svaka
oznacena sa I = 1,2,...,,N. Algoritam se pokrece np puta za Ny razli¢itih pocetnih vrijednosti. Za Ny inicijal-
izacija, tacka i i tacka J ¢e se pojaviti u istom klasteru (nc)jj puta. Definise se indeks zajednickog pojavljivanja
Sij tacake i i tacke j koji je jednak koli¢niku broja ponavljanja tacke i i tacke j u istom klasteru (nc);j i broja

inicijalizacija np: Sijj = ( r:)'J . Ovaj indeks moze imati vrijednosti izmedu 0 i 1. Moze se definisati matrica

P
slicnosti S veli¢cine N % N ¢iji su unosi Sjj. Ako se pomenuta matrica posmatra kao matrica povezanosti mreze,

iz nje se moze generisati mreza. Ako se odbace svi unosi u matrici koji imaju vrijednost ispod nekog praga,
u matrici ostaju nepreklapajuéi skupovi koji predstavljaju zajednice u mrezi. Ovo bi bilo analogno drugom
koraku u ansamblskom Leven algoritmu. Ove zajednice predstavljaju stabilna rjesenja algoritma K-means klas-
terovanja na pocetnom skupu od N tacaka. Opisani algoritam za dobijanje stabilnih rjesenja prilikom K-means

klasterovanja ¢emo nazvati ansamblski K-means algoritam.
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3 Podaci o mobilnosti

Facebook Data for good dijeli korisne anonimizovane podatke o Facebook korisnicima sa istraziva¢ima i
humanitarcima [48]. Ovi podaci su korisni za planiranje mjera u slucaju kriza kao Sto su poplave, zemljotresi i
epidemije. Samo korisnici sa ukljuc¢enim lokacijskim uslugama doprinose setovima podataka na Facebook Data
for good. Facebook Data for good obezbjeduje podatke o populaciji korisnika i podatke o mobilnosti korisnika.
Da bi se sa¢uvala privatnost korisnika, ne mogu se podijeliti podaci visoke rezolucije o populaciji korisnika
i precizne trajektorije korisnika. Ovaj problem je rijeSen predstavljanjem podataka pomocéu Sistema celija
Bing Mapa [47]. Ovaj sistem podrazumijeva niz mreza sacinjenih od éelija kvadratnog oblika sa jedinstvenim

oznakama da bi se oznacila neka oblast na mapi (slika 2).

Nivo 1 Nivo 2 Nivo 3

Slika 2: Celije sa oznakama u prva tri nivoa Sistema éelija Bing Mapa. Sa poveéanjem nivoa, smanjuje se
povrsina celije koja predstavlja neku oblast. Najcesce se koriste mreze na nivou 13 ili nivou 14. Povrsina Celije na
nivou 13 je 3.466 km - 3.466 km = 12.013 km?, dok je povrsina éelije na nivou 14 jednaka 1.733 km-1.733 km =
3.003 km?2. Celija na n — tom nivou je oznacena jedinstvenim stringom duzine n. Da bi se oznadila éelija
na datom nivou, pocinje se sa mapom Zemlje u Merkatorovoj projekciji. Ova mapa se prilagodava da bude
kvadratnog oblika. Zatim se mapa dijeli u 4 jednake éelije kvadratnog oblika. Svakoj od éelija se pridruzi jedna
cifra od 0 do 3 na nacin prikazan na slici. Ove cifre predstavljaju oznaku ¢elija na nivou 1 (duZina stringova je
1). U zavisnosti od oblasti koja treba da bude predstavljena ¢elijom, bira se idué¢i kvadrat. Ovim se prelazi na
nivo 2. Oblast obuhvacena kvadratom na nivou 2 se dijeli na Cetiri jednaka kvadrata. Oznake celija na nivou
2 se odreduju tako Sto se na oznaku izabrane ¢elije na nivou 1 (u ovom sluc¢aju 1) pridruzuje cifra od 0 do 3
na nacin prikazan na slici. Ovaj proces se nastavlja do nivoa 13 ili nivoa 14 koji se najcesce koriste u Sistemu
¢elija Bing Mapa.

Pomocu Sistema celija Bing Mapa, populacija korisnika se moze predstaviti kao broj korisnika u oblasti
koja je obuhvacena celijom, a kretanje korisnika se moze predstaviti kao broj kretanja unutar celije ili kao fluks
korisnika izmedu celija.

Da bi se generisali podaci o populaciji korisnika i kretanju korisnika za odredenu oblast, administrator na Face-
book Data for good bira oblast pravougaonog oblika i od tog dana se generisu podaci. U zavisnosti od povrsine
zahvaéene oblasti, generisani podaci su na nivou 13 ili nivou 14. Generisani podaci su bazirani na prebrojavanju
dogadaja koji se odvijaju u vremenskim intervalima od 8 sati [29]. Brojanje dogadaja se odvija u tri intervala u
danu: interval od 00:00h do 08:00h, interval od 08:00h do 16:00h i interval od 16:00h do 24:00h. Podaci trebaju
biti anonimizovani, ali i dalje trebaju da budu korisni istraziva¢ima i humanitarcima. Da bi se sacuvala privat-
nost korisnika, koristi se nekoliko mehanizama prilikom generisanja podataka. Prvi mehanizam anonimizacije

podataka je dodavanje male koli¢ine sluc¢ajnog Suma u podatke. Ovo onemoguéava precizno odredivanje broja
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korisnika i njihovo kretanje u slabije naseljenim oblastima. Sljede¢i mehanizam anonimizacije podataka je pros-
torno zagladivanje podataka. Ovo podrazumijeva usrednjavanje broja korisnika (ili broja kretanja) u datoj
¢eliji sa istom veli¢inom u susjednim éelijama. Koristi se usrednjavanje ponderisano rastojanjem koje daje veéu
tezinu bliskim lokacijama i manju tezinu udaljenijim lokacijama. Posljednji korak u anonimizaciji podataka je
odbacivanje prebrojanog broja korisnika (ili kretanja) gdje je ta veli¢ina manja od 10.

Prilikom generisanja podataka za vrijeme krize, za svaku od aktivnih éelija na datom nivou i u datom trenutku
se racuna predvideni broj korisnika u slucaju da su normalne okolnosti i predvideni broj kretanja u ¢eliji i izmedu
para Celija u slucaju da su normalne okolnosti. Normalne okolnosti podrazumijevaju period prije pocetka krize.
Sa predvidenim veli¢inama za sluc¢aj normalnih okolnosti se mogu porediti veli¢ine za vrijeme krize. Predvideni
podaci za slucaj da su normalne okolnosti se generisu na osnovu podataka sakupljenih u periodu prije pocetka
krize. Prilikom generisanja ovih podataka uzimaju se u obzir pravilni dnevni i sedmicni obrasci kretanja u
periodu prije pocetka krize. Podaci za normalne okolnosti se odreduju za datu éeliju u datom vremenskom
intervalu (uzima se u obzir da dati vremenski interval pripada jednom od tri intervala u danu i da taj vremenski
interval pripada jednom danu u sedmici). Ograni¢avanjem ekstremnih vrijednosti i usrednjavanjem vrijednosti
velicine koja se odreduje u normalnim okolnostima za taj isti vremenski interval u danu i za taj isti dan u sed-
mici, dobija se vrijednost veli¢ine u normalnim okolnostima za tu éeliju ili paru ¢elija ako se posmatra kretanje
izmedu Celija. Dobijena vrijednost predstavlja ponasanje u datom trenutku i datoj celiji u slucaju da kriza nije
nastupila.

Populacija korisnika u krizi je opisana agregiranim brojem korisnika u svakoj od celija u periodima od 8 sati.
Pored svake vrijednosti broja korisnika za vrijeme krize nalazi se i predvideni broj korisnika na toj éeliji kakav
bi bio da nije nastupila kriza. U slucaju da se korisnik pojavljivao u vise razli¢itih éelija u periodu od 8 sati za
vrijeme krize, bi¢e prebrojan u ¢eliji u kojoj je proveo najvise vremena. Svi opisani mehanizmi zastite privatnosti
korisnika se primjenjuju prilikom generisanja ovih podataka.

Mobilnost korisnika je opisana podacima o broju kretanja korisnika unutar ¢elije i kretanjem korisnika izmedu
parova ¢elija u vremenskim intervalima od 8 sati. U podacima je za dati interval prikazana polazna celija,
krajnja c¢elija, broj kretanja u krizii predvideni broj kretanja u sluaju da nije nastupila kriza. U
slucaju da je polazna Celija ista kao i krajnja ¢elija, radi se o kretanju unutar Celije. Kada su polazna i krajnja
¢elija razlicite, radi se o kretanju izmedu celija.

Posmatrani su podaci o populaciji korisnika i kretanju tih korisnika u Gradu Beogradu za period izmedu 13.
maja 2020. i 6. marta 2021. sa sajta Facebook Data for good. Duzina navedenog perioda je 298 dana. Kriza
zbog koje je zapoceto sakupljanje podataka je epidemija COVID-19.

Podaci o populaciji korisnika sa ukljucenim lokacijskim uslugama na teritoriji Grada Beograda su agregirani
na celije po Sistemu ¢elija Bing Mapa na nivo 14. Na teritoriji Grada Beograda postoje ukupno 603 aktivne
Celije (Celije koje su bile aktivne bar u jednom trenutku u posmatranom periodu). Podaci o kretanju korisnika
sa ukljucenim lokacijskim uslugama na teritoriji Grada Beograda su agregirani na c¢elije po Sistemu ¢elija Bing
Mapa na nivo 13. Na teritoriji Grada Beograda postoji ukupno 201 aktivna Celija (¢éelije unutar kojih je bilo
kretanja i ¢elije koje pripadaju parovima ¢elija izmedu kojih je bilo kretanja).

Kod podataka o populaciji kao i kod podataka o kretanju korisnika manji dio povrsine Grada Beograda nije
prekriven ¢elijama zato $to ti dijelovi nisu naseljeni i zbog pomenutih mehanizama zastite privatnosti korisnika

u slabije naseljenim dijelovima.
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4 Rezultati: razlike i slicnosti izmedju mobilnosti tokom krize i van

krize

4.1 Raspodjele populacije korisnika

Kako su podaci o populaciji korisnika i podaci o kretanju korisnika agregirani iz istih podataka o Facebook
korisnicima sa uklju¢enim lokacijskim uslugama, korisno je pogledati kakva je prostorna raspodjela ovih koris-
nika. Za navedeni period postoje podaci o populaciji korisnika agregirani na nivo 14 po Sistemu celija Bing
Mapa. Povriina ¢elije na nivou 14 jednaka 1.733 km - 1.733 km = 3.003 km?. Za svaku od 603 aktivne éelije
postoje vrijednosti o broju korisnika za vrijeme krize i predvideni broj korisnika za slucaj da nema krize u
raznim vremenskim intervalima. Za svaku od aktivnih Celija odredena je srednja vrijednost broja korisnika za
vrijeme krize (epidemija COVID-19) i srednja vrijednost predvidenog broja korisnika u sluc¢aju da nema krize

u navedenom vremenskom periodu. Za oba slucaja su iscrtane toplotne mape.
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Slika 3: Toplotna mapa raspodjele Facebook korisnika sa ukljucenim lokacijskim uslugama za vrijeme krize

(COVID-19 epidemije) u navedenom vremenskom periodu. Celije koje predstavljaju naseljenije oblasti su obo-
jene tamnijom bojom. Crna linija predstavlja granice gradskih opstina Grada Beograda.
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Slika 4: Toplotna mapa predvidene raspodjele Facebook korisnika za slufaj da nema krize (COVID-19 epi-
demije). Celije koje predstavljaju naseljenije oblasti su obojene tamnijom bojom. Crna linija predstavlja
granice gradskih opstina Grada Beograda.

Obje toplotne mape (slika 3 i slika 4) imaju isti broj éelija. Ovo je olekivano jer su podaci o populaciji
i o mobilnosti korisnika za slucaj da nije kriza generisani na osnovu podataka dobijenih za vrijeme krize.
Iz prikazanih toplotnih mapa raspodjele Facebook korisnika sa uklju¢enim lokacijskim uslugama za vrijeme
epidemije COVID-19 u navedenom vremenskom periodu (slika 3) i prije pocetka epidemije COVID-19 (slika 4)
ne vidi se znatna promjena raspodjele korisnika. Korisnici su skoncentrisani u centralnom dijelu Grada Beograda
i u gradskim opstinama Zemun, Obrenovac, Lazarevac i Mladenovac. Celije sa najveéim brojem korisnika se
nalaze na teritorijama opstina Stari Grad, Vracar i Zvezdara. Sa legendi toplotnih mapa na slici 3 i slici 4
primjeéuje se da se poveéao broj korisnika u oblastima predstavljenim ¢éelijama za vrijeme krize u odnosu na

period prije krize, sto ukazuje na ¢injenicu da su korisnici poceli ¢eSée da koriste socijalne mreze tokom krize.
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4.2 Ukupna mobilnost

Da bi se posmatralo kako se mijenjaju obrasci kretanja u Gradu Beogradu usljed epidemije COVID-19,
analiziran je ukupni broj kretanja korisnika za navedeni period od 298 dana. Posebno je posmatran broj
kretanja korisnika za vrijeme krize i predvideni broj kretanja u slucaju da nema krize. Za navedeni period
postoje podaci o mobilnosti korisnika agregirani na nivo 13 po Sistemu ¢elija Bing Mapa. Povrsina jedne Celije
na nivou 13 je 3.466 km - 3.466 km = 12.013 km?. Kada se posmatraju podaci o kretanju korisnika, na teritoriji
Grada Beograda postoji ukupno 201 aktivna ¢elija (éelije unutar kojih je bilo kretanja i éelije koje pripadaju
parovima ¢elija izmedu kojih je bilo kretanja). U ovom poglavlju se posmatraju sva kretanja korisnika bez
obzira da li su to kretanja unutar celije ili kretanja izmedu celija. Podaci su agregirani na periode od 8 sati
¢ime se dobija ukupan broj kretanja (unutar ¢éelija i izmedu éelija) za navedeni period za vrijeme krize Mg (t).
Ukupni broj kretanja u datom periodu za vrijeme krize je izracunat kao suma svih kretanja koja su se desila
u tom periodu za vrijeme krize. Takode je posmatran i predvideni broj kretanja u slucaju da nema krize. Za
svaki broj kretanja korisnika za vrijeme krize postoji predvideni broj kretanja korisnika u slu¢aju da nema krize.
Predvideni broj kretanja korisnika u slucaju da nema krize zavisi od perioda u danu u kojem se desilo kretanje
za vrijeme krize i dana u sedmici u kojem se desilo kretanje za vrijeme krize. Predvideni broj kretanja u slucaju
da nema krize je takode agregiran na periode od 8 sati, ¢ime se dobija ukupan broj kretanja (unutar éelija
i izmedu éelija) za navedeni period u sluéaju da nije kriza Mg(t). Ukupni broj kretanja u datom periodu u
slucaju da nema krize je izracunat kao suma svih predvidenih brojeva kretanja koja su se desila u tom periodu
u slucaju da nema krize. Kako je duzina vremenskog perioda u kojem su sakupljani podaci 298 dana i u jednom
danu postoje tri intervala na koje se podaci agregiranju, postoji ukupno 298 -3 = 894 vrijednosti za ukupni broj

kretanja za vrjeme krize Mk (t) i predvideni broj kretanja za slucaj da nema krize Mg (t).
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Slika 5: Predvideni ukupan broj kretanja za svaki od intervala od 8 sati u slucaju da nije kriza. Obrasci kretanja
u slu¢aju da nema krize su stabilni tokom vremena.

Na osnovu slike 5 moze se primjetiti jasna sedmodnevna periodi¢nost ukupnog broja kretanja korisnika u
slucaju da nema krize. Primjecuju se fluktuacije u ukupnom broju kretanja korisnika, $to je i za ocekivati.
Ove fluktuacije su posljedica poslovnih aktivnosti gradana Grada Beograda. Maksimalne vrijednosti na slici 5
odgovaraju ukupnom broju kretanja koji se desio tokom subote i nedjelje. Karakteristicne maksimalne vrijed-
nosti odgovaraju vremenskim intervalima od 16:00h do 24:00h nedjeljom. Karakteristi¢éne minimalne vrijednosti

odgovaraju vremenskim intervalima od 00:00h do 08:00h ponedjeljkom. Radnim danima se primjecuje priblizno
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konstantan ukupan broj kretanja za period ponedjeljak-cetvrtak, dok se petkom primjecuje pad ukupnog broja

putovanja.
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Slika 6: Ukupan broj kretanja za svaki od intervala od 8 sati za vrijeme krize. Ukupan broj kretanja se mijenja
sa vremenom.

Na osnovu slike 6 primjeéuje se priblizna sedmodnevna periodi¢nost ukupnog broja kretanja korisnika za
vrijeme krize. Primjec¢uju se fluktuacije u ukupnom broju kretanja korisnika, sto je u skladu sa oc¢ekivanjima. Za
razliku od perioda prije krize, fluktuacije broja kretanja korisnika za vrijeme krize se poveéavaju sa vremenom.
Na slici 6 ne mozemo primjetiti karakteristiéne maksimalne vrijednosti broja kretanja koje odgovaraju poje-
dinim intervalima kao S$to se to jasno vidi u periodu prije krize. Umjesto toga, za vrijeme krize primje¢ujemo
maksimalnu mobilnost za period nedjelja-Cetvrtak. I ovdje se vide karakteristicne minimalne vrijednosti koje
odgovaraju periodu petak-subota. U ovom sluc¢aju ne moze se odrediti specifican interval za koji se unutar svake

sedmice vidi minimalna vrijednost broja kretanja tokom sedmice.
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Slika 7: Relativna promjena Mg (t) (izraZena u procentima) ukupnog broja kretanja Mg (t) za vrijeme krize u
odnosu na predvideni ukupni broj kretanja u sluéaju da nema krize Mg (t).
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Korisno je posmatrati relativou promjenu ukupnog broja kretanja My (t) za vrijeme krize u odnosu na
predvideni ukupni broj kretanja u sluéaju da nema krize Mg (t) (slika 7). Za poznate vrijednosti broja kretanja
prije krize i predvidenog broja kretanja u slucaju da nema krize, moze se odrediti relativna promjena broja
kretanja za vrijeme krize u odnosu na predvideni broj kretanja u slu¢aju da nema krize po formuli:

_ Mk(t) = Mg(t)

Sa grafika relativne promjene ukupnog broja kretanja (slika 7) vidi se da je kretanje za vrijeme krize u
odredenim vremenskim intervalima na pocetku sakupljanja podataka bilo priblizno isto kao i u slu¢aju da nema
krize. Ovo je period neposredno po ukidanju vanrednog stanja. Pad u mobilnosti poslije ovog perioda se poklapa
sa rastom broja zarazenih. Pik drugog talasa koji se desio u periodu jul-avgust, odgovara najveéem relativnom
padu mobilnosti. Vidimo da se slican, ali manji, pad vidi u periodu novembar 2020. - mart 2021., periodu u
kojem su se desili 3. i 4. pik epidemije. Maksimalne vrijednosti relativne promjene broja kretanja pripadaju
intervalima ponedjeljak-petak. Primjecuju se takode karakteristicne minimamalne vrijednosti koje odgovaraju
intervalima u periodu subota-nedjelja.

Ukupna mobilnost se moze podijeliti na mobilnost unutar éelija i mobilnost izmedu éelija. Ovo dozvoljava

posebnu analizu kretanja unutar ¢elija i kretanja izmedu Celija i njihov doprinos ukupnom kretanju.
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4.3 Mobilnost unutar celija

Mobilnost unutar Celija, kao jedna od dvije komponente posmatranih obrazaca mobilnosti, predstavlja kre-
tanje Facebook korisnika unutar éelija na teritoriji Grada Beograda. Iz podataka o mobilnosti ekstraktovani su
podaci kod kojih je polazna celija ista kao i krajnja éelija. Dobijeni podaci predstavljaju unutrasnje kretanje
korisnika na teritoriji Grada Beograda. Za svaku od 201 éelije na teritoriji Grada Beograda racunate su rela-
tivne promjene broja kretanja unutar Celije za svaki od intervala od 8 sati u navedenom vremenskom periodu od
298 dana. U svakom danu postoje tri vremenska intervala od 8 sati, pa je relativna promjena broja kretanja za
svaku od Celija predstavljena kao vremenski niz duzine 298 - 3 = 894. Vrijednosti relativne promjene broja kre-
tanja unutar ¢elije koje nedostaju su izraCunate interpolacijom u odnosu na susjedne tacke unutar vremenskih
serija. Dobijena je 201 vremenska serija za svaku od ¢elija unutar kojih je relativna promjena broja kretanja
unutar éelije. Na dobijene vremenske serije je primjenjen K-means algoritam klasterovanja za razne pocetne
uslove. Za razne pocetne uslove algoritma K-means klasterovanja dobijana su razlicita rjeSenja. Da bi se rijesio
problem nestabilnosti rjesenja koji se javlja kod primjene algoritma K-means klasterovanja, vremenske serije
su takode podijeljene u klastere primjenom ansamblskog K-means algoritma da bi se dobilo stabilno rjesenje.
Rjesenja podrazumijevaju vremenske serije relativne promjene broja kretanja grupisane u klastere. Kako je
svaka vremenska serija relativne promjene broja kretanja predstavljena ¢elijom, rezultat se prikazuje vizuelno

grupisanjem celija koje pripadaju istom klasteru na mapi.

4.3.1 Klasterovanje €elija pomocéu ansamblskog K-means algoritma

Za razne vrijednosti pocetnih uslova K-means algoritma klasterovanja celije su rasporedivane na razlicite
nacine u klastere. Zavisnost rjesenja od proizvoljno izabranih pocetnih uslova je nepovoljna. Iako se dobijaju
razli¢ita rjeSenja za razli¢ite pocetne uslove, ipak su se primjeéivale neke pravilnosti u rjeSenjima. Za razne
vrijednosti pocetnih uslova, od 5 dobijenih klastera, jedna éelija se uvijek javlja u klasteru sama. Na slici 8 ova
¢elija je sama u klasteru 4. Moguée objasnjenje za ovo je sto se u oblasti koja je predstavljena ovom ¢elijom nalazi
Beogradski Aerodrom koji se moze smatrati kao tacka iz koje izviru novi korisnici bez informacija o njihovom
prijasnjem kretanju. Druga pravilnost koja je primjecena je da se najcesce javlja jos jedan klaster koji obuhvata
centralni dio Grada Beograda i centre gradskih opstina Zemun, Mladenovac, Lazarevac i Obrenovac. Takode se
pojavljuje jedan klaster koji okruzuje oblasti zahvaéene ¢elijama iz klastera koje obuhvataju centralni dio Grada
Beograda i centre gradskih opstina Zemun, Mladenovac, Lazarevac i Obrenovac. Posljednja pravilnost koja
se primjecuje pri pokretanju K-means algoritma klasterovanja je pojavljivanje klastera ¢elija koje obuhvataju
slabije naseljene oblasti Grada Beograda.

Da bi se rijesio problem nestabilnosti rjeSenja, koristen je ansamblski K-means algoritam. Ocekivanje je da ée
velik broj inicijalizacija algoritma K-means klasterovanja dati velik broj parova ¢elija koje se jako ¢esto javljaju
zajedno u klasteru za razne realizacije pocetnih uslova. Takode je i ocekivanje da se javi veliki broj parova celija
koje se jako rijetko pojavljuju zajedno u klasteru za razne pocetne uslove. Na osnovu ucestalosti zajednickog
pojavljivanja parova celija u klasterima, konstruisana je matrica slicnosti. Ovim se eliminiSe proizvoljnost
odabira pocetnih uslova i samim tim zavisnost rjesenja algoritma od proizvoljno izabranih pocetnih uslova.
U ovom slucaju, broj inicijalizacija algoritma K-means klasterovanja je nj = 1200. Izabrana vrijednost broja

inicijalizacija je optimalna vrijednost izmedu racunarskog vremena izvrsenja algoritma i kvaliteta dobijenih
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rezultata. Celije su podijeljene u 5 klastera. Prag vrijednosti iznad kojeg su odbaceni unosi u matrici sli¢nosti

je 0.7. Raspodjela ¢elija u klastere na mapi je prikazana na slici 8.

~ W NP O

Slika 8: Za razne vrijednosti pocetnih uslova pokretan je K-means algoritam klasterovanja na vremenskim
serijama relativne promjene broja kretanja unutar éelija. Celije @ije su vremenske serije najéesée pridruzivane
istim klasterima su obojene istom bojom. Ovo predstavlja rjesenje ansamblskog K-means algoritma. Crna linija
predstavlja granice gradskih opstina Grada Beograda.

Na Slici 8 su prikazane celije podijeljene u klastere prema njihovoj funkciji u Gradu Beogradu dobijene
pomoc¢u ansamblskog K-means algoritma. Na slici 9 su prikazani centroidi ovih klastera. Oni predstavljaju
srednju vrijednost relativne promjene broja kretanja unutar svih céelija koje pripadaju datom klasteru.

Na slici 8 se vidi da je obuhvac¢ena veéina ranije opisanih pravilnosti u dodjeljivanju celija u klastere koje su
se dobijale pomoéu algoritma K-means klasterovanja za razne pocetne uslove. Celija koja predstavlja oblast
na kojoj se nalazi Aerodrom Beograd je sama u klasteru 4. Centralni dio Grada Beograda, kao i centralni
dijelovi opstina Obrenovac, Lazarevac i Mladenovac su klaster 3. Oblasti u okolini centralnog dijela Beograda i
centralnih dijelova opstina Obrenovac, Lazarevac i Mladenovac (klaster 3) su takode grupisane u klaster, klaster

2. Klasteri 1 i 2 predstavljaju slabije naseljene oblasti Grada Beograda. Centroidi klastera celija predstavljenih
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